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PREFACIO

Anteriormente el eSlUdio del úlgcbm lineal era parle de los planes de esllldios de los alumnos

de matemúticas y fisica principalmente. y también recurrían a ella aquellos que necesitaban

conocimientos de la teoria de matrices para Irabajar en áreas técnicas como 1<1 estadística mul­
tivariable. Hoy en día. el úlgebra lineal se estudia en diversas disciplinas gr<lcias al LISO de las
computadoras y al aumento gencTill en las aplicaciones de las malemúticas en úreas que. por
tradición. no son técnicas.

PRERREQUISITOS

Al escribir este libro IUve en mente dos melas. Intenté volver accesibles un gran nllmero de

temas de álgebra lineal para llna gran variedad de estudiantes que necesitan únicamente cono­
cimientos firmes del úlgebra correspondientes a la ensei'wnZH media superior. Como muchos
estudiantes habrún llevado un curso de cálculo de al menos un arlo. inclui 1,111lbién v¡¡rios ejem­
plos y ejercicios que involucran algunos temas de esta materia. Estos se indican con el simbolo

lCALcuLol La sección 6.7 es opcional y si requiere el uso de herramientas de CÚlculo. pero salvo

este caso, el ("(ilcl/lo /lO e.l' 1/// prerrequisi/o para este texto.

APLICACIONES

Mi segunda meta fue convencer a los estudiantes de la importancia del úlgebra lineal en sus

campos de estudio. De este modo el contexto de los ejemplos y ejercicios hace referencia a dife­

rentes disciplinas. Algunos de los ejemplos son cortos. como las aplic,leiolles de la multiplica­

ción dc mntrices al proceso de contagio de una enfermedad (púgina 61). Otros son un poco mús
grandes; entre éstos se pueden contar el modelo de insumo-producto de Lcolllief (púginas 18
a 19 y 103 H 106). la teoria de grúficas (sección 1.12). la aproxim,lción por minimos cuadrados
(sección 4.10) Yun modelo de crecimiento poblacional (sección 6.2).

Ademús. se puede encontrar un número significativo de aplicaciones sugcstivas en las sec­

ciones de MATLAB®.

TEORíA

Para muchos estudiat1les el curso de úlgebra lineal const ituye el primer curso real de IIW/CI!lÚlictls.

Aquí se solicita a los estudiantes no sólo que lleven a cabo cúlculos matemúticos sino también que

desarrollen demostraciones. Intenté. en este libro. alcanzar un equilibrio entre la técnic,l y I,lleo­

ría. Todas las técnicas importantes se describen con minucioso detalle y se ofreccn cjemplos que
ilustran su utilización. Al mismo tiempo. se demuestran todos los teoremas q tle sc pueden probar
utilizando resultados dados aq ui. Las demostraciones mús difíciles se dan al final de las secciones
o en apartados especiales. pero siempre ~·e dal/. El resultado es un libro que proporcionará a los
estudiantes tanto las habilidades algebraicas para resolver problemas que surjan en sus úreas de

estudio como llna mayor apreciación de la belleza de las matemúticas.

CARACTERíSTICAS
La sexta edición ofrece nuevas caracteristicas. y conserva la eSlructurH ya probada y clúsica que
tenia la quinta edición. Las nuevas caraclerísticas se cnumcran en la púgina xv.
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EJEMPLOS

Los eSludiantes aprenden matemil1icas mediante ejemplos complclos y claros. La sexta edición
cOllliene cereil de 350 ejemplos. c'lda uno de los cuales incluye todos los pasos algebraicos neo
cesarios pura completar la solución. En muchos casos se proporciomlron secciones de ayud..
didúctica p.na facilitar el seguimicnto de esos pasos. Adicionalmente. se otorgó un nombre a
los ejemplos con el objeto de que resulte mús sencillo entender el concepto esencial que ilustra
cada llllO.

EJERCICIOS

El !eXlo contiene cerca de 2750 ejercicios. Al igual que en lodos los libros de matemáticas.
éstos eonslituyen la herramienta más importanlC del aprendizaje. Los problemas conservan
un orden de acuerdo con su gmdo de difieullad y existe un equilibrio entre la tecniea y las de·
mostraciones. Los problemas más complicados se encuentran marcados con un aSlerisco (.) y
unos Cllantos excepcionalmente dificiles con dos ("). Éstos se complementan con ejercicios de
problemas impares. incluyendo aquellos que req uieren demostraciones. De los 2750 ejercicios.
alrededor de 300 son nuevos. Muchos de ellos han sido aportados por profesores destacados

en su impartición de la materia. También hay varios problemas en las secciones de "Manejo de
calculadom" y "MATLAB". En dicha sección se hablarú mas sobre estas caracteristicas.

TEOREMA DE RESUMEN

Una característica importante es la aparición frecuente delleorema de resumen. que une temas
que en apariencia no tienen nada en comun dentro del estudio de matrices y transformaciones
lineales. En la sección 1.2 (pagina 4) se presenta el teorema por vez primera. En las secciones
1.8 (p. 106). 1.\0 (p. 128).2.4 (p. 208). 4.5 (p. 320).4.7 (p. 353). 5.4 (p. 506) Y 6.1 (p. 535) se
encuentran versiones cada vez mas completas de dicho teorema.

AUTOEVALUACIÓN

Los problemas de auloevaluación cstan diseñados para valorar si el eslUdiante comprende las
ideas basicas de la sección. y es conveniente que se resuelvan antes de intentar los problemas
mas generales que les siguen. Casi todos ellos comienzan con pregunt.ts de opción mul!iple o
falso·verdadero que requieren pocos o ningún c.i!culo. Las respucslas a estas preguntas apare·
cen al final de la sección de problemas a la que pertenecen.

MANEJO DE CALCULADORA

En la actualidad existe una gran variedad de calculadoras graficadoras disponibles. con las
que es posible realizar operaciones con matrices y vectores. Desde la edición anterior. el te.xto
incluye secciones de "manejo de calculadora" que tienen por objeto ayud'lr a los estudiantes
a usar sus calculadoras en este curso. Para esta edición se han actualizado estas secciones con
uno de los modelos de vangu<lrdia.

Cada sección comienza con una descripción detallada del uso de la Hewlctt·Pack .. rd
HP 50g para la resolución de problemas. Por lo general a estas descripciones les sigue una serie
de problemas adicionales con numeras mas complicados que se pueden resolver fácilmente con
calculadora.
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Sin embargo. debe hacerse hincapié en que l/O se re1luiere qlle los alulllllos cuelllell ('011/11/(/
calculudom grajimdom para que e/uso de es/e libro sea e./;'("/il'o. Las secciones de manejo de
calculadora son una característica opcional que debe usarse a discreción del profesor.

RESÚMENES DE CAPíTULO

Al final de cada capitulo aparece un repaso detallado de los resultados importantes hallados en
el mismo. Incluye referencias a las páginas del capítulo en las que se encuentra la información
completa.

GEOMETRíA

Algunas ideas importantes en álgebra lineal se entienden mejor observando su interpretación
geométrica. Por esa razón sc han resaltado las interpretaciones geométricas de conceptos im­
portantes en varios lugares de esta edición. Éstas incluyen:

• La geometria de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas (p. 19)

• La interpretación geométrica de un determinante de 2 X 2 (pp. 175.257)

• La interpretación geométrica del triple prodticto escalar (p. 258)

• Cómo dibujar un plano (p. 267)

• La interpretación geométrica de la dependencia lineal en I)l (p. 317)

• La geometria de una transformación lineal de 1)2 en 1)2 (pp. 488-495)

• Las isometrías de 1)' (p. 512)

SEMBLANZAS HISTÓRICAS

Las matemáticas son rnús interesantes si se conoce algo sobre el desarrollo histórico del tema.
Para estimular este interés se incluyen varias notas históricas breves, dispersas en el libro. Ade­
más. hay siete semblanzas no tan breves y con más detalles. entre las que se cuentan las de:

• Carl Friedrich Gauss (p. 21)

• Sir William Rowan Hamilton (p. 52)

• Arthur Caylcy yel álgebra de matrices (p. 71)

• Breve historia de los determinantes (p. 203)

• Josiah Willard Gibbs y los orígenes del anúlisis vectorial (p. 259)

• Historia de la inducción matemática (p. 627)

CARACTERíSTICAS NUEVAS DE lA SEXTA EDICIÓN

Gracias a la participacíón de profesores y revisores, la nueva edición se ha enriquecido con
diversos cambios, como son:

• Secciones de manejo de la calculadora actualizadas.

• Las tutorías y problemas de MATLAB también se han actualizado, incluyendo ahonl
mayores referencias e incluso muchos de los códigos necesarios.

• Gran cantidad de problemas nuevos, ademas de otros actualizados. que permitirán
ejercitar y aplicar las habilidades adquiridas. Por ende, la sección de respuestas al final
del libro ha cambiado por completo.
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MATLAB®
El texto cuenta con mús de 230 problemas opcionales para MATLAB"'. muchos de los cuales
tienen varios incisos. que aparecen después de la mayoría de las secciones de problemas (MAT­
LAB~ es una marca registrad<t de The Math Works. lnc.). MATLAB'" es un paquete poderoso
pero amigable. diseñado para manejar problemas de una amplia variedad que requieren cálculos
con matrices y conceptos de úlgebra lineal. Se puede ver mayor información sobre este progra­
ma en la sección de apéndices. Los problemas relacionados directamente con los ejemplos y los
problemas normales. exhortan al estudiante a explotar el poder de dlculo de MATLAB" y
explorar los principios del álgebra lineal mediante el anúlisis y la obtención de conclusiones.
Además. se cuenta con varios incisos de "papel y lápiz" que permiten que el alumno ejercite su
juicio y demuestre su aprendizaje de los conceptos.

La sección 1.3 es la primera que contiene problemas de MATLABJ'.; antes de estos proble­
mas se presenta una introducción y una tutoría breve. Los problemas de MATLAB\. en cada
sección están diseñados para que el usuario conozca los comandos de MATLAB" a medida
que se van requiriendo para]¡l resolución de problemas. Se cuenta con numerosas aplicaciones
y problemas proyecto que dcmuestran la relevancia del álgebra lineal en el mundo real: éstos
pueden servir como trabajos de grupo o proyectos cortos.

Muchos de los problemas de MATLAB~ están diseñadqs para animar a los estudiantes
a describir teoremas de álgebra lineal. Por ejemplo. un estudiante que genere varias matrices
triangulares superiores y calcule sus inversas obtendrá la conclusión natural de que la inversa
de una matriz triangular superior es otra triangular superior. La demostración de este resul­
tado no es trivial. pero tendrá sentido si el estudiante "ve" que el resultado es aceptable. Prác­
ticamente lodos los conjun.los de problemas de MATLAB(' contienen algunos que llevan a
resultados matemáticos.

Lo mismo que en el caso del manejo de calculadora. se resalta aquí el hecho de que el
material de MATLAB" es opcivllal. Se puede asignar o no según el profesor lo considere con­
veniente.

En lugar de colocar la sección de MATLAB a manera de suplemenlo, se decidió conser­
varlo dentro de los capítulos para que la i11legración fuera mayor y más efectiva. Ademús. se ha
cuidado que primero se enseñe a los estudia11les la manera de resolver los problemas "a mano",
comprendiendo los conceptos. para después poder incorporar el uso de otras herramientas.

Algebm lineal conserva el diseño de un libro para cubrirse en IIn semestre. Es de esperarse
que. al utilizarlo. el materia! de MATLAB se cubra en un laboratorio separado que comple­
mente el trabajo del salón de clase.

NUMERACiÓN

La numeración de este libro es estándar. Dentro de cada sección. los ejemplos. problemas. teo­
remas y ecuaciones se encuentran numerados consecutivamente a partir del número l. Las refe­
rencias a los mismos fuera de la sección se llevan a cabo por capitulo. sección y número. De esta
forma. el ejemplo 4 en la sección 2.5 se denomina ejcmplo 4 cn esa sección. pero fuera de ella se
habla del ejemplo 2.5.4. Ademús. con frecuencia se proporciona el numero de la página para que
resulte sencillo encontrar referencias.

ORGANIZACiÓN
El enfoque que se ha utilizado en esle libro es gradual. Los capítulos 1y 2 contienen el material
computacional búsico común para la mayor parte de los libros de álgebra lineal. El capítulo 1
presenta los sistemas de ecuaciones lineales. vectores y matrices. Cubre todo el material de sis-
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temas de ecuaciones antes de introducir los conceptos relacionados con matrices. Esta presen­

tación proporciona una mayor motivación para el estudiante y sigue el ordcn dc la mayoria de
los temarios del curso. También se incluyó una sección (1.12) en la que se aplican matrices a la
teoría de gráficas. El capitulo 2 proporciona una introducción ¡¡ los determinantes e incluye un
ensayo histórico sobre las contribuciones de Leibniz y Cauchy al álgebra lineal (sección 2.3)

Dentro de este material básico. incluso hay secciones opcionales que representan un reto

un poco mayor para el estudiante. Por ejemplo. la sección 2.3 proporciona una demostr.lCión

completa dc que det AH = detAdetB. L1 demostración de este resultado. mediante el uso de
matrices elementales.. casi nunca se incluye en libros introductorios.

El capitulo 3 analiza los vectores en el plano y el espacio. Muchos de los temas de este capi.
tulo se cubren según el orden con el que se prescnt:ln en los libros de ciJ.lculo. de manera que es
posible que el estudiante ya se encuentre f¡lmiliari;wdo con ellos. Sin embargo. como una gnln

parte del álgebra lineal esta relacionada con el estudio de espacios \'cctoriales abstnlctos. los

alumnos necesitan un acervo de ejemplos concretos que el estudio de los vectores en el plano y

el espacio proporciona de manera natural. El material más dificil de los capilUlos 4 y 5 se ilustra
con ejemplos que surgen del capitulo 3. L<I sección 3.4 incluye un ensayo histórico sobre Gibbs
y el origen del análisis \'ectorial.

El capílUlo 4 contiene una introducción a los espacios vcctoriales generales y es neees.1.­

riamenle más abstracto que los capitulas anteriores. o obstanle. intente presentar el material

como una e:l;tensión natural de las propiedades de los vectores en el plano. que es en realidad la
forma en que surgió el tema. La sexta edición estudia las combinaciones lineales y cl conjunto
generado por ellas (sección 4.4) antes de)¡l independencia lineal (sección 4.5) para explic¡lr estos
temas de manera más c1am. El capitulo 4 tambien incluye una sección (4.10) de aplicaciones
interesantes sobre la aproximación por mínimos CU¡ldrados.

Al final del capitulo 4 ¡lgrcgué una sección (4.12) opcional en la que demuestro que lodo

espacio vectorial tiene una base. Al hacerlo se analizan los conjuntos ordenados y el lema de

Zom. Dicho material es mils complic¡ldo que cualquier otro tema en el libro y sc pucdc omitir.
Sin embargo. como el álgebra lineal a menudo se consider;l el primer curso en el que las demos­
traciones son tan impOrtanles como los cú1culos. en mi opinión el estudiante ilHeresado debe
disponer de una demostración de este resul1:ldo fundumental.

El capítulo 5 continúa el ¡lIlúlisis que se inició en el capítulo 4 con una introducción a las

transformaciones lineales de un espucio vectorial a otro. Comienza con dos ejemplos que mues­

tran la manera natural en la que pueden surgir las \r¡lllsformaciones. En la sección 5.3 incluí una

descripción dctallada de la geometria de las transformaciones de IY en IY, incluí expansiones.
compresiones. reflexiones y cortes. Ahora. 1" sección 5.5 contiene un estudio más dctall:tdo de
las isometrias de 1)1.

El capítulo 6 describe la teoria de los v¡llores y vectores característicos o v¡dores y vectores

propios. Se introducen en la sección 6.1 yen la sección 6.2 se da una aplicación biológica deta­

llada al crecimiento poblaciona!. Las secciones 6.3. 6.4 Y6.5 presentan la diagonalización de una

matriz. mientras que la sección 6.6 ilustra. para unos cuantos casos. cómo se puede reducir
una matriz a su forma canÓnica de Jordan. La sección 6.7 estudia las ecuaciones diferenciales
matriciales y es la única sección del libro que requiere conocimiento del primer curso de calculo.
Esta sección proporciona un ejemplo de la utilidad de reducir una matriz a su forma c¡¡nÓni"l de
Jordan (que suele ser una matriz diagonal). En la sección 6.8. introduje dos de mis resultados fa­

voritos acerca de la teoria de matrices: el teorema de Cayley-Hamilton y el teorema de los circulas

de Gershgorin. El teorema de los circulas de Gershgorin es un resultado muy mra vez estudiado
en los libros de :i.lgebra lineal elemental. que proporciona una manera sencilla de estimar los va­
lores propios de una matriz.

En el capítulo 6 tuve que lomar una decisión dificil: si analizar o no valores y vectores pro­
pios complejos. Decidi incluirlos porque me pareció lo mas adecuado. Algunas de las m:nrices
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"mús agradables"tienen valores propios complejos. Si se define un valor propio como un núme­
ro real. sólo en un principio se pueden simplificar las cosas. aunque esto sea un error. Todavia
más. en muchas uplicaciones que involucran valores propios (incluyendo algunas de la sección
6.7). los modelos más interesantes se relacionan con fenómenos periódicos y estos requieren
valores propios complejos. Los numeros complejos no se evitan en este libro. Los eSlUdiantes
que no los han estudiado antes pueden encontrar las pocas propiedades que necesilan en el
apendice 2.

El libro tiene cinco apCndices. el primero sobre inducción matemática y el segundo sobre
nllllleros complejos. AlgUll<lS de las demostraciones en este libro hacen uso de la inducción
matemútica. por lo que el apéndice I proporciona una breve introducción a esta importante
técnica para los estudiantes que no la han utiliz,.do.

El apendicc 3 analiza el concepto basico de la complejidad de los cálculos que. entre otras
cosas. ayudarj a los estudiantes a entender las razones por las cuales quienes desarrollan soft·
ware eligen algoritmos esp:dficos. El apéndice 4 presenla un metodo razonablemente eficiente
p.. r.. obtener la solución numerica de los sistemilS de ecuaciones. Por ultimo, el apéndice 5
incluye algunos detalles tecnicos sobre el uso de MATLAB" en este libro.

Una nota sobre la interdependencia de los capítulos: este libro estú escrito en forma se­
cuencial. Cada capitulo depende de los anteriores. con UO<I excepción: el capítulo 6 se puede
cubrir sin necesidad de gr.lll parte del mmerial del capilUlo 5. Las secciones marcadas como
"opcional"' se pueden omitir sin perdida de la continuidad.

MATERIALES DE APOYO

Esta obra cuenta con interesantes c,omplementos que fortalecen los procesos de enselianza­
aprendizaje. así como la cv"lu¡¡ción dc los mismos. los cuales se otorgan a profcsores que adop­
tan cste texto para sus cursos. Para obtener más información)' conocer 1" politica de entrega
de estos materiales. contacte a su representantc McGraw-Hill.
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1
SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES Y MATRICES

•

111 INTRODUCCiÓN

Este libro trata del álgebra lineal. Al buscar la palabra "linear' en el diccionario se encuentra.
entre otras definiciones. la siguieOle: lineal: (del laL lim'lIlis). l. adj. Perteneciente o relativo a
la línea.' Sin embargo. en matcminicas la palabra "lineal" tiene un significado mucho mÍls am­

plio. Una gran parte de la tcoria de álgebra lineal elemental es, de hecho. una generalización de
las propiedades de 1;.1 linea recta. A manera de repaso se darán algunos hechos fundamentales
sobre las líneas rectas:

i. La pendiente m de llna recta que pasa por los puntos (XI' J'I) Y(x" Y2) eslú dada por

y,-y i.\y
III=~=- siX1oF-X

1
Xl +.1'1 .1. x

ii. Si Xl - XI = OY)'2 ;t.)'I' entonces la ree!JI es vertical y se dice que la pendieme es illddillida.l

iii. Cualquier recta (a excepción de aquella que tiene llrHl pendiente indefinid:l) se puede des­
eribir:ll escribir su ecuación en la forma pendiente-ordenada J = mx + b. donde m es la
pendiente de la recta y b es la ordenada (el valor de.r en el punto en el que la recta cruza
el eje r).

iv. Dos rectas distintas son pamlelas si y sólo si tienen la misma pendiente.

v. Si la ecuación de la recta se escribe en la forma ax + by = c. (b ~ O). entonces se puede
calcular fácilmente. m = -alb.

vi. Si m r es la pendiente de la recta Lro I/l! es la pendiente de la recta Lr m r *- OYLr}' L! son
perpendiculares. entonces m~ = -llml •

vii. Las rectas paralelas al eje x tienen una pendiente cero.

viii. Las rectas paralelas al eje.r tienen una pendiente indefinida.

En la sección que sigue se ilustr3r.l la relación que e..<iste entre resolver sistemas de ecua­
ciones y encontrar los puntos de imersccción entre pares de rectas.

.,---
1 lAaionano de la lengw fsp.J1'K1ld.~ 5t'gunda edlOOf'l. RNI Academlil Española. Madnd E~ Calpe. 2001

l ~hmda o IIlflmta. como tdmblen se le denomIna t'fl otros libros



2 C,\I'iTUl,O I Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

(1 )

(2)

ID Dos ECUACIONES LINEALES CON DOS INCÓGNITAS

Considere el siguierllc sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas x y y:

a ll .\" + al ,Y = b,

allx + (/nY = b!

donde a ll , {/I" {/;:I' (/1!' b l Yb¡ son números dados. Cada lIna de estas ecuaciones corresponde a
lIna línea recia. Una solución al sistema (1) es un par de números. denotados por (x.y). que sa­

tisface (1 l. Las preguntas que surgen en forma natural son: ¿tiene este sistema varias soluciones
y. de ser asi. cwintas? Se responderún estas preguntas despues de ver algunos ejemplos. en los
cuales se usarán dos hechos importantes del úlgebra elemental:

Hecho A Si (/ = by ( = d. entonces a + (' = b + d.

Hecho U Si ({ = by (" es cualquier nLJmero real. entonces ('(l = ch.

El heeho A establece quc si se suman dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuación correcta.
El hecho B establece que si se multiplican ambos lados de una ecuación por llna constante se

obtiene una segunda ecuación válida. Se debe suponer que l' '# Oya que aunque la ecuación
O= Oes correcta. no es muy útil.

EmIIIIIL_S_is_'_e_m_a_c_o_"_"_"_a_s_o_I"_c_ió_"_Ú_"_i_Ca__

Considere el sistema
x-y=7
x+y=5

Si se suman las dos ecuaciones se tiene. por el hecho A. la siguiente ecuación: 2x = 12 (es decir.

\' = 6). Entonces. si se despeja de la segunda ecuación, y = 5 - x = 5 - 6 = et1lonces J = -l.
Asi. el par (6.-1) satisface el sistema (1) y In forma en que se encontró la solución muestra que
es ellinico par de números que lo hace. Es decir. el sistema (1) tiene lIna solucióllllnic:l.

EJEMPLO 2 Sistema con un número infinito de soluciones

Considere el sistemH
x - y = 7

2\" - 21' = 14
(3)

(4)

EJEMPLO 3

Se puede ver que estas dos ecuaciones son equivalenles. Esto es, cualesquiera dos números. x y

y. que snlisfacellla primera ecuaciónlambién satisfacen la segunda. y viceversa. Para compro­

bar esto se multiplica la primera ecuación por 2. Esto eSlú permitido por el hecho B. Entonces

.r -}' = 7 o)' = x - 7. Así. el par (x. x - 7) es llna solución al sistema (3) para cualquier nll­

mero real x. Es decir. el sistema (3) tiene un nllmero infinito de soluciones. Para este ejemplo. los
siguientes pares SOI1 soluciones: (7. O). (O. -7). (8. 1). (1. -6). (3. -4) Y(-2. -9).

Sistema sin solución

Considere el sistema
.1"- y= 7

2\'-2.1'=13

Si se multiplicll la primera ecuación por 2 (que de nuevo estÍl pennitido por el hecho B) se obtiene
2x - 2.1' = 14. Esto cot1lradice la segunda ecuación. Por 10 talltO. el sistema (4) no tiene solución.
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1.2 Dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 3

y

Solución unica

-1-+:'.----- x
O

" lr"f + UI~Y = b,

"2r + "n.\' = b1

Sin solución

-1-'__--'>,---- x

"IIX + U I2Y = b,

a2..\" + "22.1' = b2

O

Numero infinito de soluciones

"Ir"f + "12Y = bl

uux + uny= b2

ti) Rectas no paralelas:
un punto de intersección

b) Recias paralelas: sin
punlos de intersección

e) Rectas que coinciden: numero infinilo
de PUnlOS de intersect"ión

Figura 1.1

Dos lenas se inletSKal'1
en un PU"ltQ. en ÑngunD o
(si eoincJllen) en un rUnero
lI1fin¡tO lit puntos..

Un sistema que no tiene solución se dice que es inconsistente.
Geométricamente es fácil explicar lo que sucede en los ejemplos anteriores. Primero. se

repile que ambas ecuaciones del sistema (1) son de líneas rectas. Una solución a (1) es un pun­
ID (x, y) que se encuentra sobre las dos rectas. Si las dos rectas no son paralelas. eOlonces se
iOlersccan en un solo punto. Si son paralelas. eOlonces nunca se intersccan (es decir. no tienen
puntos en común) o son la misma recta (esto es. tienen un número infinito de puntos en co­
mún). En el ejemplo 1 las rectas tienen pendientcs de 1 y -1, respectivamente. por lo que no
son paralelas y tienen un solo punto en común (6. -1). En el ejemplo 2. las rectas son paralelas
(tienen pendiente 1) Ycoincidentes. En el ejemplo 3. las rectas son paralelas y distintas. Estas
relaciones se ilustran en la figura 1.1.

Ahora se procederá a resolver el sistema (1) formalmente. Se tiene

Si 1112 = O. entonces x =

allx + Gil." = bl

(I¡IX + anJ' =b~

b
.....!.. Yse puede usar la segunda ecuación para despejar y.
a"

(1 )

b
Si a" = 0, entonces x = .....l... Yse puede usar la primera ecuación para despejar y... a

21

Si {j11 = (/11 = O. entonces el sistema (1) contiene sólo lIna incógnila. x.

Así. se puede suponer que ni "Il ni (/22 son cero.
Si se multiplica la primera ecuación por (/22 y la segunda por (111 se tiene

(l1I(/22 X + 11lla1l J' = (/2lb l

(l12(/W'" + 1111(/22 Y = (l12b2

(5)

SISTEMAS

1: EQUIVALENTES

Antes de continuar se puede ver que los sistem,ls (1) Y(5) son equinllcntes. Esto quiere decir que
cualquier solución del sistema (1) es una solución del sistema (5) y viceversa. Ello se concluye
directamente del hecho B. suponiendo que l' 110 es cero. Después.. si en (5) se resta la segunda
ecuación de la primera. se obliene

(6)

Es necesario hacer una pausa en este punto. Si (lllan - (f ll'l' ~ O. entonces se puede dividir entre
este término pam obtener

x
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Después se puede sustituir este "¡llar de x en el sistema (1) para despejar J. y así se habrá en­
contrado la solución única del sistema.

Se ha demostrado lo siguiente:

Si (f,,(l11 - alfil! '* O. entonces el

sistema (1) tiene una soludón unica •

TEOREMA a

problemas 1 2

¿Cómo se relaciona esta afirmación con lo que se analizó anteriormente? En el sistema (1)
se puede ver que la ¡x-ndienle de la primera recIa es -a,la

I2
y que la pendiente de la segunda es

-al/a;::. En los problemas 40. 41 Y42 se pide al lector que demuestre que ""on - 0lflll = Osi y
sólo si tas rectas son paralelas (es decir. tienen la misma pendiente). De esta manera se sabe que
si (l1I"::: - alfil' #- O. las rectas no son paralelas y el sistema liene una solución !inica.

Lo que se acaba de analizar puede formularse en un teorema. En secciones posteriores de
este capitulo y los siguientes se haran generalizaciones de este teorema. y se hará referencia a
el como el "teorema de resumen" conforme se avance en el tema. Una vez que se hayan de­
mostrado todas sus partes. se podrá estudiar una relación asombrosa entre varios conceplos
importantes de algebra lineal.

Teorema de resumen. Punto de vista 1

El sistema

m:: )'1 - )',

Xl +X1

de dos ecuaciones con dos incógnitas x y )' no tiene solución. tiene una solución única

o tiene un número infinito de soluciones. Esto es:

i. Tiene una solución única si y sólo si (/11"12 - (/¡;,Q21 :;tOo

ii. No tiene solución o tiene un número infinito de soluciones. si y sólo si

Los sistemas de III ecuaciones con 11 incógniws se estudian en la sección 1.3 y se verú que
siempre ocurre que no tienen solución. Oque tienen una o un número infinito de soluciones.

AUTOEYALUACIÓN

1. De las siguientes afirmaciones con respecto a la solución de un sistema de dos ccuacio·
nes con dos incógnitas, ¿cuál de ellas no es "erdadera?

a) Es un par ordenado que satisface ambas ecuaciones.

b) Su gráfica consiste en e1(1os) punto(s) de intersección de las gráficas de las ecua­
ciones.

e) Su gráfica es la abscisa de las gráficas de las ecuaciones.

d) Si el sistema es inconsistente, no ex.iste una solución.

11. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta para un sistema inconsistente de dos
ecuaciones lineales?

a) o existe una solución.
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h) La gráfica del sistema está sobre el eje y.

e) La gráfica de la solución es una recta.

á) La gráfica de la solución es el punto de intersección de dos lineas.

111. ¿Cuál de las aseveraciones que siguen es cierta para el siguiente sistema de ecua­
ciones'!

3x-2y=8

4x + y = 7

a) El sistema es inconsistente.

h) La solución es (- 1,2).

e) La solución se encuentra sobre la recta x = 2.

á) Las ecuaciones son equivalentes.

IV. De las siguientes ecuacioncs Ilue se pR'SCntan. ¿cuál de ellas es una segunda ecuación
para el sistema cU~'a primera ecuación es x - 2.1' = -5 si debe tener un número infi­
nito de soluciones?

a) 6y = 3.1' + 15

1 5
c)y=--x+­

2 2

h) 6x-3y= -15

J 15
á) -x=3y+-

2 2

V. ¿Cuál de las gráficas de los siguientes sistemas es un par de rectas paralelas?

a) 3x - 2y = 7

4y = 6x - 14

e) 2x + 3y = 7

3x - 2y = 6

b) x - 2y = 7

3x = 4 + 6y

á)5x+y=1

7y = 3x

En los problemas 1a 16 encuentre las soluciones (si las hay) de los sistemas dados. En cada caso
calcule el valor de tilia" - (f12{/21'

1. x - 31' = 4 2. Sx - 7)' = 4 3. 21" - y= -J 4. 2,' ~ 8)' = 5
-4x + 2y = 6 -x+2y=-3 5x + 7y = 4 -3x + 12" = 8

5. IOx-40y= JO 6. 2" - 8y = 6 7. 6x+y=3 8. 5.1' + y=O
-3x + 12y = -90 -3x + 12y = -9 -4x - y = 8 7x+3)'=0

9. 3x + y=O 10. 4.1"-6y=0 11. 5.1' + 2y = 3 12. 4.1"+7y=3
21" - 3y = O -21" + 3y = O 2x + 5y = 3 7x-4y=3

13. 21" + 3y = 4 14. ax+by=e 15. ax+by=c 16. ax-by=c
3x+4y=5 ax-by=c bx+ay=c bx+ay=d

17. Pam el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema
tiene solución única; justifique su solución.

Kx+ y+

x+Ky + ::

x+y+K:=1

18. En el siguiente sistema de ecuaciones lineales determine para qué valores de K el sistema:

a) No tiene solución

h) Tiene soluciones infinitas

1') Tiene solución única
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2x-y-K::=O

x-y-2::=1

-x+2y =K

19. Encuentre [as condiciones sobre a y b tales que el sistema en el problema 14 tenga una

solución ünica.

20. Encuentre [as condiciones sobre (/, b Y(' tales que el sistema del problema [5 tenga un nú­
mero infinito de soluciones.

21. Encuentre las condiciones sobre (l. b, e y ti tales que el problema 16 no tenga solución.

En los problemas 22 al 29 encuentre el punlo de intersección (si hay UllO) de [as dos rcctas.

22. x- y= 7; 2x + 3y = I 23. 2x - 2)' =3: Jx + 7.1' = -1

24. y- 2x = 4; 4x - 2.1' = 6 25. 4x - 6)' =7: 6x - 9y = 12

26. 4x - 6y = ID: 6x - 9y = 15 27. 3x + y = 4; y- 5x = 2

28. 2.1' - 3x =0; 71' - 5x = 9 29. 3x + 4y = 5; 6x - 7)' = 8

Sea L una recta y LJ. la recta perpendicular a L que pasa a·traves de un punto dado P. La dis­
lancia de La P se define como la distancia3 cntre P y el punto de intersección de L y L l' En los

problemas 30 a 36 encuentre la distancia entre la recta dada y cl punto.

30. x - y = 6; (O. O) 31. 2\'+31'=-1; (O. O)

32. 3x + y = 7; (1.2) 33. 5x-6y=3: (2.lf-)

34. 2y-5x=-2: (5. - 3) 35. 3y-1x=O; (-1.-5)

36. 6.1' + 3x = 3; (8. -1)

37. Encuentre la distancia entre la recta 2x - )' = 6 Yel punto de intersección de las rectas
3x - 2)' = I Y6x + 3.1' = 12.

*38. Prucbe que la distancia entre el punto (XI' J) Yla recta (IX + by = (" estÍl dada por

I(lX
I
+ bY

1
- el

J(l1 + b1

39. En un zoológico hay aves (dedos patas) y bestias (de cuatro patas). Si el zoológico contiene
60 cabezas y 200 patas. ¿cuúntas aves Ybestias viven en él?

40. Suponga que {I11{111 - (/1·1I11 = O. Demuestre que las rectas darlas en el sistema de eell<leio-

ncs (1) son paralelas. Suponga que (111 #- OO{l" #- OY (/21 #- Oo {/11 #- O.

41. Si existe una solución única al sistema (1). muestre que (111(111 - (lll/11 #- O.

42. Si (111(111 - (I¡1'11 #- Odemuestre que el sistema (1) tiene llna solución única.

43. La compañia Sunrise Porcelain fabrica tazas y platos de cerÍlmica. Para cada taza o plato

un trabajador mide una cantidad fija de material y la pone en la m<Íquina que los forma.

de donde pasa al vidriado y secado automútico. En promedio, un trabajador necesita tres
minutos para iniciar el proceso de una t¡}za y dos minutos para el de un plato. El material

•
3 Recuerde que SI (x, y,) y (x" y) son dos puntos en el plano xy, entonces Ii! dislanCla d entre ellos esla dada por

d=J(xt 1,1' +lYI .",r.
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para una taza cuesta ~25 y el material para un plato cuesta ~20. Si se asignan $44 diarios
para la producción de tazas y platos. ¿el¡{¡ntos deben fabricarse de cada uno en un dia de
trabajo de 8 horas. si un trabajador se encuentra trabajando cada minuto y se gastan exac­
tamente S44 cn materiales?

44. Conteste la pregunta del problema 34 si los maleriales para una taza y un plato cuestan e 15
y élO. respectivamente. y se gast¡m 524 en 8 homs de trabajo.

45. Conteste la pregunta del problema 35 si se gastan 525 en 8 horas de trabajo.

46. Una tienda de helados ,'ende sólo helados con soda y malteadas. Se pone 1 On1.3 de jarabe
y 4 onzas de helado en un helado con soda. y I onul de jarabe y 3 onzas de helado en una
malteada. Si la tienda usa 4 galones de helildo y 5 cuartos de jarabe en un día. ¿cuimtos
helados COIl soda y cuántas malteadas vende? (SI/gerencia: 1 cuarto = 32 onzas. I galón:
4 cuartos.)

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓfll

1. e) 11. a) 111. e) IV. a) V. 11)

DI m ECUACIONES CON n INCÓGNITAS:
ELIMINACiÓN DE GAUSS-JORDAN y GAUSSIANA

En est,l sección se describe un método p:lra encontrar todas las soluciones (si es que existen)
de un sistema de 11/ ecuaciones lineales con 11 incógnitas. Al hacerlo se verá que. igual que en el
C:lSO de 2 x 2. tales sistemas o bien no tienen solución. tienen una solución o tienen un número
infinito de soluciones. Antes de llegar al metodo general se verún algunos ejemplos sencillos.

Como variables. se usarim XI' X~. Xl' etc.. en lugardc x. y. =.... porque la generalización es más
sencilla si se usa la nataciÓn con subíndices.

EJEMPLO 1 Solución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas: solución única

Resuelva el sistema

2x, + 4x~ + 6x1 : 18

4x1 + 5x~ + 6x1 : 24

3x\+ x
1
-6x):18

(1 )

• Soludó" En este caso se buscan tres numeras XI" x
2
• x). tales que las tres ecuaciones en (1) se satisfagan.

El metodo de solución que se estudiará será el de simplificar las ecuaciones como se hizo en la
sección 1.2. de manera que las soluciones se puedan identificar de inmediato. Se comienza por
dividir la primen¡ ecuación entre 2. Esto da

XI + 2x! + 3x) : 9

4xI + 5x
1

+ 6x) = 24

3xI + Xl - 2"1: 4

(2)

Como se vio en la sección 1.2. al sumar dos ecuaciones se obtiene una tercera ecuación correc·
ta. Esta nueva ecuación puede sustituir a cualquiera de las dos ecuaciones del sistema que se
usaron panl obtenerla. Primero se simplifica el sistema (2) multiplicando ambos lados de la
primem ecuación de (2) por -4 y sumando estil nueva ecuación a la segunda. Esto da



8 CAl'ínJLO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

-4x
1

- 8x:: - 12.\") =: -36

4.\1 + 5x! + 6.':) = 24

-3.':,- 6x)=-12

La ecuación - 3x, - 6.\"3 = -12 es la nueva segunda ecuación y el sistema ahora es

XI + 2.\"1 + J.YJ = 9

-3.\"1- 6x
J

= -12

3.\"1 + Xl - 2xJ = 4

Noltl. Como se puede ver por el desarrollo anterior. se ha sustituido la ecuación 4x
1
+ 5x! +

6x) = 24 por la ecuación - 3.\"1 - 6.\"3 = -12. En este ejemplo y otros posteriores se sustituirán
ecuaciones con otras mas sencillas hasta obtener un sistema cuya solución se pueda identificar

de inmediato.
Entonces. la primera ecuación se multiplica por -3 y se suma a la lercera. lo que da por

resultado:

XI + 2.\"2 + 3x3 = 9

-3X2~ 6x)= -12'

-5x
2

- [Ix) = -23

(3)

Observe que en el sistema (3) se ha eliminado la variable XI de la segunda y tercera ecuaciones.
Después se divide la segunda ecuación por - 3:

XI + 2x2 + 3x] = 9

\"2 + 2x] = 4

-5x
2

- Ilx] = -23

Se multiplica la segunda ecuación por - 2 Yse suma a la primera; después se multiplica la se­
gunda ecuación por 5 y se suma a la tercera:

XI x] = 1

x
2

+ 2x
J

= 4

x
J
=-)

Ahora se multiplica la tercera ecuación por -1:

x] = 1

-'"2 + 2",] = 4

x
J

= 3

Por último. se suma la tercera ecuación a la primera y después se multiplica la tercera ecuación
por -2 y se suma a la segunda para obtener el siguiente sistema, el cual es equivalente al si s­

tema (1):

=4

= -2

"'3 = )
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Esta es la solución única para el sistema. Se escribe en la forma (4. - 2.3). El método que se usó
se conoce como eliminación de Gallss-Jorlhn.~

Antes de seguir con otro ejemplo es conveniente resumir lo que se hizo en este:

i. Se dividió la primera ecuación. entre una constante, para hacer el coeficiente de XI

igual a l.

ii. Se '"eliminaron"los términos en XI de I<t segunda y tercera ecuaciones. Esto es. los
coeficientes de estos términos se hicieron cero al multiplicar la primera ecuación por
las constanles adecuadas y sum.indola a la segunda y tercera ecuaciones. respectiva­
mente. de manera que al sumar las ecuaciones una de las incógnitas se eliminaba.

iii. Se dividió la segunda ecuación entre una constante. para hacer el coeficiente de x~

igual a I y despues se usó la segunda ecuación para "eliminar" los términos en x1

de la primera y tercera ecuaciones. de manera parecida a como se hizo en el paso
anterior.

iv. Se dividió la tercer.!. ecuación entre una constante_ para hacer el coeficiente de Xl

igual a I y después se usó esta tercera ecuación para "eliminar"los terminas de Xl

de la primem y segunda ecuaciones.

Cabe resaltar el hecho de que. en cada paso. se obtuvieron sistemas equivalentes. Es decir.
cada sistema tenía el mismo conjunto de soluciones que el precedente. Esto es una consecuen·
cia de los hechos A y B de la página 2.

Antes de resolver otros sistemas de ecuaciones es conveniente inlroducir una notación que
simplifiC:1 la escritura de cada p'ISO del procedimiento mediante el concepto de matriz. Una
matriz es un arreglo rectangular de números y éslils se estudiaran con gran detalle al inicio de
la sección 1.5. Por ejemplo. los coeficientes de las variables xI' x

2
' x

J
en el sistema (1) se pueden

escribir como los elementos de una matriz A. llamada matríz de coeficientes del sistema:

D MATRIZ

MATRIZ DE

e COefiCIENTES

A=l~: :J
3 1 -2

(4)

Una matriz con m renglones y n columnas sc 11:lma una matriz de /11 x 1/. El simbolo 111 X 11 se
lee ""/11 por 11". El estudio de matrices constituye grun parte de los capitulas restantes de este
libro. Por la conveniencia de su notación para la resolución de sistemas de ecuaciones. las pre­
sentamos aquí.

Al usar la notación matricial. el sistemll (1) se puede escribir como la matriz aUlllenlllda

MATRIZ

MATRIZ

~ AUMENTADA

[

2 4

4 5

3 1

6 I 18J
6 I 24

-2 I 4
(5)

Ahora es posible introducir cierta terminología. Se ha visto que multiplicar (o dividir)
los dos lados de una ecuación por un número diferente de cero da por resultado una nueva

0---

• RedJe este nombre efl honor del gran matert1c1IOCO alemán Kan fnednch Gauss 11777-18551 Ydel logeotefO alem.m
Wihelm Jord.ln (1844-18991 \IN la 5('fllblanza blbllogr.!Ifoca de Gaoss efl la pdgln3 21 Joroon fue un e>lperto efllnvelo­
tJgaoOo geod(>slca tomando efl cuenta la curvalUfa de la Ttefra Su trabajO sobre la soIuc:oo de Sl!>lemas de eruaoorle!>
apdff'OÓ efl 1888 efl !>U libro Handbur:h der \.tormessungSkundl:> IManwl de geodesial
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REDUCCiÓN

e POR RENGLONES

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

ecuación equivalente. Más aún, si se suma un múltiplo de una ecuación a otra del sistema se
obtiene otra ecuación equivalente. Por ultimo. si se intercambian dos ecuaciones en un sistema
de ecuaciones se obtiene un sistema equivalente. Estas tres operaciones, cuando se aplican a
los renglones de la matriz aumentada que representa un sistema de ecuaciones, se denominan
operaciones dl'llll'nlales con renglones.

Para resumir. las tres operaciones elementales con renglones aplicadas a la matriz aumen­
tada que representa un sistema de ecuaciones son:

Operaciones elementales (on renglones

i. Multiplicar (o dividir) un renglón por un número diferente de cero.

ii. Sumar un múltiplo de un renglón a otro renglón.

iii. Intercambiar dos renglones.

•
El proceso de aplicar las operaciones elementales con renglones pan! simplificar llna matriz
aumentada se llama reducción por renglones.

NOTACIÓN

l. R¡~ cR
i
quiere decir ''reemplaza el i-csimo renglón por ese mismo renglón multiplicado por

(".'. [Para multiplicar el i-esimo renglón por (" se multiplica cada número en el i-ésimo renglón
por el

2. Rj~ R
j
+ cR;significa sustituye elj-esimo renglón por lél suma del renglón) más el renglón

i multiplicado por c.

3. R¡~ R¡ quiere decir "intercambiar los renglones i yr.
4. A ~ B indica que las matrices aumentadas A y B son equivalentes; es decir. que los sistemas

que representan tienen la misma solución.

En el cjcmplo 1se vio que al usar las operaciones elemcntales con renglones 1) y ii) varias veces.

se puede obtener un sistema cuyas soluciones estén dadas en forma explicita. Ahora se repiten
los pasos del ejemplo I usando la notación que se acaba de introducir:

[;

4 6 I 18] {; 2 3

2:]
',_", _", [1 2 3

-I~]5 6 I 24
R,->~R,

5 6 Rl ->R3 - 3R, ; O -3 -6

-2 I 4 1 -2 O -5 -11 -23

,[~
2 3

-,;]
R,->R, - 2R¡

{~
O -1 -;]R, __iR, 2 R,_,R, -+ SR, 1 2

-5 -11 O -1

[1 O -1 I 1]
R,->R, -+ R¡

,[~
O O I

-~JR,-> -R, J O 1 2 I 4
Rr,R~ -2R¡ 1 O I

O O 1 3 O 1 I

De nuevo se puede ··ver·' de inmediato que la solución es XI = 4. x, = - 2, \") = 3.
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Solución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas:

numero infinito de soluciones

Resuelva el sistema
2x, + 4x! + 6x, = 18

4.\·1 + 5x! + 6x, = 24

lx l + 7x! + 12\", = JO

Para resolver este sistemi' se procede como en el ejemplo l. esto es. primero se escribe el sistema
como una matriz aumentada:

[ ~ ~
2 7

: : ;:)
12 I 30

Despues se obtiene. sucesivamente.

,~, (; 2 3 I

2:)

'~',-., [ 1 2

5 6 I Rro'" - 2R, l O -3
7 12 I 30 O 3

_2'~-'!¡"-".... [ 1 , 3
l O 1 2

036

3 I 9)
-6 I -12

6 I 12

R,...R, - 2R,

.[~
O -1

~]
R....R, ~ 3R,

1 2

O O

EJEMPLO 3

Esto es equivalente al sistema de ecuaciones

XI + x, = 1

Xl + 2x.1 = 4

Hasta aquí se puede llegar. Se tienen sólo dos ecuaciones para las tres incógnitas XI. x!' xJY
existe un número infinito de soluciones. Para comprobar esto se elige un valor de x)" Entollces
x! = 4 - 2x

J
y XI = 1 + xl' Ésta serú una solución para cualquier número x)" Se escribe esta

solución en la forma (1 + x,,4 - 2xj' .\). Por ejemplo. si x, = O. se obtiene la solución (l. 4.
O). Para x

3
= 10 se obtiene la solución (11. -16. 10). Ypor ello para cada valorde x, habrá lIna

solución distinta.

Sistema inconsistente

Resuelva el sistema

•• SollldólI

2x! + JXl = 4

2\:1-6.\'1+7.\')= 15

Xl - 2x1 + 5x, = 10

La matriz aumentada para este sistema es

[ ~ -~: 1:)
1 -2 5 10

(6)

El elemento 1.1 de la matriz no se puede hacer I como antes porque al multiplicar Opor cual·
quier número real el resultado es O. En su lugar se puede usar la operación elemental con
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renglones iii) para obtener un numero dislimo a cero en la posición 1.\. Se puede intercambiar
el renglón I con cualquiera de los otros dos: sin embargo. al intercambiar los renglones I y 3
queda un I en esa posición. Al hacerlo se obtiene lo siguiente:

2

-6

-2

3

7

5

1:] '.~', ,[;
10 O

-2 5

-6 7

2 3 .¡~
-2 5

.,....,-u,
-2 -3

2 3

10)
-5

4

Es necesario detenerse aqui porque. como se ve. las ultimas dos ecuaciones son

-2x
1

- JX1 = -5

2x
1

+ 3x
l

= 4

lo cllal es imposible (si ~ 2.\",: - 3x
J

= - 5. entonces 2x! + 3x
J

= 5. no 4). Así no hay una
solución. Se puede proceder como en los últimos dos ejemplos para obtener una forma mils
estandar;

-2

1

2

5
1,
3

1~)
-1

DeFINICIÓN a

Ahora la última ecuación es 0.\", + 0.\": + OX
J

= -l. lo cual tambien es imposible ya que O#:. -1.
Asi. el sistema (6) no tiene solución. En este caso se dice que el sistema es inconsistente.

Sistemas inconsistentes y consistentes

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es inconsistente si no tiene solución. Se
dicc que un sistema que tiene al menos una solución es consistente.

Se analizarán de nuevo eslOs tres ejemplos. En el ejemplo I se comenzó con la matriz de coefi­
cicntes

En el proceso de reducción por renglones. A I se ··redujo" a la matriz

R,=(~r~]
En el ejemplo 2 se comenzó con



y se terminó con

En el ejemplo 3 se comenzó con
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y se terminó con

2
-6

-2

DEFINICiÓN E3II

EJEMPLO 4

Las matrices R ,. R" R.l se llaman fonmls escalonadas reducidas ¡lOr renglones de las matrices A l'

Al YA
J

respectivamente. En general. se tiene la siguiente definición:

Forma escalonada reducida por renglones y pivote

Una matriz se encuentra en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las
siguientes condiciones:

i. Todos los renglones (si los hay) cuyos elementos son todos cero aparecen en la par­
te inferior de la matriz.

ii. El primer número diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquier
renglón cuyos elementos no todos son cero es l.

¡ii. Si dos renglones sucesivos tienen elementos distintos de cero. entonces el primer I en el

renglón de abajo está más hacia la derecha que el primer I en el renglón de arriba.

iv. Cualquier columna que contiene el primer I en un renglón tiene ceros en el resto de
sus elementos. El primer número diferente de cero en un renglón (si lo hay) se llama
pi\"Ote para ese renglón.

Notfl. La condición iii) se puede reescribir como "el pivote en cualquier renglón está a la dere­
cha del pivote del renglón anterior".

Cinco matrices en la forma escalonada reducida por renglones

Las siguientes matrices están en l<l forma escalonada reducida por renglones:

[ O

~1 [~
O O

~1 (~ :] (~ ~] [~
O 2

~1L ii. i ii.
O O

h'.1 1 O ". 1 3
O 1

O O O O O

Las matrices i y ii tienen tres pivotes: las otras tres matrices tienen dos pivotes.
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DEFINICiÓN IEI

EJEMPLO 5

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Forma escalonada por renglones

Una matriz está en la forma escalonada por renglones si se cumplen las condiciones ;).
ii) Y¡¡¡) de la definición 1.

(inco matrices en la forma escalonada por renglones

Las siguientcs matrices se encuenlr.m en la forma escalonada por renglones:

[~
2

:) [
1 -1 6 4)i. 1 ii. O 1 2 -8

O O O O 1

iii.(~~~ ~) (~ ~) [~
) 2

~]i\'. ,. 1 )

O O

NOltt. Por lo general, la forma escalonada por renglones de una matriz no es unica. Es decir.
una matriz puede ser equivalente. en sus renglones.. a mas de una matriz en forma escalonada
por renglones. Por ejemplo

2

1

O

-1

)

O

-1)
~ ~ B

muestra que las dos matrices anteriores. ambas en forma escalonada por renglones. son equiva­
lentes por renglones. Así. cualquier matriz para la que A es una forma escalonada por renglo­
nes. también tiene a B como forma escalonada por renglones.

Oh.\"(.'ITlfÓÓIl J. La diferencia entre estas dos formas debe ser evidente a partir de los ejemplos.
En la forma escalonada por renglones. todos los nlillleros abajo del primer I en un renglón
SOll cero. En la forma escalonada reducida por renglones. todos los números abajo y arriba del
primer I de un renglón son cero. Asi. la forma escalonada reducida por renglones es mas exclu­
siva. Esto es. en toda matriz en forma escalonada reducida por renglones se encuentra también
la forma escalonada por renglones. pero el inverso no es cierto.

Ohsel'l'(fdóll 2. Siempre se puede reducir una matriz a la forma escalonada reducida por renglo­
nes o ti la forma escalonada por renglones realizando operaciones elementales con renglones.
Esta reducción se vio al obtener ]¡l forma escalonada reducida por renglones en los ejemplos
1.2y3.

Como se vio en los ejemplos l. 2 Y3. existe una fuerte relación entre la forma escalonada
reducida por renglones y la existencia de la solución única para el sistema. En el ejemplo I
dicha forma para la matriz de coeficientes (es decir. en la primeras tres columnas de la matriz
aumentada) tenían un I en cada renglón y existia una solución (mica. En los ejemplos 2 y 3 la
forma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes tenía un renglón de ceros
yel sistema no lenía solución o tenía un número infinito de soluciones. Esto siempre es cierto
en cualquier sistema de ecuaciones con el mismo numero de ecuacíones e incógnilas. Pero antes
de estudiar el caso general se analizara la utilidad de la forma escalonada por renglones de una
matriz. Es posible resolver el sistema en el ejemplo I reduciendo la rnalriz de coeficientes a esta
forma.
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Solución de un sistema mediante eliminación gaussiana

Resuelva el sistema del ejemplo I reduciendo la matriz de coeficientes a la forma escalonada
por renglones.

Se comienza como antes:

[~
4 6 18]

,[; 2 3 I 9]
5 6 24

II,-->{-II,
5 6 I 2.I -2 4 I -2 I 4

',"', ~ ", [I 2 3

-I~] 'd', ,[~ ~
3

-2;]
11,-->11, -311, 1 ~ -3 -6 2

-5 -11 -23 O 5 -11

Hasta aquí. este proceso es idéntico al anterior; pero ahora sólo se hace cero el numero (- 5)
que estú abajo del primer I en el segundo renglón:

[

1 2

) O 1

O O

3

2
-1 [

1 2
11,-->-11, ) O 1

O O

3 I 9]
2 I •

I I 3

SUSTITUCIÓN

e HACIA ATRÁS

ELIMINACIÓN

¡¡: GAUSSIANA

La malriz aumentada del sistema (y los coeficientes de la matriz) se encuentran ahora en

la forma escalonada por renglones y se puede ver de inmediato que x J = 3. Después se usa la
sustitución hacia atrás para despejar primero.\"2 y después XI' La segunda ecuación queda.\"l +
2x

J
=4. Entonces Xl + 2(3) = 4 Yx, = -2. De igual manera, de la primera ecuación se obtiene

XI + 2(-2) + 3(3) = 9 o XI = 4. Así. de nuevo se obtiene la solución (4, -2. 3). El método de
solución que se acaba de emplear se llama eliminación gaussiana.

Se cuenta con dos métodos para resolver los ejemplos de sistemas de ecuaciones:

i. Eliminación de Gauss·Jordan
Se reduce por renglón la matriz de coeficientes a la forma escalonada reducida por
renglones usando el procedimiento descrito en la página 9.

iL Eliminación gaussiana
Se reduce por renglón la matriz de coeficientes a la forma escalonada por renglones,

se despeja el valor de la última incógnita y despues se usa la sustitución hacia atrás
para las demás incógnitas.

•
¿Cuúl mélOdo es mús útil? Depende. Al resolver sistemas de ecuaciones en una computadora
se prefiere el método de eliminación gaussi<ma porque significa menos operaciones elementales
con renglones. Dc hecho. como se verá en el apéndice 3, para resolver un sistema de 11 ecuacio­
nes con 11 incógnitas usando la eliminación de Gauss-Jordan se requieren aproximadamente
1/)/2 sumas y multiplicaciones, mientras que la eliminación gaussialla requiere sólo 11 313 sumas y
multiplicaciones. La solución numérica de los sistemas de ecuaciones se estudiará en el apéndi­
ce 4. Por otro lado. a veces es esencial obtener la forma escalonada reducida por renglones de
una matriz (una de éstas se estudia en la sección 1.8). En estos casos la eliminación de Gauss­
Jordan es el metodo preferido.
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Ahora se observa la solución de un sistema general de 11I ecuaciones con 11 incógnitas. La

mayor parte de las soluciones de los sistemas se harú mediante la eliminación de Gauss-Jordan
debido a que en la sección 1.8 esto se necesitará. Debe tenerse en mente. sin embargo. que la
eliminación gaussiana suele ser un enfoque mils conveniente.

El sistema general m X 11 de 111 ecuaciones con 11 incógnitas está dado por

{/11.Y1 + al!"'"! + (liJ-'") +
(l11 X I + (/n x ¡ + al,"'") +
(/31'\" + (l31 X , + {lllXJ +

+a x =b
l." I

+al"x" = &,
+ (I),X'I =bJ

+ ({.,o-\"', = b,.

(7)

EJEMPLO 7

•• Solución

EJEMPLO 8

En el sistema (7) lodos los coeficientes a y b son números reales dados. El problema es encontrar
lodos los conjuntos de 11 números, denotados por (XI' x2• x," .. x,,). que salisfacen cada llna de
las m ecuaciones en (7), El nümero (l .. es el coeficiente de la variable .\. en la i-csima ecuación,

" ,
Es posible resolver un sistem¡¡ de 11I ecuaciones con 11 incógnitas haciendo uso de la elimi-

nación de Gauss-Jordan o gaussiana. Enseguida se proporciona un ejemplo en el que el número

de ecuaciones e incógnitas es diferente.

Solución de un sistema de dos ecuaciones con cuatro incógnitas

Resuelva el sistema

XI + 3.\', - 5x) + x~ = 4

2x
I
+ 5x, - 2.\") + 4x4 = 6

Este sistema se escribe como una matriz aumentada y se reduce por renglones:

[;
J -; 1 :] R,->R, -lR, l ( I 3 -; 1

-~)5 -2 4 2 -1 8 2

R,->-R, ) ( I J -5 1 I
~J

R,->R, -JR, eo 19 7 I -n,
o 1 -8 -2 I o 1 -8 -2 I

Hasta aquí se puede llegar. La matriz de coeficiente se encuentra en forma escalonada y redu­
cida por renglones. Es evidente que existe un número infinito de soluciones. Los valores de las

variables x) y x~ se pueden escoger de manera arbitraria. Entonces x! = 2 + 8xJ + 2x. y XI =

- 2 -19x) -7x~. Por 10 tanto, todas las soluciones se representan por (-2 -19.\") - 7x., 2 + 8x.\
+ 2x~. x)' x~). Por ejemplo, si x) = I Yx. = 2 se obtiene la solución (- 35, 14. 1,2).

Al resolver muchos sistemas. es evidente que los cálculos se vuelven fastidiosos. Un buen me­
lado prúctico es usar una calculadora o computadoru siempre que las fracciones se compliquen.
Debe hacerse notar, sin embargo, que si los cálculos se llevan a cabo en una computadora o cal­
culndora pueden introducirse errores de "redondeo"'. Este problema se analiza en el apendice 3.

Un problema de administración de recursos

Un departamento de pesca y caza del estado proporciona tres tipos de comida a un lago que
alberga 11 tres especies de peces. Cada pez de la especie I consume cada semana un promedio
de I unidad del alimento 1. I unidad del alimento 2 y 2 unidades del alimento 3. Cada pez de

la especie 2 consume cada semana un promedio de 3 unidades del alimento 1,4 del 2 y 5 del 3.
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Para un pez de la especie J. el promedio semanal de consumo es de 2 unidades del alimento t. I
unidad del alimento 2 y 5 unidades del 3. Cada semana se proporcionan alIaga 25 000 unidades
del alimento 1. 20 000 unidades del alimento 2 y 55 000 del 3. Si suponemos que los peces se
comen todo el alimento ¿cu<intos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

Sean x •. x2 y xJe! número de peces de cada especie que hay en el ambiente del lago. Si utilizamos
la información del problema. se observa que XI peces de la especie I consumen XI unidades del
alimento l. x: peces de la especie 2consumen h: unidades del alimento 1 ':l xJ peces de la espe­
cie 3 consumen 2\'lunidades del alimento 1. Entonces. x. + h: + 2x

l
= 25000 =:: suministro

100al por semana de alimento l. Si se obliene una ecuación similar para los olros dos alimentos
se llega al siguienle sislema de ecuaciones:

XI + 3x: + h) =:: 25000

XI + 4.\"2 + x) =:: 20000

2x I + 5x: + 5x, == 55000

Después de resolver se obtiene

[;

3 2
2iOOO]

4 1 20000

5 5 55000

R, ...R, ~ R,

,[~
J , I 25000] '."'. -", [] O 5 I 40000]R, ...R, -~R,
] -1 I -5000 R,_R, • R, l O I -] I -5000

-] 1 I 5 000 O O O I O

Por consiguiente. si Xl se elige arbitrariamente. se liene un número infinito de soluciones dada
por (40 000 - 5.\')" x) - 5000. x). Por supuesto. se debe tener XI;=: O. x

2
~ OYx):2:: O. Como x:

= Xl - 5 000 ~ O. se tiene Xl ~ 5 000. Esto significa que O.:5 XI .:5 40 000 - 5(5000) == 15000.
Por último. como 40 000 - 5xl ~ O. se tiene que .\",1 s 8 000. Esto significa que las poblaciones
que pueden convivir en el lago con todo el alimento consumido son

X, = 40000 - 5xl

x: = Xl - 5000

5000 S xjs 8000

Por ejemplo. si x
J

=:: 6000. entonces XI =:: 10000 Yx
2

=:: I 000.

Nota. El sistema de ecuaciones tiene un número infinito de soluciones. Sin embargo. el proble­
ma de administración de recursos tiene sólo un nllmero finito de soluciones porque XI. Xl Yx

J
deben ser enleros posilivos y existen nada mús 3 001 enteros en el interv-dlo [5 000. 8 OOOJ. (Por
ejemplo. no puede haber 5 237.578 peces.)

ANÁLISIS DE INSUl\10 y PRODUCTO (OPCIONAL)

Los siguientes dos ejemplos mueslran la forma en la cual pueden surgir los sistemas de ecua­
ciones en el modelado económico.
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EJEMPLO 9

Sistemas de ecuaciones lineales '1 matrices

El modelo de insumo-producto de leontief

Un modelo que se usa con rrccucncia en economia es el modelo de insumo-producto de Lconricr,'
Suponga un sistema económico que liene 11 industrias. E:<isten dos tipos de demandas en cada
induSlria: la primer.!. una demanda I!xterf/fI desde arucra del sistema. Por ejemplo. si el sistema

es un pais. la demanda externa puede provenir de otro pais. Segunda. la demanda que hace una

industria a olr.t industria en el mismo sistcnm. Por ejemplo. en Estados Unidos la industria
automotriz demanda parte de la producción de la industria del acero.

Suponga que (,¡representa la demanda externa ejercida sobre la i.esima industria. Suponga
que tI., representa la demanda ¡merna que 1:lj~sima industria ejerce sobre la i-ésimil industria.
De forma mas concreta. ti" representa el numero de unidades de producción de la induSlria i
que se necesitan para producir una unidad dc la industriaj. Sea XI la producción dc la indus­

tria i. Ahora suponga que la producción dc cada industria es igual a su demanda (es decir. no
hay sobreproducción). La demanda (olal es igual a la suma de demandas internas y externas.

Por ejemplo. para calcular la demanda interna de la industria 2 se observa que la industria I
necesita tlll unidades de producción dc la industria 2 para producir una unidad de su propia

producción. Si la producción dc la industria I es XI' entonces tlll" l se trala dc la cantidad total
que necesita la industria 1 dc la industria 2. Dc esta formol. la demanda interna total sobre la

industria 2 es tll1 X 1 + tI!.!x! + ... + tI~.\.

Al igualar la demanda tOlal a la producción dc cada industria se llega al siguientc sistcma

dc ecuacioncs:

(")

o bien. reescribiendo el sistema (8) en lu forma del sistemH (7) se obtiene

(91

EJEMPLO 10

El sistema (9) de 11 ecuaciones con 11 ineógnitHs es de fundamental importancia en el analisis
económico.

El modelo de leontief aplicado a un sistema económico con tres industrias

Suponga que las demandas externas en un sistema económico con tres industrias son 10.25 Y
20. respectiv.lmente. Suponga que (l1I = 0.2. 1I1~ = 0.5. (l1) = 0.15. {In = 0.4. {I"!2 = 0.1. {I!J = 0.3.
tlJI = 0.25. 1IJ1 = 0.5 YlI

JJ
= 0.15. Encucntre 1.. producción dc cad.. industria de manera que la

oferta sea exactamente igu..l a la demanda .

•
s Así llamado en honor 01 economMo norte.lr1leflCDroo w;m¡ly W leorlllel. QUleO utdlZO este modelo en 'óU trob<lfo po.

nt'f'O WQu<lntltd!M' Input and Output Rel.aIlOOS In tlw Ec()O()l1'll( Syslem of the UnI\ed Sldtes- en ReYIl'W 01 fcOflOtTllC
5totlSrc 18119361 leontJ!>f g;¡oo el PremIO Nobel en Ec()O(lO'lla en 1973 por su des<lrrolo del <If\i1llSlS de InSUmo­
"""'000
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En este caso IJ =3. I - l/II = O.S. I - a~~ = 0.9 Y1 - {/" = 0.85 Yel sistema (9) es

0.8x
1

- 0.5x~ - 0.15x
J

= 10

-0.4x
1
+ 0.9x~ - 0.3x

J
= 25

-0.25x
1

- 0.5x~ + 0.S5x, = 20

Si se resuelve el sistema por melOdo dc eliminación de Gauss-Jordan en una calculadora O

computadora. trabajando con cinco decimales en todos los pasos se obtiene

[

' O O I 110.30442]
O 1 O I 118.7.070

O O 1 I 125.81787

Se concluye que la producción ncces:.lria para que la oferta sea (apro.... imadamcntc) igual a la

demanda es XI = 110.x~= 119yx
J

= 126.

LA GEOMETRíA DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES

CON TRES INCÓGNITAS (OPCIONAL)

En la figurJ. 1.1. en la página 3. se observó que se puede repesentar un sistema de dos ecuacio­

nes con dos incógnitas mediante dos lineas rectas. Si las rectas tienen un solo punto dc intersec­
ción el sistema tiene una solución unica: si coinciden. existe un numero infinito de soluciones:
si son paralelas. no e.... istc una solución y el sistema es inconsistente.

Algo similar ocurre cuando se tienen tres ecuaciones con tres incógnitas.

Como se verá en la sección 3.5. la grúfica de la ecuación ax + by + c= = d en el espacio de

tres dimensiones es un plano.

Considere el sistema de tres ecu:lciones con tres incógnitas:

(IX - by - l': = d

ex-/y-g==!I

jx-k)'-!: = 11I

(1 U)

en donde (J. b. c. d. l'•.f. g. 11.). k.! Y11I son constantes y al menos una de ellas en cada ecuación
es diferente de cero.

Cada ecuación en (10) es la ecuación de un plano. Cada solución (x. y. =) al sistema dc
ecuaciones debe ser un punlo en ('(ula 1/1/0 dc los tres planos. Existen seis posibilidades:

1. Los tres planos se intersecan en un solo punto. Por lo que existe una solución única para el

sistema (vea la figura 1.2).

2. Los tres planos se intersecan en la misma recta. por lo que cada punto sobre la recta es una
solución y el sistema tiene un numcro infinito de soluciones (vea la figura 1.3).

Punto de intersección

Figura 1.2
lo!> tres ptano<. 'lE' I'Iterw­

(.ln en 00 solo pooto.

\,L---...
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3. Los tres planos coinciden. Entonces cada punto sobre el plano es lIna solución y se liene

un nllmero infinito de soluciones.

4. Dos de los planos coinciden e intersecan a unlercer plano en la recta. Entonces cada punto
sobre la recIa es llna solución y existe un número infinito de soluciones (vea la figura 1.4).

S. Al menos dos de los planos son paralelos y distintos. Por lo que ningún punto puede estar

en ambos y no hay solución. El sistema es inconsistente (vea la figura 1.5).

x

Figura 1.3
los tres planos se ¡Olerse·
can en la misma recta

[

Figura 1.4
Dos planos se int(!r>e<an en
una recIa.

Figura 1.5
Los planos paralelos no
lienen pumos en comUn. x

6. Dos de los planos coinciden en llna recla L. El tercer plano es paralelo a L (y no contiene

a LJ, de manera que ningún punto del tercer plano se eneucntr<l en los dos primeros. No

existe una solución y el sistema es inconsisteIllc (vea la figura 1.6).

En todos los casos el sistema tiene llna solución única. un número infinito de soluciones o es
inconsistente. Debido a la dificultad que representa dibujar planos con exactitud. no ahonda­
remos mús en el tema. No obstante. es útil analizar cómo las ideas en el plano xy se pueden

extender a espacios mús complejos.

Figura 1.6
El plano 3 es p~ralelo a L,
la reUiI de intersección de
lo> planos t y 2.

-.1'



SEMBLANZA DE •••

Carl Friedrich Gauss, 1777-1855

(<lrl Friedrich Gauss es considerado el matemático mas grande del
siglo XIX, ademas de uno de los tres matemáticos más importantes
de todos los tiempos (Arquímedes y Newton son los otros dos).

Gauss nació en Brunswick. Alemania, en 1777. Su padre. un
obrero amante del trilbajo. era excepcionalmente obstinado y no
creía en la educación formal. e hizo todo lo que pudo para evitar
que Gauss fuera a una buena escuela. Por fortuna para (ar! (y para
las matematicas), su madre, a pesar de que tampoco contaba con
educación, apoyó a su hijo en sus estudios y se mostró orgullosa
de sus logros hasta el día de su muerte a la edad de 97 años.

Gauss era un niño prodigio. A los tres años encontró un error
en la libreta de cuentas de su padre. Hay una anécdota famosa de
Carl, cuando tenia apenas 10 años de edad y asistia a la escuela
tocal de Brunswick. El profesor salia asignar tareas para mante­
ner ocupados a los alumnos y un dia les pidió que sumaran los
numeras del 1 all OO. Casi al instante, Cal1 colocó su pizarra boca
abajo con la palabra -listo': Después, el profesor descubrió que

Gauss era el único con la respuesta correcta, 5050. Gauss habia

observado que los números se podian arreglar en 50 pares que
sumaban cada uno 101 (1 + 100,2 + 99,ete.l, y 50 x 101 = 5050.
Años más tarde, Gauss bromeaba diciendo que poclla sumar más
rápido de lo que podía hablar.

A la edad de 15 años, el Duque de Brunswick se fijó en él
y lo convirtió en su protegido. El Duque lo ayudó a ingresar en
el Brunswick College en 1795 y, tres años después, a entrar a la

Universidad de Gottingen. Indeciso entre las carreras de mate­
máticas y filosofía, Gauss eligió las matematicas después de dos
descubrimientos asombrosos. Primero inventó el método de mí­
nimos cuadrados una dé<ada antes de que legendre publicara
sus resultados. segundo, un mes antes de cumplir 19 años, resol·
vió un problema cuya solución se había buscado durante más de
dos mil años: Gauss demostró cómo construir, con tan sólo una

regla y un campas, un polígono regular cuyo número de lados no
es múltiplo de 2, 3 o 5.-

El 30 de marzo de 1796, fecha de este descubrimiento, co­
menzó un diario que contenia como primera nota las reglas de
construcción de un polígono regular de 17 lados. El diario, que
contiene los enunciados de 146 resultados en sólo 19 paginas,

De manera más general, Gauss probó que un polígono regular de n
lados se puede construir con regla yc~ sr ysólo sr n es de la forma
n '" 2'p¡' PI" .p.dondek ~ Oylasp son números pnmos de Fermat
dishrnos. Los números prImOS de Fermat son ~ue4105 que toman la
forma 21" +1. los pnmeros CInco nUmeros pnnos de Fermat son 3, 5,
17,257y65537

es unos de los documentos más importantes en la hiSlOria de las
matemáticas.

Tras un corto periodo en Gottingen, Gauss fue a la Univer­

sidad de Helmstadt y, en 1798, a los 20 años, escribió su famosa

disertación doctoral. En ella dio la primera demostración mate­
mática rigurosa del teorema fundamental del álgebra que indica
que todo polinomio de grado n tiene, contando multiplicidades,
exactamente n raíces. Muchos matemáticos, incluyendo a Euler,
Newton y lagrange. habian intentado probar este resultado.

Gauss hizo un gran número de descubrimientos en física al

igual que en matemáticas. Por ejemplo, en 1801 utilizó un nue­
vo procedimiento para calcular, a partir de unos cuantos datos,
la órbita del asteroide Ceres. En 1833 inventó el telégrafo elec­
tromagnético junto con su colega Wilhelm Weber (1804-1B91).
Aunque realizó trabajos brillantes en astronomía y electricidad, la
que resultó asombrosa fue la producción matemática de Gauss.
Hizo contribuciones fundamentales al álgebra y la geometría y

en 1811 descubrió un resultado que llevó a Cauchy a desarrollar

la teoria de la variable compleja. En este libro se le encuentra en
el método de eliminación de Gauss-Jordan. los estudiantes de

análisis numérico aprenden la cuadratura gaussiana: una técnica
de integración numérica.

Gauss fue nombrado catedrático de matemáticas de GOt­
tingen en 1807 e impartió clase hasta su muerte en 1855. Aún
después de su muerte, su espíritu matemático siguió acosando

a los matemáticos del siglo llIx. Con frecuencia, un importante
resultado nuevo ya había sido descubierto por Gauss y se podia
encontrar en sus notas inéditas.

En sus escritos matemáticos Gauss era un perfeccionista
y tal vez sea el ultimo gran matemático que conocia práctica­
mente todo acerca de su área. Al añrmar que una catedral no
era una catedral hasta que se quitara el último de tos andamios,
ponía todo su empeño para que cada uno de sus trabajos publi­

cados fuera completo, conciso y elegante. Usaba un sello en el
que se vela un árbol con unas cuantas frutas y la leyenda pouco
sed moturo (pocas pero maduras). Gauss creía también que las
matemáticas debían reflejar el mundo real. A su muerte, Gauss
fue honrado con una medalla conmemorativa que llevaba la
inscripción -George V, Rey de Hanover, al príncipe de los ma­
temáticos':
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I!r_oJ>l.ema"-".~' _

AUTOEVALUACIÓN

1. ¿Cuál de los siguientes sistemas tiene la matriz de coeficientes dada a la derecha?

[
32 -1]
O 1 5

2 O 1

a) 3.. + 2)' = -]

1'=5

2x = 1

e) Jx = 2

2x+y=0

-x + 5)' = 1

h) 3.. + 2:: = 10

2x+)'=0

- .. +5y+::=5

tI) 3x+2)'-::=-3

)'+5::= [5

2x+::=3

11. ¿Cuál de las siguientes es una 0llcración elelllen~al con renglones?

a) Reemplazar un renglón con un múltiplo diferente de cero de ese renglón.

h) Sumar una constante diferente de cero a cada elcmento en un renglón.

e) Intercambiar dos columnas.

á) Reemplazar un renglón con una suma de renglones y una constante dife·

rente de cero.

111. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre la matriz dada'?

[

1 O O 3]
O 1 1 2

O O O 3

O O O O

a) Está en la forma escalonada por renglón.

b) No está en la forma escalonada por renglón porque el cuarto número en el
renglón 1 no es l.

e) No está en la forma escalonada por renglón porque el primer elemento
diferente de eero en el renglón 1 es 3.

d) No eSlá en la forma escalonada por renglón porque la última columna con­

tiene un cero.

IV. ¿Cuál de las siguicntl'S afirmaciones t$ cierta sobre el sistema dado?

x+ y+ z=3

2x + 2y + 2= = 6

3x+3y+3z= 10

a) Tiene una solución única x = 1, Y = 1, == 1.

h) Es inconsistente.

e) Tiene un número infinito de soluciones.
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En los problemas del 1al 26 utilice el mctodo de eliminación de Gauss-Jordan par;¡ encontrar.
si existen. lodas las soluciones para los sistemas dados.

1. XI - 2x! + Jx, = 11 2. -2-"1 + Xl + 6x) = 18

4x
1 + Xl - x.I = 4 5.\'1 + 8.\') = -16

2.\"1 - x! + 3.\') = 10 3.\'1 + 2.\", - 10x~ = -J

). -2-"1 + .\') = O 4. JX1 + 6x
1

- 6.\"] = 9

Xl + 3x
J

= 1 2.\'1 - 5x! + 4x] = 6

XI - x! = -) -XI + 16.\"1 - 14.\") = -)

5. 3x
1 + 6x

2
- 6x, =9 6. -2\', - 6x

1
- 3.\", =9

2"1 - 5x
2 + 4-'"1 = 6 -XI + x

2
- Xl = 1

5x I + 28x
2

- 26.\", = -8 XI - x 2 + 2x, = 2

7. XI + Xl - x j = 7 8. XI + x
2

- x
J

= 7

4.\"1 - x 2 + 5x j =4 4.\'1 - x, + 5x.l =4

2x
1 + 2.\"2 - 3.\", = O 6.\'1 + x, + 3x j = 18

9. XI + x, - X, = 7 10. XI - 2.\', + 3x
J

= O

4x, - x. + 5xl
=4 4x l + x. - x

J
= O

6-,", + x, + 3x) = 20 2x, - x2 + 3.Yj = O

11. -2\', - Xl + 3.~·1 =0 12. XI + x, - Xl =0

-3-'"1 + 4.\", - x, =0 4.\"1 - Xl + 5xl =0

5x I + 3.\1 + 2x, = O 6-"1 + x, + 3x
J
=0

13. 2x, + 5x, = 6 14. XI + 2.\', - XI =4

x, lx) = 4 3x1 + 4x, - 2\', = 7

2xl + 4x, = -2

15. Xl + 2\', - 4xj = 4 16. XI + 2\-, - 4x
j

= 4

-2x
1

- 4.\', + 8.\') = -8 -2\", - 4.\'2 + 8x] = -9

17. Xl + 2.\", - x
J
+ x J = 7 18. -XI + h, - x, + 3xJ =4

3.\"1 + 6x! -3x; + 3x4 = 21 -3x, + 6x! -3x; + 9x4 = 12

19. 2x I + 6x2 -4x; + 2x
4

=4 20. XI - 2x2 + x
J + x4

= 2

XI - X, + x. = 5 3x I + 2x; - 2x4 = -8

-3x
l + 2x2 -2x) = -2 4x, - , - x. = 1. ,

-x, + 6x
2

- Ix) = 7
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21. -2.\"1 + X~ == I

4X~-.\"3 =-]

X'+.\"1 :-3

23. XI - 2\"1 + x, + x~ = 2

3.\"1 + 2.\") - 2x~ = -8

4.\"1 - Xl - x~ = ,

5.\"1 + 3x, - x. = O

25. XI + Xl = 4

2.\"1 -3x! = 7

3.\"1 -2.\"1 = "

22. XI - 2x~ + x
J + x~ = 2

3.\") + 2.\".• - 2x~ = -8

4.\"1 - x
J

- x~ = I

5.\", + 3x, -
x~ = -3

24. XI + .\"1 =4

2x, -3x~ = 7

3x
1

+2x1 = 8

26·-2.\"1+.\"1=0

XI + 3.\"1 = 1

3x
l

- x
1
=-3

En los problemas 27 a 38 delermine si la malriz dada se encuentra en la forma escalonada por
renglones (pero no en la forma escalonada reducida por renglones). en la forma escalonada
reducida por renglones o en ninguna de las dos.

[~
,

~) [~
O

-~] [~
O

~] [~
O

~)27. , 28. , 29. , 30.

O O O O O

[~
O O

~) [~
, 4

:] [r
, O

~] (~ ~)O , O ,
31. 32. O , 33. O O 34. , 3

O O O O O O

[~ r] [~
O

~] [~
O O

~]35. (~ O 3
~) 36. 37. O 38. , O

O O
O , I

En los problemas 39 a 46 utilice las operaciones elementales con renglones p<,ra reducir las
m.mices dadas a la forma esc:.lonada por renglones y a la forma escalonada reducida por
renglones.

40. (-' 6)
4 2

45. ( ; -6 -3)
10 5

39. (; ;)

43. U-~ :] 44 ( ~ -4 -2)
I 6

41. [ ~ -~ ;] 42. [-~ -~ -~]
5 6 -2 -1 1

46. U~~]
47. En el modelo de insumo-producto de Leontief del ejemplo 9 suponga que se tienen tres

ind llstrias. Mús aun. suponga que (-'1 = 10. e! = 15. e} "" JO. {/II =;. al! = t, an = *. a ll = ¡.
al! =¡. (/1.1 =*. a J1 = T!' (/J! = t, (ljJ = *. Encuentre la producción de cada industria tal q lIe

la oferta sea igual a la demanda.
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48. En el ejemplo 8 suponga que cada scmana se suministran al lago 15000 unidades del pri­
mer alimenlo. 10 000 del segundo y 35 000 del tercero. Considerando que todo alimento se
consume. ¿qué población de las tres especies puede eoexistir en el lago? ¿Existe una solu­
ción única?

49. Un viajero que acaba de regresar de Europa gastó $30 diarios en Inglaterra. 520 diarios
en Francia y 520 diarios en Espaila por concepto de hospedaje. En comida gastó 520 dÍ<l­
rios en Inglaterra. 530 diarios en Francia y 520 diarios en Espaila. Sus gastos adicionales
fueron de 510 diarios en cada pais. Los registros del viajero indican que gastó un total de
5340 en hospedaje. 5320 en comida y $140 en gastos adicionales durante su viaje por estos
tres paises. Calcule el número de días que pasó el viajero en cada pais o muestre que los
registros son incorrectos debido a que las CHntidades gastadas no son compatibles una con
la otra.

50. Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que todas sus acciones pertenecen a tres
compaiiías: Delta Airlines. Hilton Hotels y McDonald·s. y que hace dos días su valor bajó
$350 pero que ayer aumentó S600. El corredor recuerda que hace dos días el precio de las
acciones de Delta Airlines bajó SI por cada una. mientras que las de Hilton Hotels bajaron
SI.50. pero que el precio de las ¡¡cciones de McDonald·s subió 50.50. También recucrda que
ayer el precio de las acciones de Delta subió 51.50 por acción. el de las de Hilton i-Iotels
bajó otros 50.50 por acción y las de McDonald·s subieron $1. Demuestre que el corredor
no cuenta con la información suficiente para calcular el numero de accioncs que posee la
inversionista en cada compallia. pero que si ella dice tener 200 acciones de McDonald·s. el
corredor pueda calcular el número de acciones que posee en Delta yen Hilton.

51. Un agente secreto sabe que 60 equipos aereos. que consisten en aviones de combate y
bombarderos. se encuentran estacionados en cierto campo aereo secreto. El agente quiere
determinar cuántos de los 60 equipos son aviones de combale y cuúntos son bombarderos.
Existe. además. un tipo dc cohetc que llevan ambos aviones: cl de combate lleva 6 de ellos y
el bombardero sólo 2. El agente averigua que se requieren 250 cohetes para armar a lodos
los aviones del campo aéreo. Alin más. escucha que se tiene el doble de aviones de combate
que de bombarderos en la base (es decir. el nlllnero de aviones de combate menos dos ve­
ces el número de bombarderos es igual a cero). Calcule el nlimero de aviones de combate
y bombarderos prescntes en el campo aéreo o muestre que la información del agente es
incorrecta debido a su inconsistencia.

52. Una embotelladora de refrescos desea cotizar la publicidad de sus productos en televisión.
radio y revista. se tienen tres propuestas del plan de medios de acuerdo con el presupuesto
asignado acerca de 1:t cantidad de anuncios por medio en el transcurso de un mes. En el
primer presupuesto cada anuncio en televisión tiene un coste de 5250000. en radio S5 000
yen revista 530000. En el segundo presupuesto $310 000. 54000 y $15 000 y en elt'Jltimo
presupuesto $560000.510000 y $35000. Los totales por presupuesto son los siguientes:
$21 795000.531 767000 Y$61225000. Determine la cantidad de anuncios cotizados por
cada medio.

53. Considere el sistema

2.\'1 - x! + 3x) = {/

3.\'1 + x! - 5xJ = b

-5x
1

- 5x
2
+ 21x

J
= ('

Muestre que es inconsistente si ('"F 2(/- 3h.
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54. Considere el sistema

2x, + 3x, - xJ ="
x, - x! + 3x

J = b

3.\", - 7x, - 5x, = ,
Encuentre las condiciones sobre ti. b y (" para que el sistema sea inconsistente.

*55. Considere el sistema general de las tres ecuaciones lineales con tres incógnitas:

(IIIX. + (llr"~ + (ln.\"} = b1

(1:1"" + ti!!.\": + ti!!","} = b!

Encuentre las condiciones sobre los coeficientes (1., pam que el sistema tenga una solución
unica.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

l. Ú) 11. a) 111. el IV. bJ

MANEJO DE LA CALCULADORA

La calculadora HP50g puede resolver en rorma numérica sistemas de 111 ecuaciones con
11 incógnitas. Cuando el sistema liene infinitas soluciones. la solución reportada es la
solución de norma mínima. Cuando el sistema es inconsistente la solución reportada es
la solución de minimos cuadrados.

Una posible secuencia de pasos p<lTa encontrar la solución de un sistema de ecua­
ciones se observa en el siguicntc procedimiento (no es el único. en el capitulo 11 del
manual del usuario se incluyen olros procedimientos).

Considere el sistema

2x + 4y - 6: = 14

3x-2,1'+ :=-3

4x + 2y - : = -4

l. Existen diferentes formas de introducir una matriz aumentada. la más sencilla es
la siguiente:

( ENTER) ( ENTER)

Guardamos la matriz aumentada en la variable AAUG utilizando la sigucnte se·
cuencJa

2. Se encuentra la forma escalonada reducida por renglones de AAUG.

( ..., ) MATRICES
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seguido de las tedas [5] para seleccionar sistemas lineales y [4] para enconlrar la for­
ma escalonada reducida por renglones (RREF).
El resultado es

Así'X
I

= -l. etcétera.

En los problemas 56 a 60 utilice una calculadora P,ln! resolver cada sistema.

56. 2.6.\"1 - 4.3.\"1 + 9.6x
1

-8.5x1+ 3.6.\"1 + 9.1.\".1

12.3.\"1 - 8.4-'1 - 0.6.\",

= 21.62

14.23

12.61

57. 2.\"1 - x, - 4.\"~ = 2

x l - Xc + 5.\".1 + 2.\"~ =-4

3.\"1 + 3x1 - 7.\") - .\~ = 4

-.\"1- 2.\"1 + 3.\'_, =-7

58. 1.247.\"1 - 2.583.\", + 7.161.\".1 + 8.275.\". 1.205

3.472.\"1 + 9.283'\"1 + 11.275x, + 3.606.\"4 2.374

-5.216x1-12.816.\"e - 6.298.\') + 1.877x.¡ 21.206

6.812x l + 5.223.\1+ 9.725.\".. -2.306.\".1 = -11.466

59. 23.42.\-1 - 16.89.\",+ 57.3Ix, + 82.6.\".. 2158.36

-14.77.\"1 - 38.29.\",+ 92.36x.
1

- 4.36.\"~ = -1123.02

-77.21.\"1 + 71.26.\",- 16.55.\".1 + 43.09.\". 3248.71

91.82.\"1 + 81.43.\",+ 33.94.\.1 +57.22.\"~ = 235.25

611. 6.1.\"1- 2.4.\"::+ 23.3.\".,-16.4.\". - 8.9.\"5 =

-14.2.\"1 - 31.6.\"1 - 5.8''"3 + 9.6.\". + 23.1.\", = ­

10.5'\-1 + 46.1.\"1 - 19.6.\".1 - 8.8x. - 41.2.\"5 =

37.3.\"1 - 14.2.\"1 + 62.0x
1

+ l4.?x.¡ - 9.6.\"j =

0.8.\"1 + 17.7.\"! - 47.5.\") - 50.2.\"4 + 29.8xj =

121.7

87.7

10.8

61.3

27.8

Más ejercicios

En los problemas 61 a 65 calcule I¡¡ forma escalonada por renglones (REF en lugar de RREF)
para cada matriz aumentada.
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61. La matriz del problema 57

62. La matriz del problema 56

63. La matriz del problemH 59

64. La matriz del problema 58

65. La matriz del problema 60

En los problemas 66 a 71 cncuenlrc todas las soluciones. si las hay. para cada sistem¡l. Redon­
dee todas las respuestas a tres lugares dccimales.ISlIgert'lIda: Primero obtenga la forma escalo­
nada reducida por renglones de la matriz ¡lUmentada.!

66. 2.1.\"1 + 4.2x
1

- 3.5.\") = 12.9

-5.9.\'1 + 2.7.\"1 + 9.8.\", = -1.6

67. -13.6'\·1+71.8x~+46.J.\·-, =-19.5

41.3.\"1 - 75.0-'"1 - 82.9x, = 46.4

41.8xl + 65.4.\": - 26.9x, 34.3

68. -13.6.\"1 + 71.8.\"1 + 46.3.\", = 19.5

41.3x¡ - 75.0-,! - 82.9.\") = 46.4

41.8.\", + 65.4.\"1 - 26.9.\", = 35.3

69. 5x I
- 2\', + Jlx) - 16x~ + 12.\"-, ~ 105

-6.\"1 + Sx. 14.\") - 9x~ + 26.\"-, ~ -62

7x I
- 18.\"1 11\-1 + 21x~ 2x$ ~ 5)

70.

71.

5x I - 2.\"1

-6.\"1 + 8x~

?xl - 18x~

-15x l + 42x~

5x, - 2x~

-6x
1
+ 8x~

7x, - 18x~

~15xt + 42x:

+ Ilx,­

14.\', ­

12.\') +
+ 21x) -

+11.\\­

14x, ­

12x) +
+ 2Jx) -

16x~

9x.
21x~

17x.

16x.

9x~

21x~

11x~

+ 12x~ = 105

+ 26x, = -62

- 2'\'5 = 53

+ 42x\ = -63

+ 12x5 = J05
+ 26x

5
= -62

- 20\0
5

= 53

+ 42\"5 = 63

• INTRODUCCiÓN A MATLAB

Ejemplos de comandos básicos de MATlAB

¡\lA TLA B lli.\'';IIgm' mimio\·(·IIIt,.~.r"/(IJ"lÍsn¡f"o~. Esto quicre decir que ti y A representan variables
diferentes.

¡IIIrodUlTión dI! mutriC/!$. Los elementos de un renglón se separan por espacios y las columnas
se separan por ":

A = 1I 2 3:4 5 6:7 8 91 [
12 3]

Produce la matriz A = 4 5 6

7 8 9



A = 11 Z 3:
45 6;
7 8 91
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También produce la matriz A anterior

Pcoduce lu mut,¡, b ~ [~]

N()wdlÍlllltlrtI IOJ"fllw' ItI.\' .whmutl'h'('s .1' IlIs IIUU,,;('('S fUlI/lf!lItmlus,

f = AIZ,3)

d = A(3,:)

d = A(:,3)

e = A([Z 41),:)

C = lA b[

fes el elemento en el segundo renglón. tercera columna de A.

d es el tercer renglón de A.

des la tercera columna de A.

e es la l1111triz que consiste del segundo y cuano renglones de A.

Forma una matriz aument,lda c:= (Alh).

Ejl'('/IáÚII Ile ol'l'J'fIl'iO//(',I' ('()fI H'I/;.:ItJIIl'.\',

A(2,:) = 3*A(2,:)

A(Z,:) = A(Z,:)/4

A([Z 31,:) = A([3 ZI,:)

AI3,:) = A(3.:) + 3'A(Z,:)

U~~3R~

R"_+R~

Intercambia los renglones 1 y 3

R,_U, + 3R~

NoIf(, Todos estos comandos cambian a la matriz A, Si se quiere conservar 1<1 matriz original y
llamar a e a la matriz cambiada.

C=A

C(Z,:)= 3'C(Z,:)

e = rref(A)

Gell('l'uáfÍfI fk 11I11(";("('.\' fllNI1(1J"iuJ,

e = forma esc,donad<l reducida por renglones de A.

A = rand(2,3) matriz 2 X 3 con elementos entre Oy I

A = 2*rand(Z,3)-1 matriz 2 X 3 con elementos entre -1 y 1

A = 4*(2*rand(2)-I) matriz 2 X 2 con elementos entre -4 y 4

A = round(lO*mnd(3» matriz 3 X 3 con elementos enteros enlrc Oy 10

A = 2*rand(3)-1 +i*(2*rand(3)-l) matriz 3 X 3 con elementos complejos
{/ + bi,{/yhentre -1 y I

OTRAS CARACTERíSTICAS USUALES

Hdl" Si se leelea hclp seguido de un comando MATLAB en la ventana de comandos de
MATLAB. aparecerá una descripción del comando en]¡l ventana de comandos.

Doc, Si se teclea dor seguido de un comando de MATLAB en ];1 ventana de comando de

MATLAB. apareccní una descripción del comando en la ventana de ayuda.

Ejemplo.I·,

help: o doc: dani una descripción de cómo se puede usar . en MATLAB.

hclp rrcf o doc rrcf darú una descripción del comando rrer.
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Uso de la.\'jfechas. En la ventana de comandos de MATLAB. al usar la flecha hacia arriba se
dcsplcgarilO los comandos ¡ulteriores. Se pueden usar las flechas para localiz¡lr un comando }'
modificarlo y al oprimir la tecla "cnter" se ejecuta el com¡lOdo modificado.

Cumí'IIUtrio.\', Si se inicia tina linea con el simbolo 'y". MATLAD interpretara esto como una
línea de cOl11cntMio.

Ejemplo.

'v., Éste es un comentario.

SIIP¡'CS;Ó" JI' ptUllallu. U.m de:. Si se quiere realizar un comando de MATLAB y no se dese<l ver
los resulwdos desplegados. se finaliza el comando con un : (punto y coma).

Para /íIl('U$ (urga.~. Para extender uml linea se USl.l •• o •• ",

3=112345678 ...

9101 producir:' a = /12 3~5678910).

Pm'(/ de.~pf¡·Jftlr dígito!>, (f(¡;dolltlle.~. Por lo geneml MATLAB despliega sólo 4 digilos despucs del
punto decimal. De esta fOrlnó•. 4/3 aparece como 1.3333. El comando formal long hace que to­
dos los números se desplieguen comp1ctos. Asi. si se da formal long y después 4/3. en la pantalla
aparecen! 1.33333333333333. Para regresar al despliegue normal de 4 digitos después del punto
decimal se da el comando forlllal shorl.

Tutoría de MATLAR

1. De las siguientes matrices de dos maneras diferentes.

A =( -~
2

-1

2

J

2

-1

4

O
)

2. Forme Ccomo la matriz aumentada (Ajb). es decir. C = (Alb) para las matrices A y b an­
lcriorcs.

3. Forme D. una malriz aleatoria de 3 x 4 COIl clcmentos entre - 2 Y2.

4. Forme 8. Ulla mall"iz aleatoria de 4 x 4 con elementos enteros entre -10 y 10.

5. Formc K. la matriz obtcnida ;. partir dc B intcrc;llnbiando los renglones I y 4. No cambie
B (primero haga K = B. Despues cambie K).

6. Realice la operación con renglones RJ--+R) + (-1/2)R,. sobre la matriz C.

7. De el comando 8(12 41.11 31). Use una linea de comentario parn describir la submatriz de B
que se produce.

8. Forme U. la matriz que consiste sólo en la tcrcera y cuarta columnas de D.

9. (Vell/(uUl t/e t'Omum!os.) Use la flecha hacia arriba para localizar el comando que utilizó
para realizar la operación con renglones en 6. Modifique la linea pam realizar la opcmción
con renglones R,--+R

1
+ 3R, y después ejeeúlela.

10. Forme T, una matriz aleatorill de 8 x 7 con elementos entre Oy l. Dé el comando doc co­
lon. A p;lrtir de la información dada en la descripción que aparece. determine el uso de la
not;.ciÓn ":" para formar. tan eficientemente como sea posible. la matriz S que consiste en
los renglones 3 al 8 de la matriz T.

11. Encuentre la forma escalonada reducida por renglones de e usando el comando rref. Use
este comando para escribir un sistema equivalente de ecuaciones.
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• MATLAB 1.3

1. Para cada uno de los sistemas contenidos en los problemas l. 2. 5. 8 Y 16 de esta sección.
dé la matriz aumentada y use el comando rref para encontrar la forma escalonada reducida
por renglones. Muestre que cada llno de eslOs sistemas tiene una solución única y que la
solución está contenida en la última columna de esta forma escalonada de la matriz au­
mentada. Use la notación ":" para asignar la variable x a las solución. es decir. a la últim:l
columna de esta forma escalonada por renglones de la matriz aumenlada. (Ayuda: puede
emplear el comando end. utilice doc elld para obtener información acerca del comando.)

2. Para cada uno de los sistemas c011lenidos en los problemas 4. 7. 13 Y 18 en esta sección. dé
la matriz aumentada y use el comando rrer para encontrar la forma escalonada reducid:l
por renglones. Concluya que ninguno de estos sistemas tiene solución.

3. Las matrices siguientes son matrices aumentadas de los sistemas de ecuaciones que tienen
un número infinito de soluciones.

u) Para cada una. dé la matriz y use el comando rref para encontrar la forma escalonada
reducida por renglones.

[;

5 I I

~] [f
27 3 J

12 ];. 2 -8 I ii. 27 10 I 19

3 -18 I J 5 9 6

6 4 7 5 15 9

[ O I -2 7

-~]
8 5 9 10 10 8

iii. 4 21 -2 2 ¡". 4 5 7 7 -1 7
O J -6 7 8 J 7 6 22 8

3 2 2 9 -12 -2,
El reslO de este problema necesiw trabajo con papel y lápiz.

h) Para cada forma escalonada reducida por renglones. localice los pivotes dibujando un

circulo a su alrededor.

e) Para cada forma escalonada reducida. escriba el sistema de ecuaciones equivalente.

(1) Resuelva cada uno de estos sistemas equivalentes eligiendo variables arbitrarias que
serún las variables correspondientes a las columnas que no tienen pivote en la forma
escalonada reducida por renglones (estas variables son las variables naturales que han

de escogerse de manera arbitraria).

4. Los siguientes sistemas representan la intersección de tres planos en el espacio de 3 dimen­
siones. Use el comando rref corno herramietlla para resolver los sistemas. ¿Qué se puede
concluir sobre la categoría de los planos?

i. XI + 2x
1
+ 3x, = -1

- 3.\', + x
J

= 4

.\'~ + 4.\'1 = 5

XI + 2.\'1 - 3.\'J = 6

4x
1

+ 3x1 - 2x, = 9

iii. 2x I - Xl + 4x., = 5

XI + 2x
1

- 3x, = 6

4.\'1 + 3x, - 2x
J

= 17

2x I -4x~ + 2x
J

= 4

JXI -6x~ + 3x, = 6
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5. Utilice MATLAB para reducir las matrices aumentadas siguientes a la forma escalonada
reducidil por renglones paso por paso realizando las operaciones con renglones (vea los
ejemplos de comandos para operaciones con renglones en la inlroducción a MATLAB en
la púgin<l 18). Veril1quc sus resultados usando el comando rrcf.

NOfll. Si llamó A a la matriz original. haga D = A al principio y verifique rref (O).

2

4

4

-1

2
-7

3

-1

O [-~
2 -2 O

1 I -2]
4 -1 O -4 I -19

¡ii.
-6 12 2 -12 I -8

2 -2 -4 -5 I -34

Vea en el problema 1 de MATLAB en la sección .5 mús opciones sobre la realización de
operaciones con renglones.

1 2 -2

2 4 -1
6. u) Sea A=

-3 -6 12

1 2 -2

~] b~[_~~]
-4 -5

Muestre que el sistema con la matriz aumentada [A b] no tiene solución.

h) Sea b = 2*A(:,I)+A(:,1)+3*A(:,3)-4*A(:,4). Recuerde que A(:.I) es la primera eolUIll­
na de A. Así se estún SUlllundo Illúltiplos de columnas de A. Use rrcf lA hl para resolver

este sistemil.

e) Utilice la flecha hacia arriba para regresar a la línea de h = 2'" A(:.I) + cte. y edítela para
obtener un nuevo conjunto de coeficientes. Una vez m<Ís. resuelva el sistema con la ma­

triz aumerllada [A b] para es\¡\ nuevn h. Repita dos nuevas elecciones de coeficientes.

lE) ¿Seria posible poner coeficientes para los que no tengan una solución? La pregunta se
refiere a si la siguie11le conjetura es cierta: un sistema [A bJ tiene solución si h es llna

sum¡t de múltiplos de las columnas de A. ¿Por qué?

e) Pruebe esta conjetura para A formada por:

A = 2*rand(5)-1

7. Suponga que se quieren resolver varios sistemas de ecuaciones en los que las matrices de

coeficientes (los coeficientes de las variables) son los mismos pero tienen lados derechos

diferentes. Formando una matriz aumentada más grande se podrún resolver varios lados
derechos. Suponga que A es la matriz de coeficientes y que b y e son dos lados derechos
diferentes; asigne Aug = lA b el y encuentre rrcf(Aug).

a) Resuelva los dos sistemas siguientes.

XI

2x
I

-2x
l

+ x 2 + Xl = 4

+3x2 + 4x.1 = 9

+3x
3
=-7

XI + x2 + x 3 = 4

2x I +3x, +4x~ = 16

-2x
1

+3x)=11
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h) Resuelva los tres sistemas siguientes.

2xl +3x: - 4x~ = I

Xl + 2x: - 3xJ = O
-XI +5x~ -llx

J
=-7

2x. + 3x~ - 4xJ

x.+2x~-3x.•

-xl+5x~ -llx,

-1

-1

-6

2x. + 3x~ - 4x~ = I

x. + 2x~ - 3xJ = 2

-x.+5x~-llxJ=-7

e) Sea A la matriz de coeficientcs del inciso a). Elija cualesquiera tres lados derechos de su
preferencia. Resuelva.

ti) Es necesario hacer una observación sobre las soluciones de sistemas CIIodrtlllos. es decir.
sistemas con tantas ecuaciones como variables. Conteste las siguientcs preguntas basan­
do sus conclusiones en los incisos o) ¡¡ e). (Ponga especial atención a la forma de la parte
de los coeficientes de rrer.)

i. ¿Es posible que un sistema cuadmdo tenga una solución imica con un lado derecho y
un numero infinito de soluciones con otro lado derecho? ¿Por qué si o por qué no?

ii. ¿Es posible que un sistema cuadmdo tenga una solución unica con un lado derecho
y no tenga solución con otro?

iii. ¿Es posible que un sistema ctl<ldrado tenga un número infinito de soluciones para un
lado derecho y no tenga solución pma otro? ¿Por que si o por qué no?

8. Distribución de calor. Se tiene una pl:lca rectangular CUY:IS orillas se mantienen a cierta
temperatura. Nos interesa encontmr la temperatura en los puntos interiores. Considere el
siguiente diagrama. Hay que encontnlr aproximaciones para los puntos TI a T~. o sea. la
temperatura de los puntos intermedios. Suponga que la temperatura en un punto interior
es el promedio de la temperatura de los cuatro puntos que lo rodean: arriba. a la derecha.
abajo y a la izquierda.

100" 100" 100"

50' ~, r: ~, 50"

50"
T, T, ~. 50"• •

50"
r, r, r. 50"• • •

O' O' O"

a) Con esta suposición. establezca un sistema de ecuaciones. considerando primero el
punto TI.después el punto T~. etc. Reescriba el sistema de manera que todas las V:lri:l­
bIes se encuentren de un lado de la ecuación. Por ejemplo. para TI se tiene

TI = (100 + T~ + T~ + 50)/4

que se pucde reescribireomo4T1 - T~ - T~ = 150.
Encuentre la matriz de coeficientes y la matriz aumentada. Describa el patrón quc

observe en la forma de la matriz de coeficientes. Dicha matriz se llama matriz de hand:l.
¿Puede ver de dónde viene el nombre?

h) Resuelva el sistema usando el comando m,'r. Observe que se obtiene una solución uni­
ca. Use la notación ":" para asignar la solución a la variable x.

e) Suponga que A es la matriz de coeficientes y b es el lado derecho del sistema anterior.
Dé el comando~' = A\b. (La diagonal aqui se llama diagonal in'·crtida. o es la diago­
nal de división.) Compare}' y x.
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9. Modelo de insumo-producto de Leontief

a) Haga referencia al ejemplo 10. Resuelva el sistema dado llsando el comando rref y el
comando "\", Observe llueV<lmCnlC que existe una solución única.

h) Suponga que se lienen tres inciuslrias independientes. La demanda externa para el pro­

ducto 1es 300 000: para el producto 2. 200 ODa. y para el producID 3. 200000. Suponga

que las demandas internas cslún dadas por

a ll = .2. al~ = ,l. (11.' = .3. 0" = .15. ti!! = .25. {/!J = .25.
U'l = .1. un = .05. (/33 = O.

i. ¿Qué le dice (/.'1 = O.S?: ¿qué le dice {/JJ = O?

ii. Establezca la matriz aumentada para que el sistema de ecuaciones encuentre que XI

es la producción del articulo ¡para i = l. 2. 3. PRIMERO VUELVA A LEER EL

EJEMPLO 10.

iii. Resuelva el sistema usando MATLAB. Interprete la solución. es decir. ¡'CUÚllto de

cada llrticulo debe producirse pllra tener llllll oferta igual a la demanda?

h', Suponga que XI se midió en S (dólares de prod~cción) y que esta interesado en in­

terpretar la solución en centavos. Serán necesarios más digitos en la respucsta des­
plegada que los cuatro dígitos normales después del punto dccimal. Suponga que ha
asignado la variables x a la solución. Dé el comando formal long (vea la púgina JO)
y después en la ventana de comandos cscriba x seguido tle "enter", Esto desplcgan'¡
más dígitos (cuando tcrmine csta parte. dé el comando formal shorl para regresar a

la forma normal).

lO, Flujo tic trilfico

ti) Considere el siguientc diagrama dc una malla de calles de un sentido con vehículos que
entran y salen de las intersccciones. Lll intersección k se denota por [k]. Las flechas a lo

largo dc las calles indican la dirección del ftujo del tráfico. Sea.\ el número de vehícu­

los/h que circulan por la calle i. Suponiendo que eltrúrico que entra a una intersección

también sale, establezca un sistema de ecuaciones que describa el diagrama del flujo de

tráfico. Por ejemplo, cn la illlersección [1], XI + Ss + lOO = s¡ + JOO, csto es, el trúfico
que entra es igual al trMico que salc. lo que da SI - .\".1 +.\"s = 200.

'00 200

['1

" x,

JOO [1] [JI
200

100 '00x,

100

x, .\",

[4J

100
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h) Resuelva el sistema usando el comando rrd. Habrú un nllmero innnito de soluciones.
Escribalas en terminas de las variables que son las naturak-s pam elegirse de manera
arbitraria.

(.) Suponga que la calle de [11 a (3] nl..",.'esita cerrarse; es decir. x
J

= O. ¿Puede cerrarse tam­
bien la calle de (11 a (41 (x, = O) sin modificar los sentidos del trúnsito? Si no se puede

cerrar ¿cuál es lil cantidad más pequeña de vchiculos que debe poder ¡ldmitir esta calle

(de [11 a [4))1

11. Ajuste de polinomios a puntos. Si se tienen dos puntos en el plano con coordenadas x
distintas. existe una recta unic.l'" "" c,.'· + ('! que pasa por ambos PUnlOS. Si se tienen tres
puntos en el plano con coordenadas x distintas. existe una panibola unica

)' = c,.,.1 + el''" + el

que pasa por los tres puntos. Si se tienen 11 + 1 puntos en el plano con coordenadas x
distintas. entonces e"isle un polinomio de gmdo 11 unieo que pasa a traves de los 11 +
puntos:

los coeficientes (',.. .. "•• , se pueden encontrar resolviendo un sistema de ecuaciones
lineales.

Ej(·",plll.

PI = (2. 5) P, = 13. 10) PI = (4. -3)

Se quiere encontrar el' "z)' "" de manera que y = ('r"! + c!x + ", pase por los puntos PI' p! y P"

5 =<"¡2! + <) + e,

JO=<}Z + <,!3 + c.I
-3=<'14' +<"!4 +¡\

Así. se tiene

[

2'

A= Y
4' b=UJ

Resolviendo el sistema se obtiene e = [ ~~] que indica que la parábola que pas¡¡ por cada

-59
uno de los puntos es r =- 9x' + 50x - 59. Se dice que la parábola se ajUSTa a los puntos.

a) Par.J P, = (l. -1). p! = (3. 3) Y PI = (4. -2). establezca el sistema de ecuaciones para
encolllmr lo~ coeficientes de la pilrábola que se ajusta a los PUnlOS. Sea A la matriz de

coeficientes y h el lado derecho. Resuelva el sistema. En un comentario cscriba la ecua ..
ción de la pan'lbola que se ¡ljUSt:l ¡¡ los puntos. es decir. que pasa por los tres.

Dé x = 11:3:4J y JI = ,·andcr(x). Compare Vcon A.

Utilizando doc "andcr describa el funcionamiento del comando '·ander.

h) Pam PI = (O. 5). p! = (\. - 2). 1), = (3. 3) Y p~ ;; (4. - 2). establezca el sistema de ecua­
ciones. de la miltriz aumentada y utilice MATLAB pant rcsoh'er el sistema.
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Escriba. en un comentario. la ecuación del polinomio cubico que se ajusta a los cuatro
puntos..

Sea x el vcelor columna que contiene las coordenadas x de los puntos PI ¡¡ P~. Oc
x y encuentre V='·:lllder(x). Compare V COIl la matriz de coeficientes que encontró al
cSI"blC(..'Cf el sistema.

e) Usando algunas caraclerísticas gniflcas de MATLAB se pueden visualizar los resulta­
dos con los comandos siguientes. Siga estos comandos p'Ha los puntos en (/) y de nuevo
par;¡ los cuatro puntos en h).

oc x como el \'ector columna de las coordenadas x de los puntos

oc ~'como el vector columna de las coordenadas y de los puntos

De los siguientes cOl1limdos:

v = randcr (xl

e = "\y

s = min(x):.UI:rnax(x):

y~' = I'0ly,'al(c.5);

1l101(X.~'·*·.s,,,y)

El primer comando cre;l la matriz de coeficientes deseada (do, ,'ander).

El segundo resuelve el sistema obteniendo los coeficientes del polinomio (doc IIlldi­
\¡de).

El lercero crea un \'cclor s que comienc múhiples elemcntos. cada uno cntre el valor

mínimo y máximo de las coordenadlls x. de manera que se pueda cvaluar el polinomio

en muchos puntos para crear una buena gr:ifica (doc mino doc max doc :).

El cuarto crea un vector y~' quc contiene IlIs coordenadas y obtenidas cvaluando el po­

linomio en los elementos de s (doc pol~"·all.

El quinto producc una grúfica de los puntos originales (con un símbolo .....) y un dibujo

de l¡l grúfica del polinomio (doc plol).

Debe observarse que la grúfica dcl polinomio pasa a través de los puntos originales
(ctiquellldos con ..... J.

ti) Genere x=rand(7.1) y y=rand(7,1) o genere un vector de coordenadas x y un vector
dc coordcnadas y de su preferencia. Asegurese de cambiar (o elegir) las coordenadas x
dc mancm quc sean distint<ls. Siga los comandos del inciso e, para visualiZ<lr el ajuste

polinomial.

11I SISTEMAS HOMOGÉNEOS DE ECUACIONES

Un sistema general de /11 x 11 ecuacioncs lineales [sistema (1.3.7), púgina 16] se Ilmna homogé­

neo si todas las constantes !JI' h,. ... "",. son cero. Es decir. el sistema general homogéneo estú

dado por

{/ll-\ + (l1~Xl +
U~IXI + UllXl +

+ (/ x =0,..
(1)



SOLUCiÓN TRIVIAL O

SOLUCiÓN CEROI!!--'-=-===
SOLUCIONES NO

I! "'=M,,""='

EJEMPLO 1

•• Sollldón

EJEMPLO 2

•• Sollldón
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Los sistemas homogeneos surgen de diferenlcs formas. Se estudiard un sistema homogeneo

en la sección 4.4. En dicha sección se resolveran algunos sistemas homogeneos. de nueva cuen­
ta. mediante el metodo de eliminación de Gauss·Jordan.

Pam dicho sistema lineal general existen trcs posibilidades: que no tenga soluciones. que
tenga una solución o que tenga un número infinito de soluciones. Par:! el sistema general ho­

mogéneo 1:1 situación es más sencilla.

Como XI = Xl = '" = x
n

= Oes siempre una solución (llamada solución Irh'ial o solución
cero). sólo se tienen dos posibilidildes: la solución trivial es la única solución o existe un núme­

ro infinito de soluciones además de ésta. Las soluciones distintas a la solución cero se llaman
soluciones no trh-ialL'S.

Sistema homogéneo que tiene únicamente la solución trivial

Resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones

2x
1

+4x
1

+ 6x-, = O

4x1 + 5x~ + 6.\") = O

3x1 + x~ - 2.\) ~ O

Ésta es la versión homogénea del sistema del ejemplo 1.3.1 en la púgina 7. Al reducir en forma

sucesiva. se obtiene (despues de dividir la primera ecuación entre 2)

[:

2 3 I

~]
',~',_", [1

2 3

~] ,[~
2 3 I

~]5 6 I
.,....,-u, 1 O -3 -6

.,-o-J.,
2 I

1 -2 I O -5 -11 -5 -11 I
., ....,-a,

.¡~
O -1 I

~] ,[~
O -1 I

~]
.,...., '.J

,(~
O O I

~]
.,....J .~.,

1 2 I
.,...-.,

1 2 I
11,"'11, -111,

1 O I
O -1 I O 1 I O 1 I

Así. el sistema tiene ulla solución única (O. O. O). Esto es. la llnica solución al sistema es la trivial.

Un sistema homogéneo con un número infinito de soluciones

Resuelva el sistema homogeneo

Xl + 2x~ - xJ = O

3.\"1 - 3.\"1 + 2\'} = O

-x,-llx~+6xl=O

Al hacer uso de la eliminación de Gauss-Jordan se obtiene. sucesiv;lmente.

U
2 -1 I

~]
',~', -". [1

2 -1 I

~]-3 2 I R,-tll, ' .•, 1 O -9 5 I
-11 6 I O -9 5 I

.¡~
2 -1

~]
.,"'11, -:11,

{~
O -"

~]
•

II,... ~II,
1 -> 11,...11, "11,

1 ->• •
-9 5 O O
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EJEMPLO 3

SIStemas de ecU3(lOfles lineales y matrices

Ahora la m.miz aumentada es!'" en la forma escalonada reducida por renglones y. evidente­
mente. existe un número infinito de soluciones dadas por (~ll9xJ" 5/9.\"), .\). Si. por ejemplo.
x, = O. se obtiene la solución trivial. Si x

1
'" I se obtiene la solución (- 1/9. 5/9. 1J. Si x.\ = 9n se

obtiene la solución (-n. 5n. 9n).

Un sistema homogeneo con mas incógnitas que ecuaciones tiene

un número infinito de soluciones

Resuelva el siguiente sistcm¡l

• So/ució" Al reducir por renglones se obtiene

XI + .\": - x, = O

4.\"1 -2x¡ + 7.\", = O
(2)

~)

-2

-\

7
I O]
I O

-\

-u•

\

-6

-\

\\

O ,
•

-u•

~]

TeOREMA a
Problemas 1.4

Asi. hay un nümcra infinito de soluciones dadas por (-5/6.\",,' 11/6x,. x,). Esto puede no sor­
prender porque el sistema (2) contiene tres lncógnitlls y únlclllllente dos ccuaciones.

En terminos gcnerlllcs. si hay mús incógnit:ls que ecuaciones. el sistema homogcneo (1)
siempre tendr¡i un numero infinito de soluciones. Para vcr esto observe que si sólo tuviera la

solución trivial. la reducción por renglones conduciría al sistema

~O

~O

r = O. "

y. posiblemente. algunas ecuaciones adicionalcs de la forma O = O. Pero este sistema tiene al
menos tant:IS ecuaciones como incógnitas. Puesto que la reducción por renglones no cambia ni
el numero de ecuaciones ni el numero de incógnitas. se tiene una contradicción en la suposición
de que habia más incógnitas que ecuaciones. Entonces se tiene el teorema l.

El sistema homogéneo (1) tiene un numero infinito de soluciones si n > 11/.

AUTOEVALUACIÓIl

1. ¿Cuales de los siguientes sistemas deben tener soluciones no triviales?

a) (lUXI + (f,~X~ = O

(f~lXI + lI~~X2 = O

b) {fl! x, + lI,r\'2 = O

lI:1 XI + {f]2x~ = O

(1)1 XI + (/)¡x~ = O

e) (fu"", + lI12X2 + lI,)X) = O

lI~1 XI + {/lJ·\·l + {/nXj = O
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11. ¿Para qué valores de k tendrú soluciones no triviales el siguiente sistema?

X+ y+ =""0
2x + 3)' - 4: "" O

3x + 4y + k: "" O

a¡ h) 2 e ¡ ) d) 4 e) 5 f) O

En los problemas 1 a 17 encuentre todas las solucioncs a los sistemas homogéneos,

1. 2x I - x
2

"" O

3x I + 4.\', "" O

3. XI - 3-'"z "" O

-2-'"1+ 6-'"1""°

5. XI + x2 - .Y
J

"" O

2x] - 4.\": + 3x.l = O

-.\"1-7.\"2 - 6x, =0

7. 2.\"1 + 3.\": - Xl = O

6.\"1 - 5.\¡ + 7x
J

"" O

2. \'1 - 5-,"z "" O

-x 1+ 5x, "" O

4. \"1 + x:: - -'"J = O

2x
I

- 4.\':: + 3.\".1 "" O

3x1 + 7.\"2 - '".1 =0

6. '\1+ X 2 - .\"1""0

2x 1 - 4x.: + 3x.l "" O

-5x l +lh.:-lOx,""0

8. XI - 3x, + 2-,"., = O

3.\"1 + 6.\", - 3xJ ""O

9. 4x I - x, "" O

7.\"1 + 3-,", "" O

-8.\"1 + 6'\'2 = O

10. \"1 - .\.! + 7.\",

2x
I
+ 3x2 - 8.\'-,

11. 2x I - 5.\-, - 6.\'.\ - 3x.¡ = O

XI + 3.\2 - 5xl + 4x.¡ "" O

12. \-1 ~ 2x.: + -'".1 + .\"01 ""O

3.\"1 + 2.\"J - 2.\"4 ""O
4.\¡ - x

J
- x

4
"" O

5.\"1+ 3.\".1 - \.~ =0

13. -2.\1 +
-'"1+ 2.\"2- X J +

3.\"1 .\".1 +
4.\"] + 2x.: + 3x3

7.\".¡ =0

4.\"4 =0

5.\"~ ""O
~O

14. 2.\"1 ~ \'¡ = O

3.\"1 + 5x¡ = O

7x l - 3.\"2 "" O

- 2·\'1 + 3.\"2 = O

15. XI - 3.\'1 =0

-2.\"1 + 6x.: "" O

4x l -12x, ""O

17. \-] + x
1

- .\J "" O

4-'"1 - x, + 5.\'-, "" O

- 2.\"1 + x¡ - 2.\'.. "" O

3.\1 + 2'\'2 - 6x.\ = O

16. ~2xl + 6x
1

= O

.\"1- 3.\".:=0

-7.\"1 +21.\"z ""O
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18. Muestre que el sistema homogéneo de ecuaciones

(/IIXI + 0Lr'"! =: O

(l"X, + a!!x! = O

tiene un número infinito de soluciones si y sólo si (llla!l - {/1i'21 = o.

19. Considere el sistema

2.\1 - 3.\"2 + 5xJ = O
-XI + 7x¡ - x

J
= O

4.\1 - Jlx¡ + kX
J

= O

¿P':lra qué valor de k tendrá soluciones no triviales?

*20. Considere el sistema homogéneo de 3 X 3

{¡IIXI + (tl¡"'! + (JIJ"", = O

(111 XI + (In""! + al)x, = O

(/)1 XI + allx! + alJx, = O

Encuentre condiciones sobre los coeficientes (/ .. tales que la solución trivial sea la única
"solución.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

1. f) 11. e)

Manejo de la calculadora

Los sistemas homogéneos se pueden resolver con la calculadora HP50g al utilizar la
rorma escalonada reducida por renglones de la matriz de coeficientes (RREF).

En los problemas 21 al 24 encuentre todas las soluciones para cada sistema.

21. 2.lx
1
+ 4.2x

1
- 3.5x} == O

-5.9x
1

+ 2.7x
1
+ 8.9x} == O

22. -[3.6x
1
+ 71.8x

1
+ 46.3x)== O

41.3x
1

- 75.0x
1

- 82.9x} == O

41.8x
1
+ 65.4x2 - 26.9x} == O

23. 25x1 - 16x
1

+ 13x} + 33x, - 57x
3

= O

-16x1 + 3x1 + Xl + 12x3 = O

- [8x
2

+ [6x~ - 26xs = O

24. 5x
1

-6x
1

7x
1

2x
1

+ Ilx} - 16x, + 12xs = O

+ 8x2 - 14x} - 9x, + 26xs = O

[8x2 - 12x) + 21x~ - 2xs = O

+ IIx2 - 9x} + 13x, - 20x~ = O
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• MATLAB 1.4

1. lt) Genere cuatro matrices aleatorias con mús columnas (incógnitas) que renglones (ecua­
ciones).

h) Use el comando rref para encontrar la forma escalonada reducida por renglones dc

cada una de las matrices aleatorias.

e) Para cada matriz aleatoria use la fórmula escalonada reducida por renglones panl es­

cribir la solución a los sistemas homogéneos asociados. Verifique el teorema L es decir.
que en este caso siempre hay llll número infinilO de soluciones.

(Para usar MATLAB pHra la generación dc matrices alentorias, remílase a la sección

anterior;1 los problemas de MATLAI3 de la sección 1.3.)

2. ¿Cuál es su conclusión acerca de la solución de un sistema homogénco cuya matriz de
coeficiente tiene mús renglones (ecuaciones) que columnas (incógnitas)? Resuelva los siste­
mas homogéneos cuyas matrices de coeficientes se d.m enseguidu. ¿Los resul¡¡¡dos confor­

man su conclusión?

1 2 3 O
-1 )

-1 4 5 -1 , 1 )
i. O , -6 2 ii.

O 2 -1
1 1 3

4 4 4
O 2 O 1

3. Balanceo de reacciones químicas

Al balancear reacciones químicas wles como la de la fotosíntesis

se buscan entcros positivos XI. x!. x 3 y x~. que no tcngan un divisor común diferente de l.

de manera que en

el número de úlOmos de cada elcmento químico involucrado es el mismo en cada hldo
de la reacción. El numero de útomos de un elemento quimico lo indica un subíndice: pOI
ejemplo. en C0

1
hay un {nomo de C (carbono) y dos átomos de O (oxígeno). Esto nos lle­

va a un sistema homogéneo de ecuaciones. ¿Por qué se obtiene un sistema homogéneo de
ecuaciones corno resultado del ··balanceo..?

C: SI

H:

o

~O

~O

Este sistcmll lÍene mús incógnitas que eelHlcioncs. por lo que se espera un número infinito

de soluciones. Para resolver el sistema se introduce la mat riz aumentada. se usa el comando
rref y se escribe la solución en términos de las varÍ<lbles arbitrarias. Uno de los requeri­

mientos scrú elegir las variables arbitrarias de manera que XI' .'., • .\", Yx~ scall enteros sin un
divisor comlln diferente de 1.
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Para los sistemas que aquí se presentan habrú llna variable arbitraria correspondiente a

la ültima columna de la rrcf (forma escalonada reducida por renglones) de la matriz de
coeficientes. La notación ":" se utiliza para encontrar 1<1 elección corrC¡;la de variables ar­
bitrarias para producir cnleros y asignar la variable z a la ultima columna de la rrl'f de la
malriz de coeficie11lcs. Se da el comando xx = rals(z). Éste desplegad los numeros de la

columna en forma de fracciones en lugar de decimales. También se puede dar el comando

format ra! y después se despliega xx (asegúrese de dar el comando formal shorl p¡lra regre­

sar ,1 la fOrm¡l normal).

(1) Resuelva el sistema anterior para la reacción de fotosíntesis y encuentre los enteros XI a
x~ sin común divisor diferente de 1 que la balancean.

h) Establezca el sistema de ecuaciones homogéneas que balancea la reacción entre:

Resuelva el sistemn y encuentre los enteros \"1 a x{,sin divisor común diferente de 1 que

balancea la reacción.

ID VECTORES y MATRICES

El estudio de vectores y matrices es la médula del úlgebra lineal. El estudio de vectores co­
menzó esencialmente con el trabajo del gran matematico irlandés Sir Wilham HamihOll
(180S-1865Y'. Su deseo de encontrar una forma de representar un cierto tipo de objetos en el
plano y el espacio 10 llevó a descubrir 10 que él llamó los Cllalemio/lc.I". Esta noción condujo al
desarrollo de lo que ahora se conoce como I"eclores. A lo largo de toda su vida y del resto del

siglo XIX hubo un debate considerable sobre la utilidad de los cuaterniones y de los vectores. Al

final dcl siglo el gran físico inglés Lord Kelvin escribió que los cuaterniones. "aun cuando son

bcllamente ingeniosos. han sido un mal peculiar para todos aquellos que los han manejado de
alguna manera y los vectores ... nunca han sido de menor utilidad para ninguna criatura."

Pero Kelvin estaba equivocado. En la actualidad casi todas las ramas de la física clásica y
moderna se representan mediante el lenguaje de vectores. Los vectores también se usan, cada

vez mas. en las ciencias biológicas y sociales.1

En la pagina 2 se describió la solución un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas
como un par de números (X, y). En el ejemplo 1.3.1 en la púgina 9 se escribió la solución a un

sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas como la terna de números (4. -2.3). Tanto (x. y)

como (4. -2. 3) son \·eelores.

DEFINICIÓN a Vector renglón de n componentes

Un vector de 11 componentes se define como un conjunto ordenado de 11 números escritos
de la siguiente manera:

(1)

•
I Ve'l I'l sembl'lnZil blb1logratICCI dI? H'lmllton en la pdgln'l 52

Un 'll1all,l, II1teres'lllte sobre el des'lrrollo del 'lnahsls veclOfl'll moderno se puede consullilr en el libro de MJ
Crowe, A Hls/uryof VeClol Alld/iSISINotre Dame Ulllverslly 01 Notre O"me Press. 1967) o en el excelente libro de
MOrfls Kllne, Mathemallcal Thought from AnCiPnt to Modem Times (Nuev'l York Oxford UniverSl1y Press, 1972.
capitulo 32)



DEFINICiÓN El

COMPONENTES

I! DE UN VECTOR

~ VECTOR CERO

EJEMPLO 1
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Vector columna de n componentes

Un '-ector columna de n componentes es un conjunlo ordenado de n números escritos de
la siguienle manera:

x,

(1 )

En (1) o (2). XI sc denomina la I)rimera componclll{' del vector. x!es la segunda COlllllOlI(.'llll'. yasi
sucesivamente. En términos generales.. x t se denomina ]¡, Ii-ésima componente del vec!Or.

Con el objeto de simplificar. con frecuencia se harú referencia a un vector renglón de 11 com­
ponentes como un ,·('(tor religión o un Il-l'cclor. Del mismo modo. se usará el término \'('t'lor eo­
Imuna (o lI-vcclOr) para denolar a un veclOr columna de 11 componentes. Cualquier \'cctor cuyos
elementos sean todos cero se denomina un "celor cero.

Cuatro vectores

los siguientes son vectores:

i. (3.6) es un vector renglón (o un 2-vector)

ii. [-;]"' un v«lO< columna (o un 3-v«lm)

¡ii. (2. ~ l. O. 4)) es un vector renglón (o un 4-vectorJ

o
O

iv. O es un vector columna y un vector cero.

O

O

la palabra "ordenado" contenida en la definición de un vector es de fundamental importan­
cia. Dos vectores con las mismas componentes escritas en diferente orden 110 son iguales. De
esta forma, por ejemplo. los vectores renglón (1, 2) Y(2. 1) no son iguales.

A lo largo del libro se resaltarán los vectores con letras minúsculas negritas como u. \'. a. b.
e. y asi sucesivamente. Un vector cero se denota por 0, Más aún. como en terminas generales
resultan'¡ obvio cuando se Irate de un vector renglón o de un vector columna. se hará referencia
a ellos simplemente como "vectores".

Los vectores surgen de diversas maneras. Suponga que el jefe de compras de una flibrica
debe ordenar cantidades diferentes de acero. aluminio. aceite y papel. Él puede mantener el
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[
10]. m...

control de las umdades a ordenar con un solo vector. El vector _ Il1dlca quc ordenara 10
unidades de ilcero. 30 unid'ldes de aluminio. etcctera, 1:>

60

Oh,\'CI'l'f1t'iríll. Se puede observar aquí por que el orden en que se escriben las componentes de

[
30] [10]. ·d I 15 30. "fiun vector es sumamente Importante. Es eVI ente que os vectores y _ tienen Slglll -

cados muy distintos para el comprador. 60 b10 60
Enseguida se dcscribinin .lIgunas propied:ldcs de los vectores. Puesto que seria repetitivo

hacerlo primero para los vectores renglón y despues J}<lr.l los \'ectores columna. se present.min
todas las definiciones en terminas de \'ectores columna. Los \'cetores renglón tienen definicio­
nes simil:lres.

Las componentes de todos los vectores en este texto son nllmeros reales o complejos.- Se
denota al conjunto de todos los IlllrnerOS reales por simbolo Vy al conjunto de nllmcros com­
plejos por símbolo C:.

El espacio simbolo 12"

Se usa el simbolo l?' para denotar al conjunto de todos los n·vectores

",
. donde cada al es un número real.

•
.-..... Oc manera similar. se usa el símbolo C· p.m¡ denotar al conjunto de todos los

e,

fI-\'cetores
e,

. donde cada c', es un numero complejo. En el capítulo 3 se analiz.min los con-

juntos símbolo IJ! (vectores en el plano) y simbolo O" (\-cctores en el espacio). En el capitulo 4
se examinarán los conjuntos <lrbitrarios de "cetores.

En términos reales los vectores son tipos especiales de matrices, Por lo tanto. en lugar de
estudiar las propied.¡des de los vectores se nnalizarún las propiedades de las matrices.

•
I Jn m con es un de loJ forma a'" lb en donde a vb o;on numefOS re;l!r.; el" I E l!'l

1 'ie CId na <Jl>!>(noc :.o de lo'> )me'os COf'I'IPll!lOS- No se h,¡bla de lIeclOres ~e¡os .:-¡ \lel rn,ta el
seran 1M en ~ en cap IL 6 P»r lo tan a~ QVl' se- P""'i1biezc:i1 de tllIiI milflE'fil, por el

QUE' :nponer.'
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DEFINICiÓN El Matriz

Una matriz A de m X "es un arreglo rectangular de mll numeras dispueslos en /11 ren­
glones y 11 columnas

al! (112 {/jj {/ l.

a
ll ti!l a!j al.

A~ (3)

"" a,! Q- Q.•

"., u. l
Q "-•

RENGLONES y

COLUMNAS DE

U_...::.UN::A,-M::A:.T::R~1Z

El símbolo 111 x 11 se lec '"111 por /1". A menos que se establezca lo contrario. sc supondrÍl siempre

que los numeros en una matriz o veetor son reales. El vector renglón ((ji!" a,:." ... l/l.) se llama rCIl-

COMPONENTE O

U__',,"o:M,,':.NT::O

tI!j "dglón iy el vector columna se llama columnaj. La t"omponí'1l1e o elemento 1] e A. denotado

MATflIZ CUAOflAOA1:::---""===
~ MATfl12 CERO

TAMAÑO DE

por ",' es el número que aparece en el renglón" y la columnasjde A. En ocasiones se cscríbir.i
la matriz A como A :::: (uJ. Por lo general. 1.\s malrices se denotar.i.n con letras mayusculas.

Si A es una matriz 111 X 11 con 111 :::: 11. entonces A se llam¡1 matriz cuadrada. Uml matriz
111 X 11 con lodos los elcmcnlos íguales a cero se denomina matriz cero de '" X 11.

Se dice que llna matriz JII X JI licnc tamaño JI/ X 11.

U UNA MATRIZ

NotQ histórica. El matemático inglés James Joseph Silvester (1814-1897) fue el primero que

utilizó el término -matriz· en 1850, para distinguir las matrices de los determinantes (que se

estudiaran en el capitulo 2). la idea era que el término "matriz· tuviera el significado de -ma­

dre de los determinantes~

EJEMPLO 2 Cinco matrices

Enseguida se presentan cinco mal rices de diferentes tamaños:

L (' 3) es una matríz de 2 x 2 (cuadrada).
4 2

') .2 es una matnz dc 1 X 3.

~] es una matriz de 3 X 2.
-2

ii. [-~

(
-3' 4ii i.

O
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[i
6 -2]¡v. I ; es una matriz de 3 x 3 (cuadrada).

-6

(~
O O ~Jes la matriz cero de 2 X 4.v.
O O

NotudólI COI/ P(lI'I¿",c.l'iJ {'mil/milo.\". En algunos libros las matrices se presentan dentro de pa­
rcntcsis cuadrados en lugar de paréntesis redondos. Por ejemplo, las primeras dos matrices del

ejemplo 2 se pueden escribir como

i. A=[~ ~] ii. A ~[-~ ~j
I -2

En este tcxlO se utilizarún exclusivamente paréntesis redondos.
A través dcllibro se hace referencia al renglón i, la columna} y lu componente Ude una

matriz para diferentes valores de i yj. Estas ideas se iluslrnn en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 Localización de las componentes de una matriz

Encuentre [as componentes (1 . 2). (3. 1) Y(2, 2) de

• Saludóu La componente (1,2) es el numero que se encuentra en el primer renglón y la segunda columna,
que se han sombreado: la componente (1,2) es 6:

~]4

2da columna

¡
6

-J

En las siguientes matrices sombreadas se puede ver que la componente (3. 1) cs 7 y la compo­
nente (2. 2) es - 3:

Ira columna 2da columna

¡ ¡

]0' "oglóo _ [i 6

~] ldo "oglóo- [i 6

~]-3 -3

4 4
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EJEMPLO 4

• Solución
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Igualdad de matrices

Dos matrices A ::: (a,.) y B::: (h.) son igmlles si (1) son del mismo tamai'lo y (2) las com-
u u

ponentes correspondientes son iguales.

Matrices iguales y matrices distintas

¿Son iguales las siguientes matrices?

(:
I

~)
(1 +3 I 2 + J)

i. -] Y 1+1 1- 4 6-6

ii. (-~ ~l y (~ -~l

(~ ~l (~
O

~)iii. Y I

i. Si; ambas matrices son de 2 x 3 y 1 + 3 = 4. 2 + 3 ::: 5. 1 + 1 ::: 2. 1 - 4 = -3 Y

6 - 6 ~ o.

ii. No: - 2 -:F- O. por lo que las matrices son distintas ya que. por cjemplo. las componcntes
(1. 1) son diferentes. Esto es cicrto aun cuando las dos matrices conticnen los mismos
númcros. Las componcntcs mrre.l'pondil'lllt's deben scr iguales. Esto significa que la
componcnte (1. 1) en A debe ser igual a 1<1 componcnte (l. 1) en B. etcetera.

iii. No: la primcra matriz es de 2 x 2 y la segunda es de 2 x 3. de manera que no tienen el

mismo tamano.

los vectores son matrices de un renglón o de una columna

Cada vector es un tipo especial de matriz. Asi, por ejemplo, el vector renglón de n

componentes (al' al"" eJ es una matriz de 1 X n, mientras que el vector columna de

",
n componentes

a,
es una matriz de n Xl.

Las matrices. al igual que los vectores. surgen en un gran número de situaciones prúcticas.

Po"jemplo. en In púgúm 46se nnnl;,ó In manm en que el 'CCIOC [i~] puede ,'pcesen"" Ins""'­

tidades ordenadas de cuatro productos distintos utilizados por un rabricantc. Suponga que se
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tienen cinco plantas diferentes. entonces la matriz de 4 x 5 podría representar las órdenes de

los cuatro productos en cada una de [as cinco plantas.

[ ~~ ~~ ~~ ~~
Q= 15 22 18 20

60 40 50 35

25]22

13

45

DEFINICiÓN a

Se puede apreciar. a manera de ejemplo, que la planta 4 ordena 25 unidades del segundo pro­
duelo mientras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producID.

Las matrices se pueden sUlllar y multiplicar por números reales.

Suma de matrices

Sean A = (a.) y B = (bij) dos matrices m X 1/. Entonces la suma de A y B es la matriz
m X 11, A + Bdada por

[

a" +b"
A+B=(a +b)= all +b21

ij ij. :

a"'l +b",¡

al, +bll

Un +' b"
a," +b'"]
G;!. +b!.

a"," + b",n

(4)

Así, por ejemplo, no es posible sumar las matrices (~ ~ ~) y

(mio",) (:Jy rilE, deór, ,on ;ncomp,@" b,jo la ,um,.

EJEMPLO 5

Es decir, A + B es la matriz m X 11 que se obtiene al sumar las componentes correspon­

dientes de A y B.

La suma de dos matrices se define únicamente cuando las matrices son del mismo tamaño.

r-~ -~] o 1" m,";ce,

Suma de dos matrices

4

3

3

-6

2

-5
:] + [ ~ ; : -~] ~ [ ~: ~~]
5 -2 1 4 4 -6 4 -1 9

I! ESCALARES Al manejar vectores se hace referencia a los números como escalares (que pueden ser reales o

complejos dependiendo de si los vectores en cuestión son reales o complejos).

Noto histórica. El término "escalar" encuentra su origen con Hamilton. Su definición de cuater­
nión incluia lo que él definió una "parte real" y una "parte imaginaria". En su articulo NOn Quar­

tenions, or on a New System of Imagineries in Argebra~ en Philo50phical Magazine, 3a. serie,
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25(1844):26-27, escribió; "la parte real algebraicamente puede tomar ... todos los valores con~

tenidos en la escala de la progresión de numeras desde el infinito negativo al infinito positivo; la

llamaremos. entonces, la porte escalar o simplemente el escalar del cuaternión..." En el mismo ar­

tículo Hamilton definió la parte imaginaria de su cuaternión como la parte vectorial. Aunque éste

no fue el primer uso que se dio a la palabra "vector~ si fue la primera vez que se usó en el contexto

de las definiciones contenidas en esta sección. Es importante mencionar que el artículo del que se

tomó la cita anterior marca el inicio del análisis vectorial moderno.

•

Multiplicación de una matriz por un escalar

Si A = (a) es una miltriz de m X 11 Ysi a es un escalar. entonces la matriz m X //. erA.

está dada por

[ aa"
aal!

...
aa, ]

erA =(all~)= a~ll
aan

...

:::':
(5)

0'0"1 0'(1 , ...
o- o.

Esto es aA = (0'(11) es la matriz obtenida al multiplicar cada componente de A por 0'. Si

erA = B = (b;l- entonces b¡¡ = er(liJPólra i = 1.2..... m yj = \.2..... //.

- Múltiplos escalares de matrices

-3 • ~1Enton= 2A =[ ~
-6 8 .]scaA=[ 3 1 4 2 8 l'

-2 J 5 7 -4 6 10 I~ .

[_'
_1 -i]

OA =[~
O O

~]-J A= ~;
,

_1 _1 -2 Y O O, ,
-1 -1 _1 O O, ,

EJEMPLO 7

• Sal"dó"

Suma de múltiplos escalares de dos vectores

El teorema que se presenta a continuación proporciona los hechos basicos sobre la suma de
matrices y la mulliplicación por escalares. Se demuestra la p;.lrtc ¡ji) y se deja el resto de la prue­
ba como ejercicio para el lector {\'ca los problemas 41 a 43).
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Sean A. B Ye tres matrices de m X " Ysean a y 11 dos escalares. Enlonces:

i. A + 0= A

ii. OA = O

¡ii. A + B = B + A (ley conmutativa para la suma de matrices)

¡v. (A + B) + e = A + (B + C) (ley asociativa para la suma de matrices)

v. o(A + B) = aA + aS (le)' distributh'3 para la multiplicación por un escal:Jr)

vi. IA""A

vii. (a + {3)A = aA + 1M

Nota. El cero en la parte 1) del teorema es la matriz cero de m X 11. En la parte ii) el cero
a la izquierda es un escalar mientras que el cero a la derecha es la matriz cero de m X 11.

0" al! 0,. b" b,z b"

Demostración de ¡ii. Sca A =
a!. a!: al.

B~
b" b" b"

Y

a., °., (1"," b., b..!
... ·b_

Porcnde

A+B=

a + b - b + a para cualesquiera

dos oumeros reales a yb \

all + bit

all + bZI

bll +011

b11 + all

al! + b,!

011 +bn

bu + DI:

bn + al:

al. +b,•

az. + b:.

=B+A

b"", +0,""

EJEMPLO 8 Ilustración de la ley asociativa para la suma de matrices

Para ilustrar la ley asociativa se observa que

[C 4
-2)+(2 -2 :)H~

-1
~)3 -1 O 1-1 1

=(~
2
;H~

-1

~H:
1

~l-2 1 -1

De igual manera

C 4 -2He -2
:H~

-1
~)]3 -1 O I -1 1

=G 4

-~H:
-3 :H: 1

~)-1 O -1



P ble as

1.5 Vectores y matrices 51

El ejemplo 7 ilustra la importancia de la ley asociativa de la suma de vectores ya que si se desea
sumar tres matrices o mús, únicamente se podrá hacerlo sumándolas de dos en dos. La ley aso­
ciativa indica que esto se puede llevar a cabo de dos maneras diferentes obteniendo el mismo re­
sultado. Si no fuera así, seria más difícil definir la suma de tres o más matrices ya que tendría que
especificarse si se quiere definir la suma de A + B + e como (A + B) + e o como A + (B + C).

AUTOEVALUACIÓN

1. ¿Cuál de las siguientes asewraciones es cierta para la matriz

(; 2

-1

a) Es una matriz cuadrada.

b) Si se multiplica por el escalar -1, el producto es (-1
-7

el Es una matriz de 3 x 2.

-2
,

(
3 ,

d) Es la suma de
7 2

4) (-2 ')
O Y O O

11. ¿Cuál de los incisos es 2A - 48 si A = (2 O O) YB = (3 I)?

a) (-8 -4)

b)(501)

e) (16 -4 O)

ti) Esta operación no se puede realizar.

111. ¿Cuál de las siguientes afirmaciones t·s cierta cuando se encuentra a diferencias (res­
tas) de dos matrices?

a) Las matrices deben ser del mismo tamaño.

b) Las matrices deben ser cuadradas.

e) Las matrices deben ser ambas vectores renglón o vectores columna.

áJ Una matriz debe ser un vector renglón y la otra un vector columna.

IV. ¿Cuales serían los elementos de la segunda columna de la matriz B si

0)+ 8~(0 OO)?
-] O O O

a) -2, -8, ]

c)2.8,-]

b) 4, -8

ú) -4, 8

V. ¿Cuál de las siguientes debe ser el segundo renglón de la matriz B si 3A - B = 2e
para

-~ ;Jyc~[~ ~ ~J?
2 O O O ]



SEMBLANZA DE •••

Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865

Sir William Rowan Hamilton nadó en Dublín en 1805, en donde
pasó la mayor parte de su vida. y fue sin duda el más grande ma­
temático irlandés. El padre (un abogado) y la madre de Hamil­
ton murieron cuando era apenas un niño. Su tio, un lingUlsta, se
hizo cargo de su educación. A la edad de cinco años, Hamilton
podía leer inglés. hebreo, latin y griego. Cuando cumplió los 13
dominaba, ademas de los idiomas del continente europeo, sans­
(rito, chino. persa, árabe, matasio, hindú, bengalí y varios otros.
Hamilton disfrutaba escribir poesía, tanto en su infanda como en
la vida adulta, yentre sus amigos se contaban los grandes poetas
ingleses Samuel Taylar Coleridge y William Wordsworth. Sin em­
bargo. la poesía de Hamilton se consideraba tan mala que resul·
tó una bendición que desarrollara otros intereses, especialmente
aquellos relacionados con las matemáticas.

Aunque disfrutó las matemáticas desde niño, el interes de
Hamilton creció de manera importante despues de un encuentro

casual a la edad de 1Saños con Zerah Colburo, el americano que
calculó las descargas electricas de los rayos. Poco despues, Hamil­
ton comenzó a leer los libros importantes de matemáticas de su
tiempo. En 1823. a los 18 años, descubrió un error en la Mécanique
cé/este de Simon laplace y escribió un articulo impresionante so­
bre el tema. Un año más tarde entró al Trinity College en Dublín.

la carrera universitaria de Hamilton fue sobresaliente. A los
21 años, siendo todavía estudiante de licenciatura, había impre­
sionado a tal grado a sus maestros que fue nombrado Astróno­
mo Real de Irlanda y profesor de Astronomía en la universidad.
Poco después escribi610 que ahora se considera un trabajo c1ási·
ca en óptica. Haciendo uso unicamente de la teoría matemática,
predijo la refracción cónica en cierto tipo de cristales. Más tarde
los físicos confirmaron esta teoría. En parte debido a este trabajo,
Hamilton fue armado caballero en 1835.

El primer articulo puramente matemático de Hamitton apa­
reció en 1833. En él describió una manera algebraica de manipular
pares de numeras reales. Este trabajo sienta las reglas que se usan
hoy en dia para sumar, restar, multiplícar y dividir numeros com­
plejos. No obstante, en un principio. Hamilton no pudo desarrollar
una multiplicación para temas o ,...eadas ordenadas de numeros
para n > 2. Durante 10 años estudió este problema, y se dice que
lo resolvió en un rato de inspiración mientras caminaba por el
Puente de Brougham en Dublin en 1843. la dave era descartar la
conocida propiedad conmutativa de la multiplicación. los nuevos
objetos que creó se llamaron cuaterniones, que fueron los precur·
sores de lo que ahora se conoce como vectores. En la actualidad,
una placa incrustada en el puente cuenta la historia.

S1r..-- ... H.....
f Thr Gmngrr roIl«rionJ

Ai¡ul, mientras caminaba
el 16 de ocrubre de 1843,

Sir Wi/liam Rowan Hamilton

descubrió, en un instante de
genialidad, la fórmula fundamental

poro la multiplicación de cuaterniones

p=f=Je=ijk=-1

y /0 grabó en uno piedra de este puente.

Durante el resto de su vida, Hamilton pasó la mayor parte del

tiempo desarrollando ei álgebra de cuaterniones. ~I suponía que
tendrian un significado revolucionario en la física matemática.
Su trabajo monumental sobre este tema, Treatise on Ouaternions,
fue publicado en 1853. Más tarde trabajó en una extensión del
tema, E/ements of quaternions. Aunque Hamilton muríó en 1865
antes de terminar esta obra, su hijo publicó el trabajo en 1866.

los estudiantes de matemáticas '1 física conocen a Hamil·
ton dentro de muchos otros contextos. En física matemática. por
ejemplo, se encuenlra la función hamiltoniana que con frecuen­
cia representa la energía tolal de un sistema, y las ecuaciones
diferenciales de dinámica de Hamilton-JacobL En la teoria de ma­
trices, el teorema de Hamillon·Cayley establece que loda matriz
satisface su propia ecuación caracterislica. Esto se estudiará en
el capítulo 6.

A pesar del gran trabajo desarrollado, los ultimas años de
Hamilton fueron un tormento. Su esposa estaba semiinválida y
el fue atacado por el alcoholismo. Es gratificante, por lo tanto, se­
ñalar que durante esos últimos años la recien formada American
Nacional Academy of 5ciences eligió a Sir William Rowan Hamil­
Ion como su primer miembro extranjero.



a) -3,2.6

e) 3. -2,6

h) O. -2.9

ti) O. 2. -9
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1. a + b 2. lb 3. 5:.1

4. -2e 5. b + 3e 6. 2a - 5b

7. -3b + le 8. -5a + 3b 9. Oc

10. a + b + c 11. la+4b-3e 12. 3a - lb + 4e

13. 3b - 7c + 2a

En los problemas 14 a 26 realice los cálculos indicados con a = (3. - 1, 4, 2). b = (6, O. - l. 4)

yc~(-I.l.1.5).

14. a + e 15. b - 3 16. e - a

17. 4c

20.2a-c

23. c-b+2a

18. -2b

21. 4b - 7a

24. 3a - 2b - 4c

19. 7b + 4c

22. a + b + c

25. 33 - 2b + 4c

26. aa + f3b + ye

En lo[~~rO~I]'mas 27 a 44 "ali" bs op,,"cion,, indie<,das con A ~ [ _ ~
C= 4 6 .

-7 1

l] [-2 0]5.B= 1 4 Y

2 -7 5

27. lA 28. A+B 29. C-A

30. A-e 31. le - 5A 32. OB (O es el cero escalar)

33. -7A + 38 34. 6B-7A +OC 35. A+B+C

36. C-A - B 37. B - A - 2e 38. 2A - 38 + 4C

39. 7C-8+2A

40. Encuentre una matriz D tal que 2A + B - D es la matriz cero de 3 x 2.

41. Encuentre la matriz E tal que JI + 2B - 3C + E es la matriz cero de 3 x 2.

42. Encuentre llna matriz D tal que 2A + 8 ~ D sea la matriz cero de 3 x 2.

43. Encuentre una matriz E tal que A + 28 + 3E sea la matriz de 3 X 2cuyos elementos todos

son uno.

44. [1-IJ [-1Dados A= 2 3 Y B= 2

3{2A + B + X} = 5(X ~ A + Bl

~). resuelva la siguiente ecuación para X:
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En los[p;Obl:m'I;]45 u 54 r"d", 10,,:lIe,,105 ind"ud05 con A ~ [~ - ~ -n B ~ [; _~ ~]
yC= 3 1 O

O -2 4

45. A - 28

48.A+B+C

51. e - A - B

46.3A-C

49. lA - B + 2e

52. 4C - 2B + 3A

47. 38 - 2A

SO. 3A + 2B - 4C

,
Figura 1.7

,

5

Figura 1.8

2

,
3

53. Encuentre una matriz DIal que A + B + e + D es la matriz cero de 3 X 3.

54. Encuentre una matriz E lal que 3C - 2B + 8A - 4E es la matriz cero de 3 X 3.

55. Encuentre una matriz D tal que A + B + e + D sea la matriz cero de 3 X 3.

56. Encuentre una matriz E lal que A + 28 + E - 3C sea la matriz de 3 x 3 cuyos elementos
todos son uno.

57. Sea Aunu m'trizde3 X 3 talque A~[:]~r:Jy A~[ -:]~[~l Calcular A~[I:]
58. Sea A = «(/i) una matriz de m X 11 Ysea o: la matriz cero de 111 X 11. Utilice las definiciones

5 y 6 para demostrar que OA = o: y que 0+ A = A. De igual manem. muestre que lA = A.

59. Si A = «(1). B = (b,) Y e = (e...' son tres matrices de m X 11. calcule (A + B) + e yA +
(B + C) y muestre que son iguales.

60. Si a y 13 son escalares y A YBson matrices de m X 11. calcule a(A + B) y erA + aB y muestre
que son iguales. Calcule adem{IS (a + 13) A yaA + f3A y muestre que son iguales.

61. Considere la "grúfie,l" quc une los cuatro puntos de la figura 1.7. Construya una matriz de

4 X 4 que tenga la propiedad de que {ji} = Osi el punto i no está conectado (unido por una

linea) con el puntoj y lI;¡ = 1 si el punto i está conectado con el punlo j.

62. Haga lo mismo (construyendo una malriz de 5 X 5) para la gr.iJica de la figura 1.8.

63. En la fabricación de cierto producto se necesitan cuatro materias primas. El \'cctor

d ~ [~~] representa una demanda dada de la rúbrica para cada una de las cuatro materias
ti,

ti,

primas para producir una unidad del producto. Si d es el vector dcmanda de la fúbrica 1 y
e es el vcclor demanda de la fábrica 2. ¿qué representan los vectores d + e y 2d?

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. b) 11. d) 111. a) IV. b) V, b)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Suma ~. multiplicación por un escalar en la HP50g

La manera mas sencilla de sumar dos matrices del mismo tamaño es introducir primero
cada matriz y dar a cada una un nombre (como A22 y B22).

(2, 2) (ENTER) RANM / 22 / (STO.) ~2) 2) (ENTER) RANM / 822 / (STOI)

[-oc" ,
[ ' -,-, ,

La función RANM produce una matriz de dimensión 1n,m} con elementos aleatorios.
Después, para obtener A22 + B22 o A22 - B22 se oprime

A22 (ENTER) 822 (ENTER)(IJ A22 (ENTERJ 822 (ENTERlc=J

Para obtener erA22. primero gurdamos el valor de alpha utilizando }¡l siguiente se·
cuencia

La multiplicación se obtiene utilizando la siguiente secuencia

• MATLAB 1.5

l. El presente problema proporciona la práctica necesaria para trabajar con la notación ma·
nicíal al igual que con los procedimientos que se usarán en problemas futuros. En los pro­

blemas anteriores. al realizar la operación con renglones R. --t R. + eR. se encontraba. por, , '
mera observación. el multiplicador c. Este multiplicador (' se puede calcular con exactitud
a partir de los elementos de la matriz.

Ejelllplo

[
a bcd e]

A= O O f g h

O O I j k

Para crear un cero en la posición que ocupa i se necesita R
J

--t R
J

+ (-i/f)R.,. Observe que
f= A(2. J) Y que i = A(J. 3):

c~ -A(3,3)/A(l,3)

En términos generales. e = -(elemento que debe hacerse cero/pivote usado):

A(3,') ~ A(3,,) + c'A(l,,)

a) Para la matriz que sigue realice las operaciones con renglones R
j

--t R
j

+ cR¡ para ob­
tener la matriz en forma escalonada por renglón (no la forma escalonada reducida por
renglones). excepto que el elemento pivote no necesita ser 1. (No multiplique ni divida
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un renglón por un número para crear unos.) Encuenlrc todos los multiplicadores usan­
do la nolación de matrices anterior. Para esta matriz sus multiplicadores seran números
sencillos para que pueda "crificar conforme el proceso avan7..1:

h) Oprima

A=[ ~-)

1

2

4

-6

2

-2

-1

12

-2

o
O

2

-4

11-4

-12

-5

A = rand(4,5)

A(:,3) = 2*A(:,I) + 4*A(:.2)

Siga las instrucciones del inciso aJ. Asegúrese de calcular los multiplicadores usando 1:1
notación matricial.

Vea el problema 2 de MATLAB en la sección 1.10. una situación en la que se quiere
realizar ellipo de reducción que se acaba de describir.

2. CUnlclcrislicas de ;\ IATLA B. /,,'rodll("don cfid!!",/! de matrices Ji!¡per:m.f

a) En el problema 60 se le pidió que estableciera matrices para gnificas en las que

" = {I• O
si el punto; está conectado con el punto j

deOlm manem

Para la mayor pane de este lipo de gráficas la matriz consisle en muchos ceros y algunos
unos. En MATLAB se puede introducir una matriz con ceros en todos sus elementos y

después modificarla renglón por renglón.

Considere la siguiente grúfica:

2

a = zeros(5)

5

)

4

.(1,12

.(2.11

41) = 1I I1
) 41l = 1I I1

(1 esta conectado con 2 y 4)

(1 está conectado COIl l. 3 Y4)

y así sucesivamente

Termine de inlroducir la matriz anterior y verifique el resultado con su respuesta al
problema 61.
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h) Considere la siguiente grúfica dirigida

[1)

[2)

[4] arista 8 [5)

Defina

¡I si la arislaj va al nodo i
(/.= -1 si la arislajsaledel nodo;
" O de otr<l manera

¿,De que tamaiio serú A? Introduzca A=zeros(n,m). donde 11 es el número dc renglones y
111 es el número de columnas (doc zeros). Se modificará A columna por columna viendo
una arista a la vez. Por ejemplo.

A([1 21,1) = 1-1;11
A(4 51,8= 11;-11

la arista I sale del [1] y va al [2J
la ariSla 8 sale del [5] y va al [4]

Complete el proceso anterior para enconirar A.

3. (1) Introduzca cualesquicra dos matrices A y Bde distinto tamaiio. Encuentre A + B; ¿qué
le dice MATLAB'?

h) Introduzca cualesquiera dos matrices A y Bdel mismo tamaiio. Suponga que ses un es­
calar. De sus conocimientos algebraicos sobre hls manipulaciones con números, ¿a qué
conclusión lIegaria sobre las relaciones s* A. s*B y s*(A +B)? Utilice una linea dc comen­
lario para escribir esta conclusión. Pruebe su conclusión con tres elecciones diferentes
de s. Pruebe su conclusión con otra elección de A y OIra elección de 8 para trcs valores
de s. (Si va a usar MATLAB para generar matriccs aleatorias. consulte la presentación

anterior de problemas de MATLA B 1.3.)

111 PRODUCTOS VECTORIAL Y MATRICIAL

En esta sección se analizará la form¡¡ en la cual se pueden multiplicar dos matrices. Es obvio
que se puede definir el produclO de dos matrices de /JI x 11, A = ((/ii) y B = (hij) como la matriz
111 X 11 cuya componente ij es (I.b .. Sin embargo. para casi todas las ¡¡plicaciones importantes

,¡ ,¡

que usan matrices. se requiere de otro tipo de produclO. Explicaremos las razones de esto.

EJEMPLO 1 Producto de un vector de demanda y un vector de precios

Suponga que un fabricantc produce cuatro artículos. Su demanda estú dada por cI \'Cl~tor de de­
manda d = (30 20 40 10) (una matriz de 1 X 4). El precio por unidad que recibe el fabricante

por los artículos estú dado por el Yeetor de precios P = [m] (una matriz de 4 Xl). Si se cumple

$40
la demanda. ¿cuanto dinero recibirá el fabricante?
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La demanda del primer artículo es 30, y el rabricante recibe $20 por cada artículo vendido. Por
consiguiente recibe (30){20) = $600 de las ventas del primer articulo. Si se sigue esle razona­
mienlo. se ve que la cantidad tolal de dinero que recibe es

(30)(20) + (20)( IS) + (40)( 18) + (10)(40) ~ 600 + 300 + 720 + 400 ~ $2 020

Este resuhado se escribe como

(30 20 40
20]I -

10) , ~ 2020
lB

40

DEFINICIÓN a

Es decir. se multiplicó un vector renglón de 4 componentes y un vector columna de 4 compo­
nentes para obtener un escalar (un número real).

En el último ejemplo se multiplicó un vector renglón por un vector columna y se obtuvo un
escalar. En términos generales se tiene la siguiente definición.

Producto escalar

:~] dos vectores. Entonces el producto l.-'"SCal:lr de a y b denotado
11

b.

por a . b, está dado por

(1)

Debido a la notación cn (1). el producto escalar se llama con frecuencia producto punto o
producto interno de los vectores. Observe que el producto escalar de dos n-vectores es un
escalar (es decir, es un número).

Al tomar el producto escalar de a y b es necesario que a y b tengan el mismo número de com­
ponentes.

A menudo se tomará el producto escalar de un vector renglón y un vector columna. En este
caso se tiene

ProduclO escalar

vector renglón 1 x n

(a"a,,1,a.ÜJ ~a,b, +a,b
r
+ +a,b.

1 Éste es un número real (un escalar)

vector columna n x 1

(2)

•
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EIIIDIIL__P_<o_d_u_"_o_e_"_a_'_a_'_d_e_d_o_,_v_e_"_o_,_e_,_

Sea' ~[-iJy b~[-H Caleule,' b.

• Solució" ,. b ~ (I)(J) + (-2)(-2) + (J)(4) ~ 3 + 4 + 12 ~ 19.

EIEDIL__P_,o_d_u_ct_o_e_"_a_'_a_'_d_e_d_o_,_v_e_"_o_,_e_,_

Sea' ~(2. -3.4. -6)y b~[~]' C,leulca' b.

•• Solució"

TEOREMA a

Aqui,' b ~ (2)(1) + (-3)(2) + (4)(0) + (-6)(3) ~ 2 -6 + O-18 ~ -22.

El1eorema se presenla a continuación y se deduce directamente de la definición del producto
escalar. Se demuestra la parte ii) y se deja el resto como ejercicio.

Sean a, b y e tres l/-vectores y sean a y {3 dos escalares. Entonces

i. a'O=O

Prueba de ii)

ii.a·b=b·a

iii. a· (b + e) = a . b + a . e

iv. (aa)' b = o(a . b)

[
a,] lb,]

Sean ,~ ~~ y b ~ ~: .

Entonces

(ley conmutativa del producto escalar)

(ley distributiva del producto escalar)

ab = ba para

cualesquiera dos números {/ y h

Observe que /10 existe una ley asociativa para el producto escalar. La expresión (a . b) . c =

a . (b . e) no tiene sentido porque ninguno de los dos lados de la ecuación est¡'¡ definido. Para
el lado izquierdo. esto se concluye a partir de que a . b es un escalar y el producto escalar del
escalar a . b Yel vector e no está definido.

Ahora se define el producto de dos matrices.
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Producto de dos matrices

Sea A = (a) una matriz m X 11. Ysea B = (h) una matriz" x p. Entonces el produclo de
A y B es una matriz m X p. e = (e)_ en donde

C,,= (renglón ¡de A)' (columnajdc B) (3)

Es decir. el elemento ij de AB es el producto punto del renglón i de A y la columna} de B.
Si esto se exliende, se obtiene

(4)

Si el número de columnas de A es igual al numero de renglones de B. entonces se dice
que A y B son compatibles bajo la multiplicación.

Dos matrices se pueden multiplicar unicamente si el número de columnas de la primera
matriz es igual al número de renglones de la segunda. De olra modo, los vectores que
forman el renglón" en A y la columna} de B no tendrán el mismo numero de compo-.
oentes y el producto punto en la ecuación (3) no estara definido. Dicho de otro modo.

las matrices A y B serán incompatibles bajo la multiplicación. Para ilUslrdr esto se con­

sidemn las siguientes matrices de A y B:

columnaj de B

"" "" a,. ¡
(1" (/!l a,. b" bl2

... b,¡ b"

b" b" b,¡ b!p

renglón i de A _ a" a¡~ a,
b., b.2 boj b

~

a., a., a-
Los vectores renglón y columna sombreados deben tener el mismo número de compo­

nentes.

IIIIIIIIDIIIIL_P_ro_d_"_<t_o_d_e_d_o_,_m_a_tr_i_ce_'_d_e_2_X_2__

. (1 3) (3 -2)SI A= yB= .calculeAByBA.
-2 4 5 6

•• Soludón A es una matriz de 2 x 1 y B es una matriz de 2 x 1. entonces e = AB =(2 x 2) x (2 x 2)
también es una matriz de 2 x 2. Si e = (e¡). ¿cwi.l es el valor de "117 Se sabe que

('11 = (1<' renglón de JI)' (1" columna de B)
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Reescribiendo las matrices se tiene

la columna de B

j

lerrenglóndeA-( I 3)(3 -2)
-2 4 5 6

Así.

cll=(1 3)(~)=3+15=18

De manera similar. para calcular el, se tiene

2da columna dc B

j

IcrrcnglóndCA-( -~ ~)(~ -~)

y

c,,~(1 3)(-~)~_2+18~16

Siguiendo el procedimiento se encuentra que

en =(-2 4)(;)=-6+20=14

y

Entonces

e" =(-2 4)(-~)=4+24=28

(
18 16)

C=AB= 14 28

De manera similar. sin escribir los pasos intermedios, se ve que

(3 -2)( I 3) (3+4
C'=BA= 5 6 -2 4 = 5-12

9- 8) ( 7
15+24 = -7 3~ )

EJEMPLO 5

ObSCrl'(fáólI. El ejemplo 4 ilustra un hecho sumamente importante: en Términos genemles. el

produclo de //Iarrices /JO es eVlI/nl/laril'o. Es decir. A B *- BA. En ocasiones ocurre que AB = BA,
pero se trata de una excepción. no de una regla. Si A B = BA se dice que A y B conmutan. De
hecho, como lo ilustra el siguiente ejemplo, puede ocurrir que AS esté definida y SA no lo esté.
Asi. debe tenerse cuidado en el ordcn de la multiplicación de dos matrices.

El producto de una matriz de 2 x 3 y una de 3 x 4 esta definido

pero el producto de una matriz 3 x 4 y una de 2 x 3 no lo está

B =[ ~
-3

-~ : -~J. Calcule AS.

I 2 3
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•• Solució"

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Primero observe que A es una matriz de 2 X 3 YB es una matriz de 3 x 4. Por lo que el numero
de columnas de A es igual al numero de renglones de B. Por lo tanto. el producto AH está defi­
nido y es una matriz de 2 X 4. Sea AH = e = kl'). Entonces

c" =(2 O -3).[ _~]=23

c,,=(2 O -3)m=2

c,,=(4 15)U]=15

cn =(4 15).[~]=26

c" =(2 O-3fiJ=-5

c,,=(2 O -3)[-:]=5

c,,=(4 15f!]=6

c,,=(4 1 5).[-~]=39

EJEMPLO 6

Así. A8 = (~~ -~ 2~ 3~l Esto completa el problema. Observe que el prodUCIO DA no esta

definido ya que el número de columnas de B (cuatro) no es igual al numero de renglones de A

(dos).

Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa

En el siguiente ejemplo se muestra la forma en la cual se puede usar la multiplicación de matri­
ces pilra modelar la manera en que se extiende una enfermedad contagiosa. Suponga que cua­
tro individuos han contraido es1<t enfermedad. Este grupo entra en contacto con seis personas
de un segundo grupo. Estos con lactas. llamados COI/laCIOS dir('e/m·. se pueden representar por
una matriz de 4 x 6. Enseguida se da un ejemplo de este tipo de matrices.

Matriz de contacto directo: primero y segundo grupos

A: [~ ~ ~ ~ ~ ~]
O O O I O

I O O O O 1

En esle caso se hace a = I si la j-csima persona del primer grupo cnlm en contaclo con la
"j·ésima persona del segundo grupo. Por ejemplo. el 1ellla posición (2.4) significa que la segun-

da persona del primer grupo (infectada) entró en contaclo con la cuarta persona del segundo
grupo. Ahora suponga que un tercer grupo de cinco personas tiene vilrios contactos directos
con individuos del segundo grupo. Esto también se puede representar mediante una matriz.



TEOREMA E3I

1.6 Productos vectorial y matricial 63

Matriz de contacto directo: segundo grupo y tercer grupo

O O [ O [

O O O [ O

O [ O O OB:
I O O O I

O O O [ O

O O [ O O

Observe que b~ = O. lo que quiere decir que la sexta persona del segundo grupo no tiene con­
tacto con la cuarta persona del tercer grupo.

Los contactos indirectos o dl' Jegulldo orden cntre individuos del primero y tercer grupos se
representan mediante la matnzde 4 X 5 e = AB. Para ver esto. observc que una persona del gru­
po 3 puede quedar contagiada por alguien dcl grupo 2. quien a su \'ez fue contagiada por alguien
del grupo l. Por ejemplo. como (f1~ = l Ybl,j = 1 se vc quc. indirectamente. la quinta persona del
grupo 3 tuvo contacto (a traves de la cuarta persona del grupo 2) con la segunda persona
del grupo l. El numero total de contactos indirectos entre la segunda persona del grupo 1 y la
quinta persona del grupo 3 esta dado por

= 1·1 +0·0+0'0+ 1·1 +0·0+ 1·0=2

Ahora se calcula.

Matriz de contacto indirecto: primero y tercer grupos

e = AB = [: H~ ~]
O O 2 o [

Observe que únicamente la segunda persona del grupo 3 no tiene contactos indirectos con lu
enfermedad. La quinta persona de este grupo tiene 2+ l + I =4 contactos indirectos.

Se ha visto que las matrices. en general. no conmutan. El siguiente teorema muestra que la
ley asociativa si se cumple.

ley asociativa para la multiplicación de matrices

Sca A = (lly) una matriz de 11 X 11/. B = (b~) una matriz de 111 x p ye = (c.) una matriz
de p X q. Entonces la le)' asociath'a

A(BC) =(AB)C (5)

secumple yA Be. definida porcualesquiera de los lados de laecuación (5). es una matnzde
n Xq.
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TEOREMA E3

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

La prueba de este teorema no es dificil. pero es laboriosa. Se desarrolla mejor usando la nota­
ción de sumatoria. Por esta razón se pospone hasta el final de esta sección.

Dc aqui en adelante se escribir:i. el prodUCID de tres matrices simplemente como A Be. Se
puede hacer esto porque (A O)e= A(BC): entonces se obtiene la mismo. respuesta independien­
temente de cómo se lleve a cabo la multiplicación (siempre y cuando no se conmute ninguna
de las matrices).

La ley asociativa se puede extender a productos de más matrices. Por ejemplo. suponga que
AB. Be y CD están definidas. Entonces

ABCO = A(B(CO)) = «AB)C)O = A(BC)O = (AB)(CO) (6)

E:{istcn dos leyes distributivas para la multiplicación de matrices.

leyes distributivas para la multiplicación de matrices

Si todas las sumas y todos los productos siguientes están definidos, entonces

A(H + q = AH + AC

y

(A + B)C= AC+ BC

Las demostraciones se presentan al final de la sección.

MULTIPLICACIÓN DE i\"lATRICES COMO UNA COMBINACiÓN LINEAL
DE lAS COLUMNAS DE A

Sea A una matriz de '" x 11 y X un vector de 11 X 1. Considere el producto

a" al! a" x, all.Tl + QU.Tl +···+a .T,..
a" a!! al_ x, a~I.T1 + Qll.Tl +···+a .T

Ax =

1__

a., a., a- x. ".. IXI +a.. l Xl + ···+a-x.
o

["
al! [".a!1 ti:! a,

AX=.TI : + Xl +···+x. :-

a., a.! a_

(7)

(8)

(9)
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""
a21

Observe que c l =

al:

an
es la primcra columna de A. e, = es la segunda columna dc A. y

asi sucesivamente. Entonces (9) se puede escribir como

(10)

EJEMPLO 7

El lado derecho de la expresión (10) se llama combillllción lineal de los vectores CI' cr .... cn' Las
combinaciones lineales se eSlUdiaráll con detalle en la sección 4.4. Aquí simplemente se observa

el siguiente hecho de interés:

El producto de la matriz A de 111 X 11 Yel vector columna x es una combinación lineal
de las columnas de A.

Suponga ahora que B es una matriz de 11 X p. Sea e = AB Ysea el la primera columna de C.
Entonces

allbll + al,b!1 + + al"b"l

(l2Ib" + (/"bl, + + a¡"b",
e =,

(/11 al! (11 "

=b
ll

(1, I

+ b!,
(In

···+b
a,,,

+ .,

"-
es igual a la combinación lineal de las columnas dc A. Lo mismo se cumple para todas las co­
lumnas de e = AB. donde se ve que

Cada columna del producto AB es una
combinación lineal de las columnas de A.

•
Cómo escribir las columnas de AB como combinación lineal de las columnas de A

[

-3

Entonces AB = 10

]J

-15]26 . Ahora bien

J2
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EJEMPLO 8

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

y

MULTIPLICACiÓN DE MATRICES POR BLOQUES

En cierlas situaciones es prudcn\c manejar las matrices como bloques de matrices m{¡s peque­
ñas. llamadas submatrices. y despues multiplicar bloque por bloque en lugar de componente
por componente. La multiplicación en bloques es muy similar .. la multiplicación normal de
matrices.

Multiplicación por bloques

-1 2 4 1 4

iJ
Considere el producID A8~[ ~ O 4 5 2 -1

1 2 -3 -3 2

-2 3 5 O O 1

ElleClOr debe verificar que este producto este definido. Ahora se rcaliza una partición de estas
matrices mediante lineas punteadas.

1 -1 2 4 4 3
2 O 4 5 2 -1 O

+:- -:-E- :~]AB=

1 1 2 -3 -3 2 1 K

-2 3 5 O O 1 2

Exislen otras maneras de rormar la partición. En este caso e = (~ - ~). K = (~) y así su­

cesivamente. Si suponemos que todos los productos y las sumas de matrices estan definidos. se
puede multiplicar de manera normal para obtener

AB=(~ ~)(~ [

CG+DJ

:)= -----
EC+FJ

I CH+DK]

: ~f~:~~
Ahora

4))-1 5).
-1 l 2 8

y

(-7 13)CC+DJ= .
-10 21
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De manera similar

y

EH+FK=( =:)

(
13) ( -JEl lector debe verificar que eH + DK = Y EG + FJ =
20 -11

4) de manera que
-1

-7 13 IJ

~;:~n=
-7 IJ

I J ]AB=l=~~~~
-10 21 20

-10 21 20
-J 4 -1EG + F.I -3 4 -1

-11 -1 -1
-11 ~I -1

Ésta es la misma respuesta que se obtiene si se multiplica A B directamente.
Cuando se hace una partición de dos matrices y. al igual que en el ejemplo 8. todos los

productos de submatrices están definidos. se dice que la pélftición es conformante.

Dos matrices que son conmutativas~'---------'---------

Suponga que las matrices A y B son cuadradas y que se hacen particiones confortantes dc

e = (~ ;) y D = (~ ~). M uestre que e y D son conmutativas. Aquí O denota la matriz

cero e I es una matriz cuadrada que tiene la propiedad de que Al = lA = A siempre que estos
productos estén definidos (vea la pagina 95).

•• Solución

en donde f! = r· l. Del mismo modo

DC=(~ B)(I A)=( I'+B·O IA+BI,)=(I A+B)
I O I 0·1+1·0 O·A+I' O 1

Como B + JI = A + B. CD = OC, es decir. las matrices son conmutativas.
Para poder probar los teoremas 2 y 3 Ypara estudiar muchas otras partes del material de

este libro es necesario utilizar la l10wciún de sulI/atoria. Si el lector no estú familiariz<ldo con
ella. conforme avance en el libro obtendrú suficicnte información al respecto. Oc otra manera
puede ir directamente a las demostraciones de los teoremas 2 y 3.
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LA NOTACiÓN CON 2:
Una suma se puede escribir" de la siguiente manCfH. si N ~ /l'!.

"

a\1 +(/,\1+1 +(/,\1+1 + "+0", = IOj
¡·w,\[

(11 )

SIGNO üE

L!:. SUMATORIA

L!,~i'~D~""'CD~'C'-''''-'~"~M"A

EJEMPLO 10

•• So/ución

EJEMPLO 11

•• Solución

EJEMPLO 12

• Solución

que se Icc "suma de Jos términos al cuando el valor de k va de M a N", En eslc contexto L se
llama signo de sumatoria y k se conoce como índice de la suma.

Interpretación de la notación de sumatoria

Extienda la suma LA.,.,

Comenzando con k = 1Yterminando con k = 5 se obtiene
,
Lb, =b, +b1 +b! +b4 +b~,.,

Interpretación de la notación de sumatoria

,
Extienda la suma Le",.,

Comenzando con k = 3 Yterminando con k = 6 se obtiene

,
Le¡ =C] +C4 +Cs +C

6,.,

Interpretación de la notación de sumatoria

;

Calcule Le.
• --1

En este caso al. = /.:.2 Y /.:. va de - 2 a 3.

,
í>' ~ (-2)' + (-1)' + (O)' + l' + 2' + J'

¡m-l

=4+1+0+1+4+9=19

Nnra. Al igual que en el ejemplo 12. el índice de la sutllatoria pucde tomar valores enteros
negativos o ccro.

•
9 El matemátICo suizo Leonhard Euler 11707-17831 fue el pnmero en US<ir la letra griega L (sigma) para denotar una suma



EJEMPLO 13

• Solució"

EJEMPLO 14

1.6 Productos vectorial y matricial 69

Cómo escribir una suma usando la notación de sumatoria

Escriba la suma S" = 1 - 2 + 3 - 4 + 5 - 6 + 7 - 8 usando el signo de sumatoria,

Como I = (- 1)2. -2=(-1)3. 2. 3=(- 1)4. 3 ... se tiene

,
S, ~ II-I)H'k,.,

Cómo escribir el producto escalar haciendo uso de la notación de sumatoria

La ecuación (1) para el producto escalar se puede escribir de manera compacta usando la no­
tación de sumalOria:

•• Solución .. +ab =~ab
n" L "

;_1

La fórmula (4) para la componente ij del producto AH se puede escribir

Cij =a'lb'i + a'2b2j + ... + a.,b.j = L,a~_blj,.,

La notación de sumatoría tiene propiedades [Hiles. Por ejemplo.

lcal = cal + ca2 + cal + ... + ca.,.,

(12)

"+(1 =c~ (1
" "",,,.,

A continuación se resumen éste y aIras hechos.

Hechos sobre la notación de sumatoria

Sean la) y lb) dos sucesiones reales y e un numero reaL Entonces

.1' ,\'

L, cal =c L, a,
l-,lf l-,lI

,\' N,\'

L.(al +bl )= L,al + L,bl
1-,\1 {-.I/ ,_,\1

(13)

(14)

(15)

,v m ,\'

I a, ~ I ", + I a,
¡-_,\I l--M 1-..+1

siM<m<N (16)

Las pruebas de estos hechos se dejan como ejercicios (vea los problemas 104 a 106).
Ahora se usarú la notación de sumaloria para probar la ley asociativa y la ley distributiva.
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ley asociativa

DEMO§'l'RAOÓN

DE lOS TEOREMAS

L --'2,,''-''

Como A es den x my Bes de /11 x p, ABes de TI xp. Entonces {AB)C =(n x p) x (p x q) es
una matriz de n x q. De manera similar, BCes dem x q y AIBC} es de/l x qde manera que
(AB)Cy A(BC) son ambas del mismo tamaño. Debe demostrarse que la componente ijde

(ABlees igual a la componente ijde A(BC). Si se define D = (ti) "" AB. entonces

de (12)

L
d;¡ = :~>",bli.-,

La componente ij de (A B)C = De es

Ahora se define E = (e,> = Be. Entonces

y la componente ij de A(Sq = AE es

Asf, la componente ij de (A B)e es igual a la componente ij de A(Bq. Esto demuestra
la ley asociativa.

leyes distributivas

Se demuestra la primera ley distributiva [e<uación (7)J. la demostración de la segunda
[ecuación (8)] es idéntica y por lo mismo se omite. Sea A una matriz de n x m y sean B

y C matrices de m x p. la componente kj de B + Ces blJ + c1¡ y la componente ij de
A(B+C)es

de (12)

. L .
¿o¡,¡ (b¡¡clj) = IO¡,¡blj + ¿o¡¡c-V = componente yo de (AB más la componente yo de AC
.-1 .-1 1_1 Yesto demuestra la ecuación (7).

•

•
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Arthur Cayley y el álgebra de matrices

y

x~ = e(ax + by) +f(cx + dy) = (ea + fc)x + (eb + fd}y

(17)

(18)

x'=ox+by

y'=cx+dy

x~= ex'+ fy'

eran iguales si y sólo si o = e, b = f, e = 9 y d = h.
Ahora suponga que la transformación (17) va seguida de la

transformación

......""'"(LiJmuy o/ Congress)

donde o, b, c, d son numeras reales, y donde puede pensarse que
son funciones que convierten al vector (x, y) en el vector (x; y').
Las transformaciones se estudiarán con detalle en el capitulo S.
Aquí se observa que la transformación (17) está completamente
determinada por los cuatro coeficientes a, b, e, d y por lo tanto
puede simbolizarse por el arreglo matricial cuadrado

y~ = g(ax + by) +h(cx + dy) = (ga + hc)x + (gb + hd)y

nente para realizar caminatas y escalar montañas. Cuenta la
historia que decía que la razón por la que se unió al alpinismo
fue que, aunque sentía que el ascenso era arduo y cansado, la
gloriosa sensación de goce que lograba cuando conquístaba una
cima era como el que experimentaba cuando resolvía un proble­
ma dificil de matemáticas o cuando completaba una teoría ma­
temática intrincada.

Las matrices surgieron con Cayley, relacionadas con las
transformaciones lineales del tipo

al que se ha dado el nombre de matriz 2 X 2. Como dos trans­
formaciones del tipo de (17) son idénticas si y sólo si tienen los
mismos coeficientes, Cayley definió que dos matrices

Entonces

Arthur Cayley (1821-1895), un matematico inglés, desarrolló en
1857 el álgebra de matrices, es decir, las reglas que ilustran la for­
ma en la cual se suman ymultiplican las matrices. Cayley nació en
Richmond, en Surrey (cerca de Londres) y fue educado en el Trini­
ty College, Cambridge, donde se graduó en 1842. Ese mismo año
obtuvo el primer lugar en la difícil prueba para el premio Smith.
Durante varios años estudió y ejerció la carrera de leyes, pero
nunca dejó que su práctica en la abogacía interfiriera con su tra­
bajo en las matemáticas. Siendo estudiante de la comisión viajó
a Dublín y asistió a las conferencias de Hamilton sobre cuaternio­
nes. Cuando se estableció la cátedra Sadlerian en Cambridge en
1863, le ofrecieron el puesto a Cayley y él lo aceptó, renunciando
a un lucrativo futuro como abogado a cambio de la modesta re­
muneración de la vida académica. Pero fue entonces que pudo
dedicar fado su tiempo a las matemáticas.

Cayley está clasificado como el tercer matemático más proli­
fico en la historia; lo sobrepasan sólo Euler y Cauchy. Comenzó a
publicar siendo todavía estudiante de la Universidad en Cambrid­
ge. Durante sus años de abogado publicó entre 200 y 300 artícu­
los y continuó su copioso trabajo a lo largo de toda su vida. La co­
lección masiva Collected MathemoticaJ Popers de Cayley contiene
966 articulas y consta de 13 grandes volúmenes con un prome­
dio de 600 páginas por cada uno. Es casi imposible hallar un área
dentro de las matemátícas puras que Cayley no haya estudiado y

enriquecido.
Además de desarrollar la teoría de matrices, Cayley fue pio­

nero en sus contribuciones a la geometría analítica, la teoría de
determinantes, la geometría de n dimensiones, la teoria de cur­
vas y superficies, el estudio de formas binarias, la teoría de fun­
ciones elípticas y el desarrollo de la teoría de invariantes.

El estilo matemático de Cayley refleja su formación legal ya
que sus artículos son severos, directos, metódicos y claros. Poseía
una memoria fenomenal y parecía nunca olvidar nada que hu­
biera visto o leído alguna vez. Tenía además un temperamento
singularmente sereno, calmado y amable. Se le llamaba "el mate­
mático de los matemáticos".

Cayley desarrolló un interés poco común por la lectura de
novelas. Las leía mientras viajaba, mientras esperaba que una
junta comenzara y en cualquier momento que considerara opor­
tuno. Durante su vida leyó miles de novelas, no sólo en inglés,
sino también en griego, francés, alemán e italiano. Disfrutaba
mucho pintar, en especíal con acuarela y mostraba un marcado
talento como especialista de esta técnica. También era un estu­
diante apasionado de la botánica y la naturaleza en general.

Cayley era, en el verdadero sentido de la tradición in­
glesa, un alpinísta amateur e hizo viajes frecuentes al conti-
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Esto llevó él Cayley a la siguiente definición para el producto

de dos matrices:

Problemas 1.6

AUTOEYALUACIÓN

que es, por supuesto, un caso especial de la definición general del

producto de matrices que se dio en la página 60.
Es interesante recalcar cómo, en matemáticas, observacio­

nes muy sencillas pueden llevar él definiciones y teoremas impor­

tantes.

1. ¿De las siguientes afirmaciones, cuál es cierta para la multiplicación de las matrices
A 'j' B?

al Se puede realizar sólo si A y B son matrices cuadradas.

b) Cada elemento e, es el producto de ti, y b,.

e) AH = BA.

d) Se puede realizar sólo si el número de columnas de A es igual al numero de ren­

glones de B.

11. ¿Cuál de los siguientes seria el tamaño de la matriz producto ABsi se multiplica la matriz
A de 2 x 4 por la matriz Bde4 x 3?

a) 2 X 3 h) 3 X 2 e)4 X 4

ú) Este producto no se puede calcular.

111. Indique cuál de los siguientes enunciados lOS correcto para las matrices A y B si ABes UII

n'ctor columna.

a) B es un vector columna.

h) A cs un vector renglón.

e) A y B son matrices cuadradas.

ú) El numero de renglones de A debe scr igual al numero de columnas de B.

IV. ¿Cuál de las siguientes afirmaciOlll'S sobre el producto A B es cierta si A es una matriz de
4 x S?

a) B debe tener cuatro renglones y el resultado tendni cinco columnas.

h) B debe tener cinco columnas y el resultado sera una matriz cuadrada.

e) B debe lener cuatro columnas y el resultado lendrá cinco renglones.

d) B debe tener cinco renglones y el resullado tendrá cuatro renglones.

En los problemas I a 8 calcule el producto escalar de los dos veclores.

1. UH~)
3. (1.4):(-1.-4)

2. (1.2. -1.0):(3. -7.4. -2)



5. (8.3.1);(7. -4. 3)

7 Uf:]
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6. (l/o b); (e. d)

9. Sea a un n-vector. Pruebe que a . a 2: Q.

10. Encuentre las condiciones sobre un veclOr a tales que a' a = O.

En lo; pmbloma; II a 17 "al;" la, 0l""";on,, ;nd;",da;con a ~ [ -~lb ~ [ =~] re ~ [ -:l
11. (2a)' (3b)

14. c' (a - b)

17. (3b-4a)'(4c+2b-a)

12. (a + b)' e

15. (2b)' (3< - 5a)

13. a' (b + e)

16. (a - el . (3b - 4a)

En los problem¡¡s 18 a 34 realice los cálculos indicados.

18. (_~ ~](~ ~J

21. (-~ :J(; -~J

24. U;]G -: :J

19 (: -~X-; ~J

22 [-~ ~ ;J[~ -~ ~]

26. e

35. Encuentre una matriz A = (: bJ lal que A[2
d 1

o O]1 O. donde (1, b. r. d. c.l: g. h.).
O 1 son numeros reales.

36. Sea A = (~ _:Jencuentre un vector no nulo b = (:) tal que Ah = 6b.

37. EncuentreBtaI QueA8=c.SiA=[ 5 O 3 4J YC=[6 5J.
-1 2 O 1 3 )
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38. Sea A = (~ ~) determine el valor de a para el cual A es una raíz del polinomio

f(x) = .\..l - 25.

. II39. SI A = O l' layB=
1) ,

bJ encuentre las condiciones para (1, b. e y ti tal que AB = EA.
d

40. Sean A =(~ 2JYB~(2
-2 4

-2J "('. pruebe que A- + B- = A + B)-.
-2

[ "
1)" -- ['o'·41. Demuestre que ~

42. Una matriz A de 11 x 11 tal que A2 = 1" se llama involutiva. Pruebe que la siguiente matriz
es involuliva:

43. Dada la siguiente matriz pruebe que A" = A:

A~[-: -: :]
-] 3 5

(
a"Encuentre los números bll' /)12' b21 Yb!2 tales que a

"

45. Verifique la ley asociativa para la multiplicación de [as matrices A = (~

B~[; -~ ;Jyc~[-; :J.
3 -2 O O 5

-1 4),
O 6

46. Oc la misma forma que en el ejemplo 6 suponga que un grupo de personas ha contraído
una enfermedad contagiosa. Estas personas tienen contacto con un segundo grupo que. a

su vez. tiene comacto con un tercer grupo. Si A = [~ ~ : ~J representa los contactos

1 O O 1

1 O 1 O O

entre el grupo contagioso y los miembros del grupo 2, y si B =
O O O 1 O

1 1 O O O
representa

O O 1 O 1
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los contaclosenlre los grupos 2 y 3. A) ¿Cuántas personas hay en cada grupo? B) Encuen­
tre la matriz de contactos indirectos entre los grupos I y 3.

47. Conteste las preguntas del problema 46 para A = (~ ~ ~ ~) y

1000001

0101000

B= 1 1 O O I 1 1

O O O 1 I O I

O 1 O O O O O

Se dice que dos vectores a y b son orlogonales si a . b = O. En los problemas 48 a 53 determine
cuáles pa res de vectores son ortogona les. 10

51. (1, 0.1. O), (0.1, 0.1)
52. mHJ

50. [-~WJ
a O

O d

53. b O

O e
, O

54. Determine el número u tal que (1. - 2. 3. 5) es ortogonal a (-4. u. 6. -1).

:] son ortogonales.
-2~ -

J

56. Demuestre elleorema I usando la definición de producto escalar.

57. Un fabricante de joyeria de diseilo tiene órdenes por dos anillos. tres pares de aretes. cinco
prendedores y un collar. El fabricante estima que le llevara 1 hora de mano de obra hacer
un anillo. 1\f2 horas hacer un par de aretes. \fz hora para un prendedor y 2 horas para un
collar.

u) Exprese las órdenes del fabricante como un vector renglón.

h) Exprese los requerimientos en horas para los distintos tipos de joyas como un vector
columna.

d UlÍlice el producto escalar para calcular el número total de horas que requcrirú para
terminar las órdenes.

58. Un turista regresó de un viaje por América del Sur con divisa extranjera de las siguientes
denominaciones: 1000 pesos argentinos. 20 reales del Brasil. 100 pesos colombianos. 5000

.>---
'0 Los vectores ortogonales se manejarán extensamente en los capltulos 3 y 4
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pesos chilenos y 50 colones de Costa Rica. En dólares. un peso argentino valía 50.3174. los
reales br.lsileños 50.4962. los pesos colombianos SO.OOO471. los pesos chilenos 50.00 191 Y
los colones SO.001928.

a) Exprese la canlidad de cada tipo de moneda por medio de un vector renglón.

h) Exprese el valor de cada tipo de moneda en dólares por medio de un vector columna.

(.) Utilice el producto escalar para calcular cuantos dólares valia el dinero extranjero del

turista.

59. Una compañia paga un salario a sus ejecutivos y les da un porcentaje de sus acciones como
un bono anuaL El año pasado el presidente de la compañía recibió 580000 YSO acciones.
se pagó a cada uno de los vicepresidentes S45000 y 20 acciones y el tesorero recibió $40000
)' 10 ¡lcciones.

a) Exprese los pagos a los ejecutivos en dinero)' acciones como una matriz de 2 x 3.

h) Exprese el numero dc cjecutivos dc cada nivel como un vector columna.

!") Utilice la multiplicación de matrices para calcular la cantidad total de dinero)' el nume­

ro total dc acciones que pagó la compañia a los ej'eclltivos el arlO pasado.

60. La siguiente tabla conticnc vcntas. utilidades brutas por unidad y los impuestos por unidad
sobre las velHas de U",l compañia grande:

Producto

Artículo vendido Utilidad unitaria Impuestos unitarios
Me, Articulo,

" 111 (en cientos de dólares) (en cientos de dólares)

Enero 4 2 20 I 3.5 1.5

Febrero 6 I 9 [[ 2.75 2

Marzo 5 J 12 JJJ 1.5 0.6

Abril 8 2.5 20

Elabore una matriz que muestre las utilidades y los impuestos totales para cada mes.

61. Sea A una matriz cuadmda. Entonces A! se define simplemente como AA. Calcule

( 2 -')'
4 6

[
1-2 4]

62. Calcule Al si A= 2 O 3 .

I I 5

(-' 2)63. Calcule A' si A = 3 4 .
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64. Calcule A', A\ A" YA5 donde

O 1 O

~]
O O 1

A=
O O O

O O O

65. Calcule A!. A'. A-l Y AS donde

O 1 O O O

O O 1 O O

A~ O O O 1 O

O O O O 1

O O O O O

66. Una matriz A de 11 X 1/ tiene la propiedad de que A B es la matriz cero para cualquier matriz

B de 11 x 11. Pruebe que A es la malriz cero.

67. Una matriz de probabilidades es una matriz cuadrada que tiene dos propiedades: i) todos

SllS elementos son no negativos (<': O) Yii) la Sllma de los elementos en cada renglón es 1.
Las siguientes matrices son matrices de probabilidades:

p~[¡ : ¡]YQ~[t ; ~]
O O 1 t i i

Pruebe que PQ es una matriz de probabilidades.

*68. Sea P una matriz de probabilidades. Pruebe que p' es lIna malriz de probabilidades.

**69. Sean P y Q dos matrices de probabilidades del mismo tamaño. Pruebe que PQ es llna ma­
triz de probabilidades.

70. Pruebe la fórmula (6) usando la ley asociativa [ecuación (5)].

*71. Se puede organizar un torneo de tenis de la siguiente manera. Cada llno de los n tenistas
juega contra todos los demÍls y se registran los resultados en llna matriz R de /1 X 11 de la

siguiente forma:

{

1 si el tenista i le gana altcnista} 1
Rif = O si eltcnista i pierde contra el tenista}

O sli=j

Después se asigna al tenista i la calificación

•
1l (R')ij es la componente Ij de la matriZ R'
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a) Parn un torneo enlre cuatro tenistas

R ~[~ ~ ~ ~]
1 O O O

1 O 1 O

Clasifique a los tenistas según sus calificaciones.

h) Interprete el significudo de la calificación.

72. Se,l O una matriz cero de 111 x 11 y sea A una matriz de 11 X ¡J. Demuestre que OA = °1"

donde 01 es la matriz cero de m X p.

73. Verifique la ley distributiva (ecuación (7» para las matrices A = B= YC= .

(1 2 4)
A= J -1 O [

, 7] [-1 2]
8= -~ ~ c= ~ ~ .

En los problemas 74 a 78 Illultiplique las matrices usando los bloques indicados.

2
74 [_:_

3

1

1

1 ;] -1
-4 ,

6 -:-

4

O

3

5

75. 6 (3

2

7 5 )

O
2 1

76.

-1 1

-3 4
2

3

4

O

1 6

-2 5

77.

-2 1

O 2

1 O

O 1

4 6

3 5

O O

O O

2 1

-2 -4

e f
g J¡

-1 O

1 3

O O
O O

O

O

1

O

O

O

O

1

a b

e d

2 3

5 2

O

O

1

6

O 1 O

O O 1

-1 I 4

O 4 -3

78.

O

O

O

O

-[ 2

2

4

3

1 O

O 1

O O

o
O

79. Sea A = (; ~) y 8 =(~ ~). Si se hace una partición conformanle de A y 8 demuestre

que A )' B conmutan. Para esto Jestá definida en el ejemplo 9.
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En los problemas 80 a 89 evalúe las sumas dadas.

• , • ,
SO. ¿2k SI. ¿" S2. ¿I S3. L5n,-, i~1 '-0 .-,

• , , t 2j+3
84. ¿J' 85. ¿_I 86. L~ 87..-, jal I + i ..__2/1/+ 10 J-5 ) - 2

, •
, •

88. ¿¿ij S9. ¿¿k'/
j-) ;~I

l_1 ;~,

En los problemas 90 a 103 escriba cada suma haciendo uso de la notación de sumatoria.

90. 1+2+4+8+16

91. ]-3+9-27+8]-243

2 3 4 5 6 7 1/
92. -+-+-+-+-+-+ .. +-­

3456781/+1
1 1 ~ 1 1

93. 1+2' +3' +4' +5' +"'+/1"

94.

95.
Xl \ .\

-\"+-+-+­
. 3! 5! 7!

1 I I ] [ I 1 I 1
96. -1+---+---+---+---+­

a a¡ aJ a~ al a fi al a8 a'

97. 1·3+3·5+5·7+ 7 ·9+9'11 + 11·13+ 13·15 + 15·17

98. 22 _4+32 .6+42 ·8+5' .10+6 2 ·12+t ·14

102. aJ,b
"

+a j ,b'2 +ajJbJ2 +aJ~b~l +aJ5 b"l

103. a"b'lcI5 +allbl,c'5 +a"blJcJj +allbl.¡c~j

+ U,¡b!ICII + a"bl!c15 + {/¡,b!J c l" + a!¡b2,¡c~5

+ alJbJlcll + (/JlbJ,c¡" + a¡Jb,Jc,,, + a,jbJ'¡c~s

104. Pruebe la fórmula (14) extendiendo los términos de

.,
Lt(/k+ b¡)
j~."

105. Pruebe la fórmula (15)
.Y N

[Sugerencia: Utilice (13) para demostrar que L (-a
k
)=- L (/", Luego use (14).]

;-_,\1 ;-_,\J

106. Pruebe la fórmula (16).

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

l. '" 11. «) 111. «) IV. '"
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MANEJO DE LA CALCULADORA

La multiplicación de matrices de dimensiones compatibles es transparente al usuario,
únicamente hay que tener a las matrices en la pila y oprimir la tecla de la multiplicación.

. . . . . . (3 3)(-5 4) .por ejemplo, SI se qUIere multlphcar [as matnces 1 2 3 2 la secuenCIa de teclas

a oprimir es la siguiente (observación: se considera que se esta utilizando el modo RPN
de la calculadora)

CD (L.- CD '_J__ Q:J Q'D Q:J CD CD '_J__ CD

En los problemas lO7 a 109 utilice la calculadora para obtener cada producto.

[

1.23 4.69 5.21)[ 9.61 -2.30)
107. -1.08 -3.96 8.57 -8.06 0.69

6.28 -5.31 -4.27 2.67 -5.23

[

23.2

109. 18.9

30.8

56.3

~9.6

-17.9

108.
[

125

383

209

403

216 419J[73 36)
516 237 21 28

855 601 49 67
237 506

][

-0.071 0.068]19.6 -31.4
0.051 -0.023

17.4 51.2
-14.4 28.6 -0.011 -0.082

0.053 0.065

1too En el problema 69 se le pidió que demostrara que el producto de dos matrices de
probabilidades es una matriz de probabilidades. Sea

[

0.23 0.16 0.57 0.04J [0.112
0.15 0.09 0.34 0.42 0.263

p= Y Q=
0.66 0.22 0.11 0.01 0.402

0.07 0.51 0.20 0.22 0.355

0.304

0.015

0.168

0.409

0.081

0.629

0.039

0.006

0.503J
0.093

0.391

0.230

111.

a) Muestre que P y Q son matrices de probabilidades.

h) Calcule PQ y muestre que es una matriz de probabilidades.

$e<l A=(~ ~).calculeA2,Al,AIO,AlOYAIOO.

[Sugerencia: Utilice la tecla CZJ para el cálculo de la potencia de la matriz. la
sintaxis es la base, en este caso la matriz, seguida de (ENTER] despues el exponente

seguido de CZJl.
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[

a x Y]
112. Sea A = O h = . Con base en los cálculos del problema III deduzca la for-

O O e
ma de las componentes de la diagonal A-. Aquí. x. y y ::: denotan números reales..

• MATLAB 1.6

Información de MATLAB

Una malriz producto AH se forma mediante A*8.
Una polencia entera de una matriz. A-. se encuenlr:l con A .... n. donde" tiene un valor asig·

nado previamenle.
Se repilen algunos comandos básicos para gcnemr mal rices alealorias: para una m:uriz

aleatoria de 11 X /JI con elementos entre -e y c. A=c*(2*rnnd(n,m)-I): para una matriz ale<1lo­
ría de 11 X m con elementos ellleros enlre -e y c. B= round(c*(2*rand(n.m)-I)). Para genemr
matrices con elemenlos complejos se generan A y Hcomo se acaba de indicar y se hace C = A
+ i*8. Si un problema pide que se generen matrices alealorias con cierlos elementos. genere
matrices (anta reales como complejas.

1. Introduzca cualesquiera dos matrices A de J X 4 Y B de 4 X 2. Encuentre A*8 y B*A. Co­
menle acerca de los resultados.

2. Genere dos matrices alealorias. A y 8. con elementos entre - 10 Y 10. Encuentre A8 Y8A.
Repita el proceso para. cuando menos. siete pares de matrices A y B. ¿Cuantos pares satis·
facen A8 = 8A? ¿Que puede concluir sobre la posibilidad de que A B = BA?

3. Introduzca las matrices A. b. s y I siguientes.

A~[!
9 -23

~]
[34 ,~n] Fn]4 -12 24

b~

5 -1 15

8 -10 33

(1) Muestre que As = b Y Al = O.

b) Con base en sus conocimientos de la manipulación algebraica normal y usando los re­
sultados del inciso a) ¿que podria decir que sería igual A(x + SI}. donde ses cualquier
escalar? Pruebe calculando A(x + Sl) para al menos cinco escalares.f diferenles.

4. a) Genere dos matrices aleatorias con elcmenlos enteros. A y 8 tales que el producto A B
eslé definido. Modifique B de m:mem que tenga dos columnas iguales. (Por ejemplo.
8(,,2) ~ 8(,,3).)

b) Encuentre AB Yvea sus columnas. ¿Qué puede decir sobre las columnas de AB si B tiene
dos columnas iguales?

e) Pruebe su conclusión repiliendo las inSiruccioncs anleriores pard otros Ires pares de
matrices A y B (no elija sólo matrices cuadradas).

ti) (Lápi::: r papel) Pruebe su conclusión haciendo uso de la definición de multiplicación de
matrices.
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5. Genere una matriz aleatoria A de 5 x 6 con elementos entre -10 y 10 Ygenere un vcelor
aleatorio x de 6 x I con elementos entre -10 y 10. Encuentre

A*x-(x(l)*A(:.)+··· +x(m)*A(:.m)).

Repita el proceso par.! otros pares de A y x. ¿Qué relación tiene esto con la expresión (10)
de esla sección?

6. ll) Sea A=(a b). Suponga que 8=(X1
e ti .\"3

•." ).,,
Establezca el sistema de ccuaciones. con incógnitas XI a xr que surge al hacer AH = IlA.

Verifique que el siStC11l¡1 sea homogeneo con matriz de coeficientes

[ ~b a-Cd
R:

e O
O e

('111. Introduzca la matriz S = . I
xJ

h) Para A = (~ =~) es ncces.1rio encontrar una matriz H lal que AB = BA.

i. Introduzca la matriz R anterior y obtenga XI' x!" Xl y x~ del sistema homogéneo con
matriz de coeficientes R. Explique por que hay un numero infinito de soluciones con
un valor arbitmrio par;,¡ una ,'ariable.

ii. Encuentre r.lt( rrl'r(R» y utilice esto para elegir un valor para la variable arbitr;,¡ria

de manera que -'",sca un entero. Puede utilizar el comando rormal rat en la ventana
de comandos de MATLA B seguido de rrer(R).

x,) que resulta y verifique que AS = SA.
x4

¡v. Repita iii) pura otra elección de la variable arbitnlria.

. . [I 2)e) Repita el proceso ¡llltenor pam A = 3 4 .

ti) Repita el proceso anlerior para una matriz A de 2 X 2 de su elección.

7. Genere un par de matrices aleatorias. A y B de 2 x 2 con elementos entre -10 y 10. En­
cuentre e = (A + B)! y D = A: + 2AS + S'. Compare e y D (encuentre e - D). Genere

dos pares mas de matrices de 2 x 2 y repita lo anterior. Introduzca un par de matrices. A

y B. generadas con MATLAB en el problema 6 b) de esta sc<::ción y encuentre e - D como
antes. Introduzca el par de matrices.. A y S. genemdas con MATLAB en el problema 6 el
de esta sección y encuentre e-D. Con esta evidencia. ¿cual es su conclusión acerca de la
afirmación (A + Sf = A~ + 2A B + S"!? Pruebe su conclusión.

8. a) 11lIroduzca A = round(lO"(1"rand(6,5)-I». Oc [= 11 O O O O 01 y encuentre ["A.

Sea [ = 10 O J O O 01 y encuentre ["A. Describa cómo se compone EA de partes de
A y la manera en que esto depende de la posición de los elementos iguales a 1 en la
matriz E.

h) Sea Sea [ = 12 O O O O 01; encue1l!re [*A. Sea [ = 10 O 2 O O 01; encuentre E"A.
Describa cómo se compone EA de parles de A y ];1 maner" en que esto depende de 1;1

posición del elemento 2 en la lllalriz E.
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e) i. SeaE=11 O I O O 01 y encuentre E*A. Describa cómo se compone EA departes
de A y la manera en que la relación depende de la posición de los elementos I en
la matriz E.

ii. Sea E = [2 O I O O (JI y encuentre E*A. Describa cómo se compone EA de par­
tes de A y la manera en que la relación depende de la posieión de los elementos
distintos de cero en la matriz E.

d) Asuma que A es una matriz de 11 x 111 y E es de I x 11, donde el k-ésimo elemento de E

es igual a algllll número p. De ti) y b) formule lIna conclusión sobre la relación entre A y
EA. Pruebe su conclusión generando una matriz aleatoria A (para alguna elección de 11

y 111), formando dos matrices E diferentes (para alguna elección de k y p). y encontrando
EA para cada E. Repita esto para otra matriz A.

e) Suponga que A es una matriz de 1/ X 111 YE es dc 1 XII. dondc cl k-ésimo elemento dc
E es igual a algún número p y elj-ésimo elemento de E es igual a algún número (j. Del
inciso e) formule una conclusión sobre la relaeión entre A y EA. Prucbe su conclusión
generando llna matriz aleatoria A, formando dos matrices diferentes E de la forma des­
crita y encontrando EA para cada E. Repita lo anterior para otra matriz A.

f) Suponga que A es de 11 X m y Fes de m X 1, donde el k-esimo elemenlo de Fes igual

a algún númerop y elj-ésimo elemento de Fes igual a algún número q. Considere AF.

Realice un experimento como el a11lerior para determinar Llna conclusión sobre la rela­
ción e11lre AFy A.

9. Matriz triangular superior

a) Sean A y a cualesquiera dos matrices aleatorias de 3 x 3. Sea UA = lriu(A) y UB =
triu(B). El comando triu (doc triu) forma matrices triangulares superiores. Encueutre
LJA*UB. ¿Qué propiedad liene el producto'! Repila para otros trcs pares de matrices
aleatorias de 1/ x /l. haciendo uso de diferentes valores de /l.

h) (Lúpi:: y papel) A partir de sus observaciones escriba Llna conclusión acerca del produc­
to de dos matrices triangulares superiores. Pruebe su conclusión usando la definición de

multiplicación de matrices.

e) ¿Cuál sería su conclusión acerca del producto de dos lllatrices triangulares inferiores?
Pruebe su conclusión para al menos tres pares de matrices triangulares inferiores. [Suge­

rellcia: Use tril(A) y tril(B) para generar matrices triangulares inferiores a partir de las
matrices aleatorias A y a(doc tri!).]

10. Matrices nilpolenlcs

Se dice que una matriz A diferente de cero es nilpotcnlc si existe un entero k lal que Al = O.
El indicc de llilpolcncia se define como el entero más pequeño para el que AJ.' = O.

a) Genere una matriz aleatoria de 5 X S. Sea B=lriu(A,I). ¿que forma tiene B'? Compare
a~. al. etcétera; demuestre que Bes nilpotenlc y encuentre su índice de nilpoteucia.

h) Repita las instrucciones del inciso a) para B=lriu(A,2),

{o) Genere una matriz aleatoria A de 7 x 7, Repita los incisos a) y b) usando esta A.

ti) Con base en la experiencia adquirida en las partes a). b) y e) (y más investigación sobre
el comando B=triu(A,j). dondejes un entero). genere una matriz ede 6 x 6 que sea
nilpolente con un índice de nilpotencia igual a 3,
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11. Matricl'S por bloques

SiA",,(a bJYB=(e fJ.entoncCSAB=(ae+bg af+bhJ.
e d g J¡ Ct'+dg cf+dh

Explique cuando este patrón es cierto si (1, b.. ..!I. son matrices en lugar de números.

Genere ocho matrices de 2 X 2. A. B. C. D. E. F. G YN. Encuentre AA = lA 8; e DI y88
lE F: G HI. Encuentre AA*B8 ycompárel•• con K = IA*E+B*G A*F+B*I-I; C*E+O*G
C*F+D*HI (es decir. encuentre AA*88 - K). Repita para otros dos conjuntos de matri­
ces. A. B.. ... N.

12. Producw l'xlerior

Genere una matriz alealOria A de 3 X 4 Yuna matriz alcaloria B de 4 X 5. Calcule

(col I A)(row 1 B) + (col 2 A)(ro\\' 2 B) + ... + (col 4 A)(row 4 B)

y etiquete esta expresión como D. Encuentre D - AH. Describa 1,1 relación entre D y A B.
Repita esto para una matriz aleutoría A de tumaño 5 X 5 Yuna matriz aleatoria IJ de tam,l­
ño 5 x 6 (en este caso la Sllm;l para calcular D implica la suma de cinco productos).

13. l\lalricL'S de con lacIo

Considere cuatro grupos de personas: el grupo 1está compuesto de A l. A2 YA3. el grupo
2 está compuesto de 5 personas. de BI a B5: el grupo 3 consta de 8 personas. de CI a C8; y
el grupo 4 de 10 personas. DI a DIO.

a) Dada 1:1 siguiente información imroduzca las tres matrices de contacto dirccto (vea en
el problema 2 de MATLAI3 de la sección l.5 llna manera elicicllle de introducir estas

mal rices).

Conlactos:

(A I con BI. B2) (A2 con 82. B3) (A3 con BI. B4. B5)

(BI con Cl. O. C5) (82 con O. C4. el)

(B3 con Cl. C5. C6. C8) (B4 con C8) (B5 con C5. C6. el)

(Cl con DI. D2. D3) (C2con D3. D4. D6) (C3 con D8. D9. DIO)

(C4con 04. D5. D7) (e5con DI. D4. 06. D8) (C6con D2. 04)

(CJ con DI. DS. 1)9) (C8 con DI. D2. 04. D6. D7. 1)9. DIO)

b) Encuentre la matriz de conlacto indireclo pam los contactos del grupo 1con el grupo 4.
¿Cuáles elementos son cero? ¿Que significa esto? Interprete el elemento (1.5) Yel (2. 4) de
esta matriz de contacto indirecto.

e) ¿Cuál de las personas del grupo 4 tiene más con lactas indireclos con el grupo l? ¿Qué
persona tiene menos conl<lctos? ¿Qué persona del grupo 1 es la ··más peligrosa·· (por
contagiar la enfermedad) para las personas del grupo 4? ¿Por qué?

(Sugerenáa; Exisle una manera de usar la multiplicación de matrices par<1 calcular las su­
mas de renglón y columna. Utilice los vectores d = oncs(IO,I) y e = olles(I,]). Aquí el
comando ol1('s(n.l11) produce una matriz de tamaño 11 X !I/. en donde todos los elementos
son iguales a I (tloe ones).]

14. Cadena de i\larkO\'

Una empresa que realiza estudios de mercado está estudiando los patrones de compra para
tres productos que son competidores entre sí. La empresa ha determinado el porcenlaje de
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residentes de casas que cambiarían de un producto a otro después de un mes (suponga que
cada residente compra uno de los tres productos y que los porcentajes no cambian de un
mes a otro). Esta información se presenta en forma de matriz:

Pij = porcentaje que cambia del producto) (1/ producto i

[

.s .2

p= .05 .75

.15 .05

.05]

.05

.9

P se llama m:llriz de transición .

Por ejemplo. PI":. = .2 significa que el 20%, de los residentes que compran el producto 2
cambia al producto 1despues de un mes y P":.":. = .75 significa que 75% de los residentes que
compraban el producto 2 COnlinúa comprándolo después de un mes. Suponga que existe
un tOlal de 30000 residentes.

a) (Lápi~.r papel) Interprete los otros elementos de P.

h) Sea x Ulla matriz de 3 X 1. donde Xl = el nümero de residentes que compran el producto
k. ¿Cuúl es la interprelación de Px? ¿Y de P":.x = P(Px)?

l') Suponga inicialmente que

[

10000]
x= 10000

10000

Encuentre pI/x para 11 = 5. 10. 15.20.25. 30. 35. 40. 45 Y50. Describa el comportamiento

de los vectores P"x conforme 11 crece. ¿Que illlerprelación se le puede dar a esto?

(1) Suponga inicialmente que

Repita hls instrucciones anteriores. Compare los resultados de e) y d).

e) Elija su propio vector inicial para x. en donde las componentes de x sumen 30000. Re­
pita las instrucciones y haga una comparación con los resultados anteriores.

f) Calcule p' y 30 OOO?" para los valores de 11 dados antes. ¿Qué observa sobre las colum­
nas de P'1 ¿Cuál es la relación de las columnas de 30 000 p' y los resultados anteriores
de este problema'!

g) Tomemos el caso de una agencia de renta de automóviles que tiene tres oficinas. Un auto
rentado en llna oficina puede ser devuelto en cualquiera de ellas. Suponga que

P=[~5 75 :]
15 15 8

es una malriz de transición lal que Pij = porcentaje de autos rentados en la oficina) y
devueltos en la oficina i después de un periodo. Suponga que se tiene un total de 1000
automóviles. De acuerdo con sus observaciones en los incisos anteriores de este proble-
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PROBLEMA

L. PROYECTO

SIstemas de ecuaCIones lineales y matnces

mil. cncuelllre la distribución ti largo plazo de los aUlas, es decir. el número de autos
que habrú ti la larga en cada oficina. ¿Cómo puede lIsarcsta información lllHl oficin¡l de

renta de automóviles?

15. l\lalri1. de población

Una población de JX'Ccs esta dividida en cinco grupos de edades distintas en donde el
grupo 1 rcprescnl;l a los pequeños y el grupo 5 ;¡ los de mayor edad. La matriz siguiente
representa las tasas de nacimiellto y supervivencia:

o O 2 2 O

.4 .2 O O O

s~ O .5 .2 O O

O O .5 .2 O

O O O .4 .1

SI, = número de peces que IlHCCn por cada pez en el grupo j en un <1110

\, = número de peces en el grupo j que sobrevive y pasó! al grupo i. donde i >

Por ejemplo. Sil = 1 dice que cada pez del grupo 31iene 2 bebés en un año y S:l = A dice
que <:140% de los peces en el grupo 1 sobrevive al grupo 2 un año después.

(1) (LáfJi: r l){IfJe/) Inlerprete los otros clementos de S.

h) (Lúpi:.r papel) Sea x la matriz de 5 X I tid que s¡ = número de pcces en el grupo k. Ex·
plique por qué S~x representa cl número de peces en cada grupo dos años más tarde.

e) Se.l

5000

10000

x= 20000

20000

5000

Encuentre ftoor(S"u*x) para 11 = JO. 20. 30. 40 Y50 (el comando f100r redondea al me­
nor cntero más cercano (doc f1oor». ¿Qué sucede con la población de pt."'CCs a IravCs del

tiempo? ¿Estú creciendo o cstú perecicndo? Expliquc.

¡f) Los cambios en las lasas de nacimiento y supervivencia pueden a fectar el crecimiento de
la población. C.. mbie ,SIl de 2 a I y repita los comandos del inciso ej. Describa lo ocurre

con la población. Cambie .I·n otra '·cz .. 2 YSl2 a .3 y repita los comandos del inciso ej.

Describa 10 Que parece esl:lr sucediendo con la población.

e) (LJipi: y 1)(11)('/) Suponga que se tiene interés en criar esta población de peces. Sea h el

vector de 5 X 1. en donde 11
1

= número dc peces criados del grupo j al final del ailo. Ar·

gumente por qué u = S*x-h proporciona el número de peces que se lienen al final del

,11;0 después de la cosecha y luego por qué el númcro de peccs al final de dos años des­
pués de la cosecha est'" dado por \1' :::: S*u-h.

f) Cambie Su OIm vez a 2 y.)..: alfil vez a 5. Supong.\ que se decide criar sólo peces madu­
ros. es decir. pt."'f."CS del grupo 5. Se examinarán las posibilidades de cosecha a través de un
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periodo de 15 ¡lilaS. Sea h = 10;0;0;0;20001. Para demostrar que ésta no es una cosecha
que se pueda seguir utilice los comandos

u = S*x-h

u = S*u-h

Repita el último comando (con la flecha hacia arriba) hasltl que ob¡eng¡l un númcro
negativo de peces después de una cosecha. ¿Durante cuúntos años se puede recoger esta

cantidad?

¡:) Experimente con otras cosechas del grupo 5 para encontrar la cantidad múxima de
peces que se pucden obtencr en un ,uio dado con el fin de sostener estc nivel de cosecha
durat1le 15 aiios (itllroduzca h = 10;0;0;0;nl para un número /1 y repiltl los comandos del
incisoJ) según sea necesario para representar 15 arios de cosecha). Escrib¡r una descrip­
ción de su experimento y de sus resultados.

") Siga con el experimento hasta ver si se puede encontrar un vceLor h qlre represente las
cosechas de los grupos 4 y 5 que permitirian que cada ario se cosccharan mús peces (y

que se soslllviera la cosecha durante 15 ailos). Escriba una descripción de su experimen­
to y de sus resultados.

ID MATRICES V SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En la sección 1.3 de la púgina 16 se estudiaron los siguientes sistemas de /11 ecuaciones lineales
con /1 incógnitas:

(jI 1"'"] + al:"'"l + + (jI".\"" = bl

(I!I.I"I + (11:"'"1 + + {/!.x" = b2
(1)

Sea

(lrr (l1! (/1.

an (Ice a2.
A=

a
-< "..! "nm

.1"1 bl

x! b!
La matriz dc coeficientes. x el vector y b el vector . Como A es una matriz de 1/1 x /1 Y

\. es una matriz de 11 X 1el producto matricial Jlx es una matriz de 1/1 X l. No es dirícil ver que

el sistema (1) se puede escribir como

Representación matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Ax = b

•
(2)
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EJEMPLO 1

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Cómo escribir un sistema mediante su representación matricial

Considere el sistema

2x
l
+4x!+6x

3
= 18

4.\"1 + Ss! + 6.\"3 = 24

3.\"1 + x! - 2.\"3 = 4

(Vea el ejemplo 1.3 1 Cilla púginH 7.) Esto se puede escribir como Ax = b con

(3)

Es mucho mús sencillo escribir el sistema (1) en la fOfma Ax = b. Ademús existen otras

ventajas. En la sección \.8 se observará la rapidez eDil que se puede resolver un sistema cuadra­
do si se conoce llna m¡llriz llamada la illl'l'r.\'(j de A. Alln sin ella. como ya se vio en la sección

3. es mucho mús sencillo escribir los cúlculos usando una matriz aumentada.

Si b =

o
O

es el vector cero de /11 x 1. enlonces el sistema (1) es homogéneo (vea 1:1 sección

o
1.4) Yse puede escribir como

Ax = O (forma matricial de un sistema de ecuaciones homogéneo),

Existe una relación fundamental entre los sistemas homogéneos y los no homogéneos. Sea
A una matriz /11 X /1

XI b, /11 ceros O
, b, \ O,

x= b~ y O~

X
"

b, O

El sistema lineal no homogéneo general se puede escribir como

L:.

SISTEMA

HOMOGÉNEO

ASOCIADO

Ax = b

Con A Yx dados en (4) y b '* O. un sistcma homogénco asociado se define como

Ax = ()

(4)

(5)

TEOREMA a Sean XI y x2 soluciones al sistema no homogéneo (4). Entonces su diferencia Xl - x2 es una

solución al sistema homogéneo relacionado (5).

1:. DEMOSTRACIÓN

por la ley distributiva (7)

en la página 64

+A(x l - x} = Ax¡ - AX2 = b - b = ()



e COROlARIO

1.1 Matnces y Sistemas de ecuaciones lineales

Sea x una solución particular al sistema no homogéneo (4) y sea y otra solución a (4). En·
tonces existe una solución h al sistema homogéneo (5) tal que

89

(6)

C. OEMOSTRAClON Si h está definida por h = Y- x, entonces h es una solución de (5) por el teorema I y
Y = x + h.

El teorema I y su corolario son muy lHiles. Establecen que

Con el objeto de encontrar todas las soluciones al si5tema no homogeneo (4), ba5ta con
encontrar una solución a (4) y todas las soluciones al sí5tema homogeneo asociado (5).

•

EJEMPLO 2

•• Solución

Ohsl'n·aáón. Un resultado muy similar se cumple para las soluciones de las ecuaciones diferen­
cias lineales homogéneas (\'ea los problemas 29 y JO). Una de las bondades de las matemáticas
es que temas en apariencia muy diferentes lienen una fuerte interrelación.

Cómo escribir un numero infinito de soluciones como una solución particular

a un sistema no homogéneo más las soluciones al sistema homogéneo

Encuentre todas las soluciones al sistcmól no homogéneo

x1 +2x!- xJ =2

2x,+Jx!+5xJ =5

-XI -Jx! +8x j =-1

uSólndo el resultado anterior.

Primero. se encuenlra una solución mediante I¡l reducción por renglones:

U
2 -1 I

-~]
R,-oR,-lN,

,[~
2 -1 I

:]3 5 I
II,"'N, - 1/, -1 7 I

-3 8 I -1 7 I

11,-011, _ 111,

) [~
O

13 I 4)11,-011:, - M, -1 7 I 1
O O I O

Las ecuaciones correspondientes a los primeros dos renglones del ultimo sistema son

x l =4-IJx, Y x.=-1+7x
J

con lo que las soluciones son

donde x, = (4. -l. O) es una solución p<1rticulaf y x, = x.l( -13. 7. 1). donde x
J

es un numero
real. es una solución al sistema homogcneo asociado. Por ejemplo. x

J
= Olleva a la solución

(4. -1. O) mientras que x j = 2 da la solución (-22. 13.2).
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pmblema$17

AUTOEVALUACIÓN

l. Si el sistema [X J::.::~1 scc,,,lbc cn Ix fonn" Ax ~ b, cm, ,~[yzrl y b=[4~l
x+21' =4) ) )

entonces A - _

al [: -;)

En los problemas 1 a 8 escriba el sistema dado en la forma Ax = h.

1.

3.

2.\"1 - x, = 3

4.\1 + 5.\, = 7

XI + 3...., - 3x
J

= 6

7.\1 - x 2 + lx) = 7

5xI + 2.\, - Xl = 8

2.

4.

XI - Xl + 3x¡ = 11

4.\1 + Xl - x J =-4

2x, - Xl + 3xJ = lO

3x, + 6-'1 -?xJ =0
2.\, - Xl + 3x

J
= 1

5. 4.\"1- x,+ x, - .\4=-7

3.\1 + \", - 5-,., + 6x.¡ = 8

2.\"1- x,+ Xl 9

7. 2'\"1 + 3'\2 - Xl = O

-4.\"1 + 2-'"2 + Xl = O

7.\"1 + 3...., - 9x
J

=0

6. Xl - X ~ 7,
x, + Xl ~ 2

3-', + lx, ~ -5

8. x, + x.¡ 5

Xl + x J
7

x, +xJ + , O,
'\J X.¡ 2

En los problemas 9 a 19 escriba el sistema de ecuaciones representado por 1<1 matriz aumentada

correspondiente.

[:

1 -1

2~ ] (~ ~] H
O 1

:]
1

9. -1 5 10. 11. 4 O
O

3 5 6

[~
3

~] [~
O O O

-~] 14. [;

3

~]12. 13.
I O O

4 1 -1 5

O O
O 1 O

6 -7
O O 1

15. [~
O 9

-!] [ 6 2
I

;]3 7 16. -2 3 1 I 17. U1 5 :]
4 6 O O O I

3 2
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19. r~ ~ i]
20. Encuentre la matriz A y los vectores x y b tales que el sistema representado por la siguiente

matriz aumentada se escriba en la forma Ax = b Yresuelva el sistema.

En los problemas 21 a 28 encuentre todas las soluciones al sistema no homogéneo dado encon­
trando primero una solución (si es posible) y después todas las soluciones al sistema homogé­
neo asociado.

21. XI - 3x, = 2

-2x
l
+ 6x

2
=-4

23. XI - x, = 6

XI - 2x: + 3x, = 4

x2 + x, = 3

25. \-1-.\"2 - \-, =2

2.\"1+ x 2 +2x,=4

XI - 4x2 - 5x] = 2

22. XI - x" + x, = 6

3x l -3x" +3x, =18

24. XI - x2 - x, = 2

2x l + x, +2x, =4
x l -4x2 -5x,=2

26. 3x
I

x~ = I

x
l
-2x, -4x

4
=0

.\"4 + 2x5 = O

27. XI + x 2 ­

3x1 + 2x2 +
28, XI - x

2
+ x

3
-

-2x
l
+3x

2
- x

3
+

4x
I

- 2x
2
+ 2x

3
-

x. =-2

2x. =5

3x
4

=6

[CALCULOl t29. Considere la ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden

y"(x) + o(x)y'(x) + b(x)y(x) = O (7)

CCALCUlOI

donde o(x) y b(x) son continuas y se supone que la función desconocida)' tiene una segun­
da derivada. Muestre que si Y I y )"2 son soluciones a (7), entonces el)'1 + e2}'2 es una solución
para cualesquiera constantes c

l
y l'!"

30. Suponga que Yr y Y
q

son soluciones a la ecuación no homogénea

)"'(x) + o(x)y'(x) + b(x)y(x) = f(x) (8)

Demuestre que J
p

- 1'
q

es una solución a (7). Suponga aquí quef(x) no es la función cero.

31. Si y(x) = c¡cos(x) + c
1
sen(x) encuentre los valores de el y (.'2 tales que 1'(0) = I Yy'(0) = -1.

RESPUESTA A LA AUTOEVALUACIÓN

,. <l)

.>---
t El símbolo IO.lCulOl indica que se necesita el cálculo para resolver el problema
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• MATLAB 1.7

Nota. Para generar m:urices aleatorias revise la presentación anterior de los problemas de
MATLAB 1.6.

1. a) Genere una matriz alealoria A de J X 3 con elementos entre -10 y JO Ygenere un
vector aleatorio b de 3 X 1 con elementos entre -10 y 10. Haciendo uso de MATLAB
resuelva el sislemil con la matriz aumentada [A b] usando rrer. Utilice la notación ":"
para poner la solución en la variable x. Encuentre Ax y compare con b (encuentre
A*x-b). Encuentre~' = x(I)*A(:,I)+(x(2)*A(:,2)+ x(3)*A(:,3) y compare con b (en.

cuentre y-b). Repita esto para otros tres vcelores b. ¿Cuál es su conclusión uccrca de
la relación entre Ax )' y b?

h) Se..

i. Resuelva el sistema con la matriz aumentada lA b] usando rrer. Si existe un número
infinito de soluciones haga una elección para las variables arbitrarias y encuentre e
introduzca el vector soludón x correspondiente.

ii. Encuentre A*x y y = x(1)*A(:.1 )+(x(2)*A(:.2)+ x(3)*A(:.3)+ x(4)* A(:.4) y compa­
re Ax. y y b.

iii. Repita par.! otms dos variables arbitrarias.

iv. ¿Cual es su conclusión acerca de la relación entre Ax. y y b?

2. ti) Suponga que los elementos de A y x son números reales. Haciendo uso de la definición
de multiplicación de matrices. argumente por que Ax = () significa que cadu renglón de
A es perpendicular a x (recuerde que dos vectores reales son perpendiculares si su pro­
ducto escalar es cero).

h) Con el resullado del indso (1) encuentre todos los vectores x perpendiculares a los dos
vectores:

(1.2. -3.0.4) Y (4. -5.2.0.1)

3. a) Reeuerdeel problema 3 de MATLAB 1.6 (vuelva a resolverlo). ¿Cómo se relaciona esto
con el corolario dclleorenl<l I?

b) Considere las matrices A y b del problema lb) de MATLAB en esta sección.

i. Verifique que el sistema lA b)tiene un número infinito de soluciones.

ji. Sea x = A\b. Verifique. usando la multiplicadón de matrices. que esto produce una
solución al sistema con la matriz aumentada [A b] (observe que hace una adverten­
du. Si no e,xislc una solución única. el comando .., .. (dae mldh'¡de).

¡ji. Consider:lndo rref(A) encuentre cuatro soluciones al sistema homogéneo lA O). In­
troduzca uno a la vez. Ilam¡indolo z. y verifique mediante la mulliplicación de matri­
ces que x + z es una solución al sistema con la matriz aumentada lA b).
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4. u) Observe rrcf(A) para la A dada a continuación y argumente por qué el sistema [A bJ
tiene una solución independientemente del vector b de 4 x I que se elija.

h) Concluya que todo vector b es una combinación lineal de las columnas de A. Genere
tres vectores aleatorios b dc 4 x I y. para cada b. cncuentrc los coeficicntcs necesarios
para escribir b como una combinación lineal de las columnas dc A.

el Observando rrcf(A) para la siguientc A. argumente las razones por las cUHles existe un
vector b de 4 x 1 para el que el sistema [A b] no tiene solución. Realice un experimento
para encontrar un vector b para el que no exista llna solución.

tI) ¿Cómo se pueden generar vectorcs b que garanticen una solución? Tomc una decisión
sobre el procedimiento y describa lo con un comentario. Pruebe su procedimiento for­
mando con él tres vectores b y después resolviendo los sistemas correspondientes (vea el
problema 6 de MATLA B en la sección 1.3).

e) Pruebe que su procedimiento es válido usando la teoria desarrollada en el texto.

5. En esle problema descubrirá las relaciones entre la forma escalonada reducida por rcnglo­
nes de una matriz y la información sobre las combinaciones lineales de las columnas de A.
La parte de MATLAB del problema implica. únicamente. el cálculo de algunas formas es­
calonadas reducidas por renglones. La teoria se basa en los hechos de que Ax = Osignifica
que x es una solución al sistema [A O] y que

0= x¡(col 1 de A) + ... + x.,{coln de A)

ti) i. Sea JI la matriz del problema 4c) de MATLAB en esta sección. Encuentre rrcf(A).
(El resto de este inciso requiere de trabajo con papel y lápiz.)

ii. Encuentre las soluciones al sistema homogéneo escrito en términos de las e1ccciones
naturales de las variables arbitrarias.

¡ii. Establezca llna variable arbitraria igual a 1 y las otras variables arbitrarias iguales
<lO Yencuentre las otras incógnitas para producir un vector solución x. Para esta x.
escriba 10 que dice la afirmación

0= Ax = x,(col I de A) + ... + .\",.(colll de A)

y despeje la columna de A que corresponde a la variable arbitraria que igualó a l.
Verifique sus dalas.

iv. Ahora establezca otra variable arbitraria igual a 1 y las otras variables arbitrarias
iguales a O. Repita iii). Continúe de la misma manera para cada variablc arbitraria.
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v. Revise rrcf(A) y vea si reconoce algunas relaciones entre lo que acaba de descubrir
y los números en rrcf(A).

h) Sea A la matriz en el problema 1b) de MATLAB en esta sección. Repita las instruccio­
nes anteriores.

c) Sea A una matriz ¡¡lea toril! de 6 X 6. Modifique A de manera que

A(,,3) = 2-A(,,2) -3-A(,,1)

A("S) ~ -A("I) +2-A(,,2) -3-A(',4)

A(,,6) = A(',2) +4-A(,,4)

Repita las instrucciones anteriores.

ID INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA

En esta sección se definen dos tipos de matrices que son b<isicas en la teoría de matrices. En

primer lugar se presenta un ejemplo sencillo. Sea A=(2 5) YB=( 3 -5). Un cálculo
1 3 -1 2

sencillo muestra que A IJ = HA = 1,. donde 1, = (1 O). La matriz 1, se llama malri: idClIlidad
- - O 1 -

de 2 X 2. La matriz B se llama lII(lrr;= illl'ersa de A y se denota por A -1.

DEFINICiÓN 11 Matriz identidad

La matriz identidad 1" de 11 x 11 es una matriz de 11 x 11 cuyos elementos de la diagonal
principal 12 son iguales a [ y todos los demás son O. Esto es,

si i = J

si i '# j
(1)

EJEMPLO 1 Dos matrices identidad

1 O O O O

v[~
O

~] e

O O O O

1 I ~ O O 1 O O,
O O O O 1 O

O O O O 1

.,---
l2 la diagonal de A = (a) consiste en las componentes a", a"o a"o ete. A menos que se establezca de otra manera, se

har~ refereneía a la diagonal principal simplemente como la diagonal
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Sea A una matriz cuadrada de 11 X n. Entonces

Es decir, In' conmuta con toda matriz de 11 x 11 y la deja sin cambio despucs de la multi­
plicación por la derecha o por la izquierda.

Nora. 1" funciona para las matrices de 11 x 11 de la misma manera que el número I funcio­
na para los números reales (1 . a = a . I = (J para lodo número real a).

Sea C'I el elemento ij de Al. Entonces

+a,b_+ ... +a.b
ljl/ ,nn)

DEFINICIÓN a

Pero por (1), esta suma es igual a aij' Asi A In = A. De una manera similar se puede demos­
trar que InA = A Yesto demuestra el teorema,

l\'oradúl/. De aquí en adelante se escribirá la malTiz identidad únicamente como I ya que si A

es de 11 x lilas productos lA y A I están definidos sólo si I es también de 11 x 11.

La inversa de una matriz

Sean A YB dos matrices de 11 X 11. Suponga que

AB=BA=/

Entonces B se llama la im'ersa de A y se denota por A-I, Entonces se tiene

Si A tiene inversa, entonces se dice que A es im'ertible.

Una matriz cuadrada que no es invertible se le denomina singular y una matriz invertiblc se
llama no singular.

Oh.\'l!ITUdá" l. A partir de esta definición se deduce inmediatamente que lA-lr l = A si A es

invertible.

OhJl!ITUdú" 2, Esta definición 110 establece que toda matriz cuadrada tiene inversa. De hecho,
existen muchas matrices cuadradas que no tienen inversa (ejemplo 3 de la púgina 98).

En la definición 2 se establece /a inversa de una matriz. Esta definición sugiere que la inver­
sa es única. y esta declaración es cierta, como lo dice el siguiente teorema.



96 CwiTll.O I

TeOREMA E3
I:l DeMOSTRACiÓN

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Si una matriz A es ¡nvertible, entonces su inversa es unica.

Suponga que B y e son dos inversas de A. Se puede demostrar que B = C. Por definición
se tiene A B = BA = I YAC = CA = l. B(Aq = (BA)e por la ley asociativa de la multipli­
cación de matrices. Entonces

B ~ BI = B(AC) ~ (BAlC: IC ~ C

Entonces B = eyel teorema queda demostrado.

A contimJ:lción se presenta otro fenómeno importante sobre las inversas.

TEOREMA mSean A y Bdos matrices ¡nvertibles de 11 X n. Entonces AH es ¡nvertible y

L DEMOSTRACIÓN Para probar este resultado es necesaria la definición 2. Es decir. B-1A-1 = (ABr l si y sólo
si B-IA-1(AH) = (AB)(B-IA-I) = 1. Se trata, únicamente. de una consecuencia ya que

ecuación (6), página 64

y

Nota. Del teorema 3 se concluye que (A BC)-I = C-I B-I A-l. Vea el problema 22. Considere el

sistema de 11 ecuaciones con 11 incógnitas

Ax = b

y suponga que A es invcrtible. Entonces

A-IAx = A-lb

Ix = A-lb

x = A-lb

Esta es una solución al sistema porque

se multiplicó por la izquierda por A- l

A- I A = I

Ix = x

Ax = A(A lb) = (AA-I)b = lb = b

Si Yes un \'cetor lal que A)' = b. entonces los cálculos anteriores demueslran que), = A-lb.

Es decir. )' :::: X. Se ha demostrado lo siguiente:

Si A es invertible, el sistema Ax = b
tiene una solución única x = A-lb

•
(2)
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Ésta es una de las razones por la que se estudian las matrices inversas.

Ya que se ha definido la im'ersa de una matriz. surgen dos preguntas básicas.

Pregunla l. ¿Qué matrices tienen inversa?

Pregunta 2. Si una matriz tiene inversa ¿cómo se puede calcular?

En la presente sección se contestan ilmbils preguntas. Se comenzará por analizar lo que ocurre

en el caso 2 x 2.

IIZImilDIIL__C_á_Ic_"_I_O_d_e_la_in_v_e_'_s_a_d_e_"_n_a_m_a_t'_iz_d_e_2_x_2__

•• Soludó"

0_ (2 -3) " ,.:>ca A::= . Calcule A- SI eXIste,
-4 5

Suponga que A- ' existe. Se escribe A- l =(; ")- y se usa el hecho de que AA-',. ,
= /, Emonces

_, ( 2 -3)(X y) ( 2x-3,
AA = -4 5; 1\' = -4x+5;

2>'-3"')=(1 O)
-4y+Sw O 1

Las dos uhimas matrices pueden ser iguales únicamente si cada una de sus componentes corres­
pondientes son iguales. Esto significa que

2x -3, =, (3)

2y -311" =0 (4)

-4x +5; =0 (5)

-41' +511"= 1 (6)

Éste es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. Observe que hay dos ecuaciones
que involucran únicamente a x ya; [las ecuaciones (3) y (5)J Ydos que incluyen sólo a J' y 11" [las

ecuaciones (4) y (6)]. Se escriben estos dos sistemas en la forma aumentada;

-)

5

-3
5

(7)

(8)

De la sección 1.3 se sabe que si el sistema (7) (con las variables x y ;) tiene una solución única.
1:. eliminación de Gauss-Jordan en (7) dar¡i como resultado

(
1 O I xl
O , I '

en donde (x,;) es el único para de números que satisface 2,' - 3: = I Y -4x + s: = O. De igual

manera, la reducción por renglones de (8) dara como resultado

(
' O I y)
O 1 1 1\'

donde Ll: Il') es el único par de números que satisfacc 2.1' - 311' = OJ' -4.1' + Sil' = l.
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Como [as matrices de coeficientes en (7) y (8) son iguales se puede realizar la reducción por
renglones sobre las dos matrices aumenladas al mismo tiempo. considerando la nueva matriz
aumentada.

[ 2-3 I ] 0J
-4 5 I O 1

(9)

Si A es invcniblc. entonces el sistema definido por (3). (4). (5) Y(6) tiene una solución única y.
por lo que acaba de decirse. [a reducción de renglones da

[~ ~ : ; ,:,)
Ahora se llevan a cabo los cú!culos. observando que la matriz de la izquierda en (9) es A y la

matriz de la derecha es 1:

[-~
-3 ]

~) "',---tR, J ( [
_1 I 1

~J
, ,

5 O -4 5 I O

1<,--+II,+4/(, (1 _1 1

~J
, ,. ,

O -] 2
R, .... -R, 1 (1 _1

I
1

-~)
, ,

O ] I -2

If,--+-R,+tll, ;(1 O _1 -+J,
O ] -2 -]

ASLX=-t.Y=-i.:;=-2,\I'=-IY(~ ~¡)=(=1 =:}secalcllla

[ 2-3J[-¡ -+J~[] 0J
-4 5 -2 -) O 1

y

[-¡ -+J[ 2-3J~[] 0J
-2 -] -4 5 O 1

Entonces A es invertible y A- 1 = [-t -fJ.
-2 -]

"'__u_n_a_m_a_t_d_z_d_e_2_x_2_q~u_e_n_o_e_s_;_n_v_e_rt_;_b_]e__

Sea A = [] 2J. Determine si A es invcrtib1e y si es asi. calcule su inversa.
-2 -4

•• Solució" Si A-
1 = (~ ~'.) existe. entonces

[ ] 2J[X "J [ x+2,AA- 1 - - -

-2 -4 = ll' -2x-4z
Y+2"'J~[] 0J

-2y-4w O 1
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Esto conduce al sistcma

x +2= =1

Y +2\\'=0

-2x -4: =0

-2.1' -411'=1

(10)

Si se aplica la misma lógica que en el ejemplo se puede escribir este sistema en la forma de
matriz aumentada (A I 1) y reducir por renglones:

2 I I 0)
-4 I O I

Hasta aqui se puede llegar. La última linea se lee O = 2 o O = J. dependiendo de cuál de los
dos sistemas de ecuaciones (en x y : o en y y w) se esté resolviendo. Entonces el sistema (10) es
inconsistente y A no es invenible.

Los últimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre funciona cuando se qu¡e~

re encontrar la inversa de una matriz.

Procedimiento para encontrar la inversa

de una matriz cuadrada A

Paso l. Se escribe la matriz aumentada (AII).

Paso 2. Se utiliza la reducción por renglones para poner la matriz A a su

forma escalonada reducida por renglones.

Paso 3. Se decide si A es invertible.

a) Si la forma escalonada reducida por renglones de A es la matriz

identidad 1, entonces A- 1 es la matriz que se tiene a la derecha

de la barra vertical.

b) Si la reducción de A conduce a un renglón de ceros a la izquier­

da de la barra vertical, entonces A no es invertible.

•
Ohscn'aciún. a) y b) se pueden expresar de otra manera:

Una matriz A de n x n es invertible si y sólo si su forma escalonada reducida por ren­
glones es la matriz identidad; es decir, si su forma escalonada reducida por renglones

tiene n pivotes.

•

DETERMINANTE

DE UNA MATRIZ

" ,Ll!---="::":

seaA=(""
a21

"" ]- . Entonces se define
(J22

(11)

El determinante de A se denota por det A.



100 CAPiTULO 1

TEOREMA a

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Sea A = una matriz de 2 x 2. Entonces

i. A es invcrtible si y sólo si del A * O.

ii. Si del A :;ó: O, entonces

e DEMOSTRACiÓN

_, I ( a" -a,,)A - --
detA -a21 G I]

Primero, suponga que del A =1:- OYsea B = (l/del A)[ G
n

-a
21

I ( a"BA=--
del A -a

21

-a )12 . Entonces
a"

(12)

De manera similar, AB = 1, lo que muestra que A es 'invertible y que B = A- I
, Todavía

debe demostrarse que si A es invertible, entonces del A '# O. Para esto, se considera el
sistema

allxl +a 12x 2 = b,

al1x1 +°22'\'2 = bz
(13)

Se lleva a cabo de esta forma porque del teorema de resumen (teorema 1.2.1, página
5) se sabe que si este sistema tiene una solución única, entonces {lila!! - (lIZa!1 ~ O. El
sistema se puede escribir en la forma

Ax = b (14)

EJEMPLO 4

•• Solució"

con x =(.~I) Yb =(b,). Entonces, como Aes invertible, se ve de (2) que el sistema (14)
·\2 b2

tiene una solución unica dada por

Pero por el teorema 1.2.1, el hecho de que el sistema (13) tenga una solución unica im­

plica que (/11(/22 - (/12(/21 = del A '* O. Esto completa la prueba.

Nora. La fórmula (12) se puede obtener direct<lmente aplicando el procedimiento para calcular
ulla inversa (ver el problema 54).

Cálculo de la inversa de una matriz de 2 )( 2

(2-4) . .Sea A = 1 3· Calcule A- 1
SI eXIste.

Se encuentra quedet JI = (2)(3) - (-4)(1) = la; por 10 tanlo A~I existe. De la ecuación (12)se
tiene
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A-' =~[ ) 4)=[ ;';; ;';;)
ID -1 2 -¡i ii

Verijü:ac;611

_, 1 [ ) 4)[2 -4) 1 [lO O) [1 O)A A=iii -1 2 1 ) =iii O lO = O 1

l'

AA-,=(2 -4)[ ;i ~)=(I O)
I 3 -¡¡ le O I

EmI:iZIDL_u_n_a_m_a_t_ri_z_d_e_2_X_2_q~U_e_n_o_e_s_i_n_v_e_rt_i_b_le__

Sea A = (1 2). Calcule A-' si existe.
-2 -4

• SO/ucifj"

EJEMPLO 6

Se encuentm que det A = (1)( -4) - (2)( - 2) = -4 + 4 = O. de manem que A- ' no existe. como

se observó en el ejemplo 3.
El procedimienlO descrito para encontrar la inversa (si existe) de una matriz de 2 x 2 fun·

ciona para matrices de 11 x 11 donde 11 > 2. Se ilustra con varios ejemplos.

Calculo de la inversa de una matriz de 3 x 3

[

2 4

Se'IA=~5 :] (Vea el ejemplo 1.3. [ en la púgina 7). Calcule A- l si existe.

-2

•• So/ució" Primero se pone A seguido de I en la forma de rmt!riz aumentada

[:

4 6 1 O

~]5 6 O I

1 -2 O O

Ydespues se lleva a cabo la reducción por renglones.

0,.:0, .¡~ 2 ) , O

~]
0,.0,-", [1 2 ) , O

~]
,

5 6 O I ","''', -l", l ~ -) -6 -2 1
3 1 -2 O O -5 -11 _l O,

.¡~
2 )

, O

~]
',"''',-u,

'(~
O -1 -, ,

~]
• ,

"""'~}"
2 t -, .,...., .S',

1 2 " -,, , ,
-5 -11 _l O O -1 11 -!, • ,

,[~
O -1 -,

-~]
.,...... ",

I [~
O O -! } -;)• , ,

"','" -", 1 2 -, .,......, : ...,
1 O 11 _11, , , ,

O _11 , O 1 _11 , -1• , • ,
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Como A se redujo a I se liene

A-'f~
1

-'] f'6
14 -6),

_ll 2 =- 26 -22 12, 6
_ll 1 -) -11 10 -6• ,

I
se faCloriz:I '6 para que los

dlculos SC'"dn mas sencillos.

VerificuciOn

También se puede vcrificar que AA-l = /.

Cuando se calcula A- 1 es fácil cometer errores numericos. Por ello es importante verificar los
cálculos viendo que A- 1 A = 1.

"',-_u_n_a_m_a_t_ri_z_d_e_3_x_3_q~u_e_n_o_e_s_i_n_v_e_rt_i_b_'e __

-3

-5-,
•• SO/l/ciÓ" De acuerdo con el procedimiento anterior se obtiene. sucesivamente.

[~
-3 4 1

O O] ,¡~
-3 4

1 O O]
-5 7 O 1 O

R, ___ R,-IR,
1 -1 -2 1 O

-1 O O 1 -1 1 O O 1

',"', "', [ 1 O 1 -5
3 O]11,-->11,''', J O 1 -1 -2 1 O

O O O -2 1 1

Hasta aquí se puede llegar. La matriz A no puede reducirse a la matriz identidad. por lo que se
puede concluir que A no es invertible.

Hay otra forma de ver el resultado del ültimo ejemplo. Sea b cualquier veclOr de 3 X I Y
considere el sistema Ax = b. Si se Ir.Ita de resolver esto por el metodo de eliminación gaussiana.
se terminad:l con una ecuación que se lec O "" e :o: Ocomo en el ejemplo 3. o O = O. Es decir. el

sistema no tiene solución o bien. tiene un numero infinito de soluciones. La posibilidad que se

elimina es que el sistema tenga una solución unica. Pero si A~I existiera. entonces habría una

solución unica dada por x = A-lb. La conclusión que se obtiene es

Si la reducción por renglones de A produce un renglón de ceros, entonces A no es
invertible.

•
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•• Solución

1.8 Inversa de una matriz cuadrada 103

Matrices equivalentes por renglones

Suponga que la matriz A se puede transformar en la matriz B mediante operaciones con

renglones. Entonces se dice que A y B son equh-alcnles por renglones.

El razonamiento anterior se puede usar para probar el siguiente teorema (vea el problema 55).

Sea A una matriz de" x 11.

i. A es invertible si y sólo si A es equivalente por renglones a la matriz identidad /.;

esto es, si la forma escalonada reducida por renglones de A es /.'

ii. A es invertible si y sólo si el sistema Ax = b liene una solución única para cada
n-veclor b.

iii. Si A es invertible. entonces la solución única de Ax = b está dada por x = A-lb.

iv. A es invertible si y sólo si su forma escalonada reducida por renglones tiene 11 pi­

votes.

Uso de la inversa de una matriz para resolver un sistema de ecuaciones

Resuelva el sistema

2xI +4x
l

+ 3x
J

6

Xl - x
J

= -4

3x)+5xl +7xJ 7

Este s;stem' " puede csec;b;, como Ax = b. donde A = (~ : -;] y b = ( -~l

Así. la solución única esla dada por

EJEMPLO 9

[
X'] [ 4 -lf -f)[ 6) [25)

x = ::: =A-lb = =: i i -~ = =:

La tecnología y las matrices de Leontief: modelo de la economia

estadounidense en 1958

(15)

En el modelo de insumo-producto de Leonlief. descrito en el ejemplo 1.3.9 en de la página 18.
se obtuvo el sistema
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°11,'", + 01:.1": + + al.x. +el = XI

(':1-'"1 + anx: + +o:.x. +el = x:

que se puede escribir como

;Ix + e = x = Ix

o
(/-A)x =e (16)

La matriz A de demandas inlernas se llama matriz tecnológica. y la matriz J - A se llama ma­
triz de Leontier. Si la matriz de Leonticf es ¡nvertible. entonces los sistemas (15) y (16) tienen
soluciones Ítnleil!>.

Leonlief utilizó su modelo para an¡\lizar la economía de Estados Unidos en 1958.1' Divi­
dió la economi:l en 81 seclOres y los agrupó en seis familias de $CClOrcS relacionados. Con el
objeto de simplificar se Ir.Har.1 cada familia de seClQres como un solo sector. de manera que se
pueda ver la economía estadounidense como una economia con seis induslrias. Estas industrias
se enumeran en la labIa \.\.

Tabla 1.1

Sector Ejemplos

I No metales terminados (NMT) Muebles, alimentos procesados

Metales terminados (MT) Electrodomesticos, vehículos automotores

Metales básicos (MB) Herramientas (producción intermitente), minería

I Nometalesbasicos(NMB) Agricultura. imprenta

Energia (E) Petróleo. carbón

Servicio (s) Diversiones. bienes mices

La tabla de insumo-producto, tabla 1.2. prescnta las demandas internas durante 1958 sobre la
base de las cifras de Leontief. Las unidades en la tabla estún expresadas en milloncs de dólares.
Así. por ejemplo. el numero 0.173 en la posición 6.5 significa que para producir energia equiva­
lente a SI millón. es necesario proporcionar 50.173 millones = SI73 000 en servicios. De forma
similar. 0.037 en la posición 4.2 significa que con el fin de producir artículos metalicos termina­
dos, es necesario gastar $0.037 millones = $37000 en productos no met{llicos búsicos.

Tabla 1.2 Demandas internas en 1958 en la economía de Estados Unidos

NMT MT MB NMB E S

NMT 0.170 0.004 O 0.029 O 0.008

MT 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016

MB 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007

NMB 0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048

E 0.007 0.001 0.029 0.025 0.358 0.025

S 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234

•
11 X/f'(l/IflC AmMcan labrll de 1965 26-27
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Por ultimo. las demandas externas estimadas por Leontief sobre la economía de Estados Uni·
dos en 1958 (en millones de dólares) se presentan en la tabla 1.3.

Tabla 1.3 DCIl1:lndas extcrn:lS sobrc la cconomía de
Estados Unídos cn 1958 (en millones de dólares)

NMT 99640

MT 75548

MB 14 444

NMB 33 SOl

E 23527

S 263985

Con el fin de manejar la economia de Estados Unidos en 1958 par;¡ satisfacer todas las deman­
das externas. ¿cuántas unidades deben producirse en cada uno de los seis sectores?

•• So/m:;óll La matriz tecnológica está dada por

0.170 0.004 O 0.029 O 0.008 99640

0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016 75548

0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007 14444
A= Y ,=

0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048 33501

0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025 23527

0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234 263985

Para obtener la matriz de Leonticf. se resta

1 O O O O O 0.170 0.004 O 0.029 O 0.008

O 1 O O O O 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016

O O 1 O O O 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007
[-A=

O O O O O 0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048

O O O O 1 O 0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025

O O O O O 1 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234

El cúleulo de la inversa de una matriz de 6 x 6 es una actividad laboriosa. Los siguientes resul­
tados (redondeados a tres cifras decimales) se obtuvieron usando MATLA B:

(1- Ar' ""

1.234

0.017

0.078

0.752

0.061

0.340

0.014

1.436

0.467

0.133

0.045

0.236

0.007

0.056

1.878

0.101

0.130

0.307

0.064

0.014

0.036

1.741

0.083

0.315

0.006

0.019

0.044

0.065

1.578

0.376

0.017

0.032

0.031

0.123

0.059

1.349
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Por lo tan lo el vector de la salida "ideal"- está dado por

:<=(1- Arle=<

13 1033.21

120458.90

80680.56

178732.04

66 929.26

431562.04

TeOREMA m

e DEMOSTRAOÓN

Esto significa que se requería aproximadamente de 131033 unidades (equivalentes a $131 033
millones) de productos no metúlicos terminados. 120459 unidades de productos mCI:ilicos ter·
minados. SO 681 unidades de productos metálicos básicos. 178732 unidades de productos no
metálicos bílSicos. 66929 unidades de energía y 431 562 unidades de servicios. para manejar la
economia de Estados Unidos y cumplir con [as demandas externas en 1958.

En la sección 1.2 se encontró la primera forma del teorema de resumen (teorema 1.2.1. pú­
ginil 4). Ahora se puede mejorar. El siguiente teorema establecc que vari'ls afirmaciones sobre
la inverso!. la unicidad de las soluciones. la equivalencia por renglones y los determinantes son
equivalentes. En este momento. se puede probar la equivalencia de los incisos i). it). iii). iI') Y

"~l. La prueba concluirú despues de desarrollar cierta tcoria btlsica sobre determinantes (vea el
teorema 2.4.4 en la página 208).

Teorema de resumen (punto de vista 2)

Sea A una matriz de 11 X 11. Por lo que las seis afirmaciones siguientes son equivalentes.

Es decir, cada una de ellas implica las olrascinco (de manera que si secumple una, todas
se cumplen, y si una es falsa. todas son falsas).

i. A es invertible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución tinica para cada n-vector b.

iv. A 'es equivalente por renglones a la matriz identidad In' de 1/ X 11; es decir, la forma
escalonada reducida por renglones de A es l•.

v. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

vi. del A *- O(hasta ahom sólo se ha definido det A si A es una matriz de 2 X 2).

Ya se ha visto que las afirmaciones i), iii), i1') Y I'i) son equivalentes {teorema 5]. Se
demostrara que ii) y i1') son equivulentes. Suponga que it) se cumple. Entonces la foro
ma escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes: de otra manera al menos
una columna de esta forma no tcndría pivote y entonces el sistema Ax = Otendria un
número infinito de soluciones porque se podria dar un valor arbitrario a la variable co­
rrespondiente a esa columna (los coeficientes en la columna son cero). Pero si la forma
escalonada reducida por renglones de A tiene n pivotes, entonces se trata de l•.

Inversamente, suponga que i1') se cumple; esto es, suponga que A es equivalente por
renglones a l•. Entonces por el teorema 5, inciso n. A es invertible y, por el teorema 5.
inciso ¡ji), la solución lInica dc Ax = Oes x = A-lO = O. Así, ¡j) y iv) son equivalentes.
En el teorema 1.2.1 se demostró que i) y 1';) son equivalentes en el caso de 2 X 2. Se
probará la equivalencia de 1') Y1'1') en la sece-ión 2.4.
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OhserraciÓn. Si la forma escalonada por renglones de A tiene l/-pivotes.. entonces tiene la si­
guiente forma:

rl~ '" e "o
O I 'ú e ,-,.
O O I e ,- (17),.
1I 1I 11 1I

O O O e I

Es dccir. R es una matriz con unos en 1,1 diagonal y ceros debajo de ella.

Para verificar que B "" A- 1 se debe comprobar que AB "" HA "" l. Resulta que sólo se liene
que haccr la mitad de este trabajo.

Sean A Y B matriccs dc 1/ X 1/. Entonces A es invertible y B "" A- I ya sea si i) BA "" lo
si ii)AB "" 1.

i. Se supone que BA "" l. Considere el sistema homogéneo Ax = O. Si se multiplican

por la izquierda ambos lados de esta ecuación por B, se obtiene

BAx"" SO (18)

problemas 1 B

Pero BA "" I Y BO "" O. de manera que (18) se convierte en Ix = Oo X"" O. Esto
muestra que x "" Oes la ...,mica solución a Ax = OYpor elleorema 6. incisos j) y ji).

esto quiere decir que A es invertible. Todavía debe demostrarse que B "" A-l. Sea
A-l "" C. Entonces, AC "" 1. Así

BAC~ B(Aq: BI: B y BAC: (BA)C~ IC= C

Por lo tanto. B "" e y el inciso i) queda demostrado.

ii. Sea A B = /, Entonces del inciso i l, A = B-I, De la definición 2 esto significa que
AH = HA = /, lo que prueba que A es invertible yque 8 = A- I , Esto completa la
demostración.

AUTOEYALUACIÓN

1. Indique cual de las siguientes afirmaciones es correcla

a) Toda matriz cuadrada liene inversa.

b) Una matriz cuadrada tiene inversa si su reducción por renglones lleva a un ren­
glón de ceros.

c) Una matriz cuadrada es invertible si ¡ienc inversa,

t" Una matriz cuadrada H es la inversa de A si Al = B.

11. ¿Cual de las siguientes afirmaciones es cierta sobre un sistema de ecuaciont."S en forma
de matriz?

a) Es de la forma A-IX = b.

h) Si tiene una solución única. la solución sera x = A-lb.
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e) Tiene solución si A no es invertible.

ti) Tiene una solución unica.

111. ¿Cual de las siguientes matrices es im"erliblc?

)(1 3)
a _) -9

el (2 -3)
I -1

b) (~ =~)

d) (: ~)

IV. Considere una matriz in'"erlible A ~' señale cuál de las siguientes afirmaciones es
cierta.

a} El producto de A por 1 es A-l.

b} A es una matriz de 2 X 3.

c)A=A- I •

ti) A es una matriz cuadrada.

v. ¿Cmil de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema?

4x - 5y "" 3

6x + 7)" = 4

a) No tiene solución porque (: -5) no es invertible.
-7

b) Tiene solución (-1, -t).

e) Si tuviera una solución se encontraria resolviendo (: =tH~)
d) Su .alución " (: =m~)

En los problemas 1a 21 determine si la matriz dada es invcrtiblc. De ser así. calcule la inversa.

J. G~) 2. (-~ -1~) 3. (-: -7)
14

4. (~ ~) 5. e;) 6. (~ I~)

[~
I

iJ U
I

-~J7. (: :) 8. 2 9. 4

5 5

(~
2

J (~
I

:J (~
o

:]lO. 2 11. I 12. I

O O I

H6

-;J [:

I

:J [~
-2

-:J
13. 3 14. -1 15. 3

12 I O
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[~; :] [i ~] 1:

1 1

il
-1 2

16. 18.
2 -1

O 17.
-1 2

-7
3 ]

1-;
O 2 J

[~
2 O

~I P
-] O

-2]1 O 4 ] -] 21. -12 -2 -6
19. 20.

1 -1 3 -3 -2 10 2 5

-1 O 5 7 O 4 -1 6 3

22. Muestre que si A. B Ye son matrices invertibles. entonces ABe es invertib1e y(ti BC)-'
C-1B-1A-1.

23. Sí Al' A
2
,. •• Am son matrices invertibles de 11 X /1, muestre que Al' A2• •••• Am es invertible

y calcule su inversa.

24. Muestre que la malriz ( ]
-2

25. Muestre que la matriz (a ll

I - {/~ (121
".

4) ..es su propia Inversa.
-]

26. Encuentre el veelOr de producción x en el modelo de insumo-producID de Leontief si

,,~J. e~[~~] YA~[¡ ¡ ~]
40 ffoi

*27. Asuma que A es de 11 x m y 8 es de 111 x 11. de manera que JI B es de 11 X 11. Demuestre que
A B no es invertib1c si 11 > m. [Sugl'l"máa: M uestre que existe un veclor x diferente de cero

tal que A 8x = OYluego aplique el teorema 6.]

*28. Ulilice los métodos de esta sección para encontrar las inversas de las siguicntcs m,ltrices

con elemcntos complejos:

al (i ')
1 -,

[~2 00] O~]30. Calcule la inversa de A =

29.
[

"" 8
Demuestre .que para todo nümero real e la matriz cos e
cuenlre su Illversa. o

cos8 O~]
-sen e

o
es invertible y cn-

31. Una matriz cuadrada A = (a) se llama diagonal si todos suse1emenlOs fuera de la diagonal
principal son cero. Esto es a¡¡ = Osi i ,I!) (la matriz del problema 30 es diagonal). DCllluestre
que una matriz diagonal es invertiblc si y sólo si cada uno de los elemcntos de la diagonal

es diferente de cero.
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32. Sea

[
'6'

;1=
II
O

o o

11 "'
O o

o ]O

11

a,m

Una malriz diagonal tal que SllS componentes en la diagonal principal son todas diferentes

de cero. Calcule A- I ,

34. Demuestre que In malriz JI
O O]
O O no es invertible.

6 1

33. Calcule la inversa de A = [~ ~ -:]

=H
*35. Una matriz cuadrada se llama triangular superior (inferior) si todos sus elementos abajo

(nrriba) de la diagonal principal son cero (la nlalriz en el problema 33 es triangular superior
y la matriz en el problema 34 es triangular inferior). Demuestre que lIna matriz triangular
superior o Iriangular inferior es invertible si y sólo si cada uno de los elementos de la dia­
gonal es diferente de cero.

36. Demuestre que la inversa de una matriz invcrtible es lTiangular superior. [SI/gerencia: Pri­

mero demuestre el resultado para una matriz de 3 X 3.]

En los problemas 37 y 38 se da una matriz. En cada caso demuestre que la matriz no es iuverli­

ble eneotllrando un vector x diferente de cero tal que Ax = O.

37. ( 2 -1)
-4 2 38. [~ ~: -:]

39. Sean A. B. F. Y M matrices invertibles de 111 x 11. Si M = I + F(AI - JI ,.)-1 B

yA,.=A+BF

Demuestre que M-I = B-I (V - Al") CAI- A)-IB.

40. Se,ll1 A. B. C. D. F YN malTices invertiblcs dc 111 X /l. Si N = D + e/Al - A r)-I B.
M-I = e- I CA/- Ar) (V - AtlB. CF = C + DFy Ar = A + BF

Demuestre que NM-I = D + C("A./- At'B.

41. Una fúbrica de muebles de calidad tiene dos divisiones: un taller de maquinas herramienta
donde se rabriean las partes de los muebles. y lIna división de ensamble y terminado en la

que se llnen las partes para obtener el producto final. Suponga que se tienen 12 empicados

en el taller y 20 el11a división y que cada empleado trabaja 8 horas. Supong,l también que

se producen únicamente dos artículos: sillas y mesas. Una silla requiere 31~~ horas de ma­
quinado y ~I~) horas de ensamble y terminado. Una mesa requiere 21~) horas de maquinado
y 7;) horas de ensamble y terminado. Suponiendo que se tiene una demanda ilimil<lda
de estos productos y que el rabrieante desea mantener ocupados :1 lodos sus empleados.
¿cuántas sillas y cuúntas mesas puede producir esta fábrica al día?
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42. La alacena de ingredientes múgicos de una hechicera contiene 10 onzas de trébo1cs de

cuatro hojas molidos y 14 onzas de raíz de mandrúgora en polvo. La alacena se resurte
en forma automútica siempre y cuando ella termine con todo lo que tiene. Una poción de
amor requiere t'3 onzas de tréboles y 2~ onzas de mandrágora. Una receta de un conocido
tratamiento para el resfriado común requiere 5t- onzas de tréboles y 10ft onzas dc mall­
drágora. ¿Qué cantidad de la poción de amor y del remedio para resfriado debe combinar

la hechicera para usar toda la reserva en su alacena?

43. Un granjero nutre a su ganado con llna mezcla de dos tipos de alimento. Una unidad es­
túnd¡lr del alimento A proporciona a un novillo 10'Y., del requerimiento diario de proteina
y 15% del de earbohidralOs. Si el granjero quierc alimentar a su ganado con el 100'Yi,de los
requerimientos mínimos diarios de proteínas y carbohidratos. ¿euúntas unidades de cada

tipo de alimento debe recibir un novillo al dia?

44. Una versión muy simplificada de una tabla de insumo-producto para la economía de Israel

en 1958 divide dicha economia en tres sectores -agricultura. manufactura y energía- con
los siguientes resultados. l.

Agricultura Manufactura Energía

Agricultura 0.293 O O

Manufactura 0.014 0.207 0.017

Energía 0.044 0.010 0.216

a) ¿Cuántas unidades de producción agrícola se requieren para obtener una unidad de

producto agrícola?

h) ¿Cuántas unidades de producción agrícola se requieren para obtener 200 000 unidades

de productos de esta naluralcza'?

c') ¿Cuúntas unidades de producción agrícola se requieren para obtener 50 000 unidades

de encrgía'!

(1) ¿Cuánlas unidades de energia se requieren para obtener 50 000 unidades de productos

agricolas?

45. Si se continúa con cl problema 44, las exportaciones (en miles de libras israelíes) en 1958
fueron las siguientes:

Agricultura 13213

Manufactura 17597

Energía 1 786

ti) Calcule la matriz tecnológica y la de Leontier.

b) Determine el valor en libras israelíes de los productos agrícolas. la energía y los ar­

tículos manufacturados necesarios para hacer funcionar este modelo y exportar el

valor establecido de cada producto.

•
,. Wasslly Leontref. Inpul-OUIPU! ECOflOlWC5 (Nueva York: Oxtord UnlverSlty Press. 1966), 54-57
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En los problemas 46 a 53 calcule la forma escalonada por renglones de la matriz dada y uliliccla
para determinar en forma directa si es invenib\c.

46. La matriz del problema 4. 47. La matriz del problema 1,

48. La matriz del problema 5. 49. La matriz del problema 10.

SO. La matriz del problema 13. 51. La m::ltriz del problema \6.

52. La matriz del problema 18. 53. La matriz del problema 19.

SS. Demuestre los incisos ¡). ii) Y il') del teorema 5.

. (1 AJ56. Calcule la ll1vcrsa de lo I donde A es una matriz cuadrada. (SlIgermcia: Revise la mul-

tiplicación de matrices por bloques en la página 66.J'~

. la O ]57. Considere que A1I YA!! son invertibles y encuentre la inversa de ",", .
u"

58. Si A Y B son matrices invertibles. resuelva para X:

a) 8XA :=:: 8

h) A-1X=A

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. e) 11. h) 111. e) IV. új v. (.)

Para obtener la inversa de una inversa se procede de la forma siguiente. Una vez que se

tiene a la matriz en la pila, se oprime la teela~. Si la matriz no es invertible apare­

ceran simbolos de infinito en alguna(s) posición(es) de la matriz resultante.
De los problemas 59 a 62 utilice la calculadora para calcular la inversa de la matriz

dada.

MANEJO DE LA CALCULADORA

[

1.6

59. -4.2

-6.8

2.3 7.5]
3.9 5.7

-0.9 4.1
60. [~: ~: ;~J

57 98 36

•
" David (arlson presentó este problema y el siguIente en su articulo" Teacllmg Linear Algebra Must the Fog A/ways

RolI m? En The (011age MathematlCs Joumal, 24( 1l, enero de )993, 29-40
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[

-0.03 0.21 0.46 -0.33]
-0.27 0.79 0.16 0.22

0.33 0.02 O -0.88

0.44 -0.68 0.37 0.79

[ -~~ ..;~ -~~:~~ ~~:~~ -;~:~~]
36.38 67.92 -81.31 15.06

-61.31 -70.80 43.59 71.22

63. Demuestre que la inversa de

[~
5 -17

2:]
8 13

O 5 -4

O O -7

tiene ceros debajo de la diagonal.

64. Haga lo mismo para la matriz

23.1 -42.1 -63.7 -19.4 23.8

O -14.5 36.2 -15.9 61.3

O O -37.2 64.8 23.5

O O O 91.2 \3.8

O O O O 46.9

65.

• MATLAB 1.8

Las matrices en los problemas 63 y 64 se llaman triangulares superiores. Haciendo
uso de los resultados de dichos problemas obtenga una conclusión sobre la inversa
de una matriz triangular superior.

/lIjOJ'llltláÓII tic MATLAB. El comando de MATLAB cye(n) forma la matriz identidad de 11 X 11

(doe eyc). El comando de MATLAB sizc(A) reporta el nlltnero de renglones y columnas de la
matriz A (doc sizc).

2

s
-1

~]. forme R == lA eyc(size(A))I.

10

i. Encuentre la forma escalonada reducida por renglones de R. Utilice la notación
":" para asignar el nombre de la variable S a la matriz que consiste en las tres úl­
timas columnas de la forma escalonada reducida por renglones de R.

ii. Encuentre SA y AS. Describa la relación entre A y S.

¡ji. Compare S eon inl'(A) (doc inv).

b) Repita las instrucciones anteriores para A'="'2*rand(5)- 1, (Utilice R '='" lA eyc(size(A))I
y haga S igual a las cinco últimas columnas de la forma escalonada reducida por ren­
glones.)
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2. Considere las matrices

~[:
7

~] [;
-4

~]L 9 ii. O
13 7 4 -14

[~
4 -2 1 1 4 6

~]¡ii.
1 9 7

¡v.
S 1 9

4 lO 4 7 4 8

7 -7 7 O 7 S

1 2 3 4 S 1 2 -1 7 5

O -1 2 -1 2 O -1 2 -) 2
-1

vi.v. - 1 O O 2 -1 1 O 3 1 -1
56

1 1 -1 1 1 1 1 1 4 1

O O O O 4 O O O O 4

Para cada matriz A:

ti) Use el comando rrcfpara probar si es invcr\iblc y encuentre ¡m'(A).

h) Si A no es invertible. ponga atención en los mensajes de MATLAB cuando dé ¡nv(A).

e) Si A es invertible. verifique que ¡nv(A) da la inversa. Seleccione un vector aleatorio b

paru diado derecho. mueSlre que el sistema [A bjliene una solución única usando el co­

mando rreL asigne la solución a la variable x y compare x con~' = im'(A)*b (encuentre
x-y). Repita esto para otro vector b.

3. a) Sea A = round(IO*(2*rand(S)-I)). Sea B = A pero modifique uno de los renglones de B

a B(3,:) = 3*8(1,:) + 5*8(2,:). M uestre que 8 no es invertible.

h) Sea B = A Ycambie el renglón que quiera por una combinación lineal de otros renglo­

nes de B. Muestre que B no es invertible.

el (Lúpi::.1" pape!) Considerando el proccso dc rcducción a la forma escalonada reducida

por rcnglones. demuestre que una matriz B no es invertible si un renglón es una combi­
nación lineal de otros renglones.

4. Sca A = round(IO*(2*rand(7)-I».

Sea B = A pero B(:,3) = 2*B(:,I) - B(:,2).

Sea e ~ A peco q:,4) ~ q:,I) + q:,2)-q:,3) yq:,6)~ 3-q:,2).

Sea O = A pero 0(:,2) = 3*0(:,1), 0(:,4) = 2*0(:,1)-0(:,2)+4*0(:,3),
0(:,5) ~ 0(:,2)- 5-0(:,3).

a) Encuentre rref de B. e y D. ¿Qué puede concluir acerca de la invertibilidad de una ma­
triz en la que algunas columnas son combinaciones lineales de otras columnas?

h) Pruebe su conclusión con otra matrIz aleatoria generada E y modificada cambiando

algunas columnas a llna combinación lineal de otras.

e) Para B. e D y E. busque patrones en los nLJmeros de rref que reflejen los coeficientes de
las combinaciones lineales. Describa dichos patrones.

ti) ¿De qué forma se relaciona este problema con el problema 5 de MATLAB 1.7?
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tl) Genere cinco matrices aleatorias triangulares superiores con elementos enteros entre
-10 y ID. Utilice el comando triu. Para dos de las matrices generadas cambie un ele­
mento de la diagonal a O(por ejemplo. si la matriz se llama A. modifiquela con el co­

mando A(2.2)~O).

i. Pruebe si cada lIna es illvertible. Describa una conclusión que relacione los térmi­
nos de la diagonal de la matriz triangular superior con la propiedad de ser o no
invertible. Pruebe su conclusión con tres o mÍls matrices triangulares superiores.

ii. Para cada matriz invertible encontrada en i) encuentre la inversa utilizando el
comando ¡m'. ¿Cuill es su conclusión acerca de la forma de la inversa de una ma­
triz triangular superior? ¿Cómo SOll los elementos de la diagonal de la inversa en
relación con los elemenlOs de la diagonal de la matriz original? ¿De qué forma se
relaciona esta observación con i)?

iii. (Lápi::: y papel) Suponga que A es una matriz triangular superior de 3 X 3

[H : J.
I

Describa los pasos necesarios para reducir la matriz aumentada [A 1] (1 es la
matriz identidad) a la forma escalonada reducida por renglones y utilice la des­
cripción para verificar las conclusiones sobre las inversas de matrices triangulares

superiores a las que llegó en i) y ii).

h) Pruebe si las siguientes matrices y otras con el mismo patrón general son o no inverti­
bIes. Describa sus resultados:

5
9

13

2 3

6 7
10 11

14 15

:]12

16

e) En el problema 11 de MATLAB 1.3 se aseguró que el sistema obtenido al ajuslar un
polinomio de grado 11 a 11 + I puntos con coordenadas distintas llevara a una solución
única. ¿Qué indica este hecho acerca de la matriz de coeficientes? Pruebe su conclusión:

primero dé un vector x con coordenadas distintas y encuentre V = \'andcr(x): después
pruebe V. Repila el mismo procedimiento para otros tres vectores x.

•• Considere las siguientes matrices.

1 2 3 4 5 1 2 -1 7 5

O -1 2 -1 2 O -1 2 -3 2

A/= 1 O O 2 -1 A2 = 1 O 3 1 -1

1 1 -1 1 1 1 1 4 1

O O O O 4 O O O O 4
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3 9 5 5 1 2 -3 4 5

4 9 5 3 2 -2 -5 8 -8 -9

A3 = 2 1 3 1 3 A4 = 1 2 -2 7 9

5 9 10 9 4 1 1 O 6 12

O O O O -5 2 4 -6 8 11

2 -4 4 5 -1

O O 5 1 -9

AS = 7 -14 8 7 -2

7 -14 O 4 11

9 -18 1 7 14

a) Haciendo uso de comando rrcf, pruebe si las matrices A I a A5 son o no invertibles.
Pruebe la invertibilidad de A/*A2. A1*A3. A/*A4. A/*A5, A2*A3. A2*A4. A2*A5.
A3*A4. A3*A5 YA4*A5. Obtenga una conclusión sobre la relación entre la invertibili­
dad de dos matrices y la invertibilidad de su producto. Explique la forma en la cual la

evidencia soporta su conclusión.

h) Para cada par de matrices A y B del problema anterior tales que AB es invertible. en­

cuentre

im'(A*B)-im'(A)*inv(B) e ill\"(A*B)-inv(B)*inv(A)

Obtenga una fórmula para (ABrl en terminos de A- 1 y a- I , Explique.

7. Perturbaciones: matrices cercanas ti una matriz no invertihle

Introduzca la matriz

A=[~ : ~]
Verifique que A no es invertible. En lo que sigue A se cambia a una matriz invertible e que

es cercana a A, modificando uno de los elementos de A:

e = [~: ~]
7 8 9 + r

donde! es un número pequei'io.

Antes de continuar. dé el comando format short e. Este comando hará que los números
aparezcan en notación cicnlifica. En MATLAB. por ejemplo. Le-S representa lO-l.

a) Introduzca

r = 1. e-S; e = A; C(3.3) = A(3.3) + r;

Verifique que e es invertible y encuentre ill\'(C).

h) Repita para f = Le-7 y f = Le-lO.
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e) Comente acerca del tamaño de los elementos de ¡n,,(C) (realizando una comparación
con el tamaño de los elementos de C) conformefse hace pequeño. es decir. conforme C
se acerca más a no ser inverlible.

ti) Se investigará la exactitud de las soluciones a los sistemas en los que la matriz de coefi­
cientes es cercana a ser inverlible. Observe que si

e =[~: ~ I y b =[ ,65 ]
789+f) 24+f

enlonces ex = b, donde x = [:} es dec;r, xes la solución exacta, Introduzcax = Ilil;11

Para cadafutilizada en a) y b). forme Cy b y resuelva el sistema Cy = b haciendo uso
de inv(C)(dando el nombre de y a la solución). Encuentre z=x-y. ¿Qué tan cercana es
la solución calculada y a la solución exacta x? ¿Cómo cambia la exactitud conformefse
hace más pequei'!a. es decir. conforme C se acerca a no ser invertible?

8. Este problema se refiere al modelo de insumo-producto de Lenotief. Resuelva los proble­
mas usando (1 - At '. donde A es la matriz tecnológica que describe las demandas internas.
Interprete sus resultados. [Sugerencia de MATLAB: la matriz I de 11 x 11 se puede generar
con eye(n).]

a) El problema 45 de esta sección.

h) El problema 9b) de MATLAB 1.3.

Utilice format long si desea más dígitos en las respuestas.

9. Criptografía

Uno de los procedimientos que se utilizan para encriptar un mensaje secreto es hacer uso
de una determinada matriz cuadrada cuyos elementos son enteros y cuya matriz inversa
también contiene elementos enteros. Se recibe un mensaje. se asigna un número a cada letra
(por ejemplo A= 1, B = 2. etc., y espacio = 27). se arreglan los números en una matriz de
izquierda a derecha en cada renglón, donde el número de elementos en el renglón es igual
al tamaiio de la matriz de código. se multiplica esta matriz por la matriz de código por la

derecha. se transcribe el mensaje a una cadena de números (que se lee de izquierda a dere­
cha a 10 largo de cada renglón) y se manda el mensaje.

El destinatario del mensaje conoce la matriz de código. Él o ella reacomodan el men­
saje encriptado en una matriz de izquierda a derecha en cada renglón, en donde el número
de elementos en un renglón coincide con el tamaño de la matriz de código. multiplica por

la derecha por el inverso de la matriz dc código y puede leer el mensaje decodificado (dc
izquierda a derecha en cada renglón).

a) (Lápi= y papel) Si se arregla el mensaje en una matriz realizando una lectura de izquierda
a derecha de manera que el número de elementos en un renglón coincida con el tamaño
de la matriz de código. ¿por qué debe multiplicarse por la derecha? ¿Por qué al multipli­
car por la inversa se decodifica el mensaje (es decir. se deshace el encriptado)?

h) Usted ha recibido el siguiente mensaje que fue encriplado usando la matriz dada A.

Decodifíquelo (suponga que A= 1. B=2. Yasi sucesivamente. y espacio = 27).
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-6

4

2

5

2 O
-3 1

4 2['-1] [1B'=34 C'= 2

l 6 ~6

A'=(~ ~J

a" a l1
o a" "" a" o ".,

a 11 an o a2" a" u22 o a-,S; A~ , entonces A' = (1)
11

a., a-, o a-" (/In (/1" o a"-
Simplemente se coloca el renglón i de A como la columna i de A' y la columnaj de A
como el renglónj de A'.

Transpuesta

Sea A = (tlij) una matriz de m X 11. Entonces la transpuesta de A, que se escribe A', es la
matriz de 11 X 111 que se obtiene al intercambiar los renglones por las columnas de A. De

manera breve. se puede escribir A' = (a
ji

). En otras palabras

/vIClIstlje. 47. 49. -19.257.487. 10. -9.63. 137.236.79. 142. -184.372.536.59,70. -40.332.588

¡Vultl. El primer renglón de la malriz que necesita construir es 47 49 -19 257 487. Alto­
r:l continúe con el segundo reglón.

En correspondencia a toda matriz existe otra que, como se verá en el capitulo 2. liene propie­
dades muy similares a [as de la matriz original.

Encuentre las transpuestas de las matrices

Obtención de las transpuestas de tres matrices

Al intercambiar los renglones y las columnas de cada matriz se obtiene11. Solución

EJEMPLO 1

DEFINICIÓN a

118 CM)iTUI.O 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

1 2 -J 4 5
-2 -5 8 -8 -9

A~ 2 -2 7 9

1 1 O 6 12

2 4 -6 8 11
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Obscrve, por ejemplo. que 4 es la componcnte en cl renglón 2 y la columna 3 de C mientras que
4 es la componente en el renglón 3 y la columnas 2 de C. Esto significa que el elcmcnto 2.3 de
Ces cl clemento (3.2) de C.

Suponga que A = (ay) es una matriz de 11 x 111 y B(bijl es una matriz de 11I x p. Entonces

i. (A')' ~ A. (2)

ii. (AB)' ~ B'A'. (3)

iii. Si A YB son de 11 x /JI. entonces (A + B)' = A' + E'. (4)

¡v. Si A es invertible. entonces A' es invertible y (A')-I = (A-I)'. (5)

i. Esto sigue directamente de la definición de la transpuesta.

ii. Primero. se observa que AB es una matriz de JI x p. de manera que (AB)' es de p x 1/.

También B' es dc p x m y A' es de 111 x 11, de manera quc B'A' es de p x 11. De esta for­
ma. ambas matrices en la ecuación (3) tienen cl mismo tamaño. Ahora. el elemento ij'

de AB es iA¡bk¡' yéste es el elementoji de (AB)'. Scan e = B' YD = Ar. Entonces el,.,
elemento ii, C., de e es b" y el elcmcnto ii. d. de O es (/". Asi, el elemento)'¡ de CD =

'J lj ,"P '" 'J lj '" J'

elemento ji de B'A' = :~>jldki = ~>k¡.a¡~ = :~>;Ai = elemento ji de (A BY. Lo dicho
,-1 ~_I 1_1

completa la demostración de la partc iI).

¡ii. Esta parte se deja como ejercicio (vea el problema 14).

iv. Sca A-I= B. EntoncesAB = BA = Idemanera que. del inciso ii), (AB)' = B'A' = /'
= ¡ y (BA)' = A'B' = l. Por 10 tanto, A' es invertible y B' es el inverso de A', es dccir.
(A')-' ~ B' ~ (A-')'.

La transpucsta jucga un papel de suma importancia cn la teoria de matrices. En capitulas
posteriores se verú quc A y A' tienen muchas propiedades en comun. Como las columnas de
A' son renglones de A se podrán cstablecer hechos sobre la transpuesta para concluir que casi
todo 10 que cs cierto para los renglones de una matriz se cumple para sus columnas.

La siguiente definición es fundamental en la teoria de matrices.

Matriz simétrica

La matriz (cuadrada) A de 1/ x JI se denomina simétrica si A' = A. Es decir, las columnas
de A son también los renglones de A.

Cuatro matrices simétricas

Las siguientes cuatro matrices son simetricas:

B~l-~ -;~] c{~ ~ ~ -fl
En los capitulas 5 y 6 se verá la importancia de las matrices simétricas reales.
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(6)

-2

O

d) 4 X 4e) 3 X 3hl 3 X 4

i~] do; veotoces colamn" con" componentes. Entonc",. de In "",,,ibn

a) 4 X 3

r-1IJ rl -IJ
a) l ~ ~ h) l~ ~

1. Si una matriz A es de 3 x 4, entonces A' es una matriz de _

a'b=a'b

V. La transpuesta de ( 1 2 3),~_~_
-1 O O

11. Falso-lwdmiel'O: A' está definida sólo si A es una matriz cuadrada.

,'b ~(a,a,o a )[::]~ a,h, + a,b, +0 + a b., '11 ,., , ,

b, '

111. Falso-l'e,'Jadel'O: Si A es una matriz de" x ", entonces la diagonal principal de A' l'S

la misma que la diagonal principal de A.

IV. Ftlf.w-l'ert/t1t/el'O: [(A')']' = A'

AUTOEVALUACIÓN

OTRA FORMA DE ESCRIBIR EL PRODUCTO ESCALAR

De ese modo. si a y b son vectores columna de 11 componentes, entonces

La fórmula (6) scrú de utilidad más adelante en este libro.

a' = (al' (/!'" (/)

Entonces a'b es una matriz de 1 X 1 (o escalar). y por la definición de la multiplicación de

matriz

Ahora bien, a es llna matriz de 1/ X 1 de manera que a' es una matriz de 1 X 11 Y

Sean '{lb~
(1) en la página 58,

Sistemas de ecuaciones lineales y matricesCM'iTUW I120



L[-~ :J 2. [~ ~J 3. U-:J 4. [-; ~]

S. (~ ~J [-;
2

~] [~
2

-;]-1
6 e -2 3 -IJ o 8. 47.

5 4 -2 1 -5
-55

[-; -2 -:] ~) [1-~] 12. [;

b
e]9. 2 10 [:

O 1
11. , j

-3 5
1 O " )

g

En los problemas 1 a 13 encuentre la transpuesta de la matriz dada.

1.9 Transpuesta de una matriz 121

21. Demuestre que la transpuesta de toda matriz diagonal superior es triangular inferior (vea el

problema 1.8.35, página 110).

20, Demuestre que toda matriz diagonal es simétrica (vea el problema 1.8.31. página 109).

23. Sean A y 8 dos matrices antisimétricas de 11 x /1. Demuestre que A + Bes antisimétrica.

17. Si A Y8 son matrices simétricas de n X n. pruebe que A + B es simétrica.

22. Una matriz cuadrada se denomina antisimétrica si A' = ~ A (es decir aij = -a). ¿Cuáles de
las siguientes matrices son antisimétricas?

13. (~ ~ ~)

15. Una matriz A de 11 x 11 es normal si A Al = Al A. Pruebe que la siguiente matriz es normal.

14. Sean A y 8 matrices de 11 X m. Demuestre, usando la definición 1, que (A + 8)' = A' + 8'.

24. Si A es una matriz real antisimétrica. demuestre que toda componente en la diagonal prin­
cipal de A es cero.

19, Demuestre que para cualquier matriz A la matriz producto AA' está definida y es una matriz
simétrica.

18. Si A Y8 son matrices simétricas de n X n, demuestre que (A 8)' = 8A.
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25. Si A YB son matrices all¡isimétricas de 11 x 11, demuestre que (AB)' = HA de manera que
A B es simétrica si y sólo si A y B conmutan.

26. Sea A una matriz de 11 X 11. Demuestre que la matriz Ill(A + A') es simétrica.

27. Sea JI una matriz de 11 X 11. Demuestre que la matriz Y2(A - A') es antisimétrica.

V. h)

32. A= (~ ~)

IV. V)111. V)

31. (~ ~)

34.A=[~~il

11. '1

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

Demuestre que cualquier malriz cuadrada se puede escribir de ulla forma única como la

suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.

(
a" a"J. l·· I . dSe" A = u" u,; "'''' m"lm con elemenlos CO(" csJno(ncgJ"I'VOS que I"ne "S pmp" ,,-

des siguientes: i) (/ + a:, = 1 Y al, + a;, = 1 Y ii) a l1 (In = O, Demuestre que A es in-11 1_ l. __

vertible y que ;1-1 = A'. a l ¡ au

1. al

Para obtener A' una vez que se tiene a la matriz en [a pila se oprime [a siguiente secuen­
cia de teelas (observación: se considera que se esta trabajando en modo RPN y con la
bandera (flag) 117 en la posición SOFT)

3().A=(~ ~)

De los problemas 30 a 34 calcule (A't l y (A~I)'y demuestre que son iguales.

MANEJO DE LA CALCULADORA

*28.

*29.

• MATLAB 1.9

JllfOI'l1/t/l.:iÓII dI! MATLA B. En la mayoria de [as aplicaciones. para encontrar [a transpuesta de

A. A'. se da A'. Aqui . es el apóslrofe. Si Aliene elemenlOS complejos. A' ocasionarú la trans­
puesta conjugada compleja; si desea encontrar la transpuesla de A (sin conjugación compleja),

utilice A.'
Para generar matrices aleatorias consulte los problemas que aparecen en la sección ante­

rior. MATLAB 1.6.



PROBLEMA

e PROYECTO
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l. Genere cuatro pares. A y 8, de matrices aleatorias tales que A8 este definido. Elija algunas
matrices cuadradas y aIras no cuadradas. Encuentre (A 8)' - A'8' Y(A 8)' - 8 IA'. Concluya
una fórmula para (A 8)' en terminas de las transpueSlas de A y B.

2. Consulte el problema 2 de MATLAB 1.8. Para cada matriz presentada. verifique si A' es o
no invertible y relacione este dato con la invertibilidad de A. Cuando tenga sentido para la
matriz. compare im'(A') con im'(A)'.

3. Genere cual ro malrices cuadradas aleatorias de diferentes tamaños.

a) Para cada matriz A. encuenlre B = A' + A. Describa los patrones observados en la
forma de estas matrices }J.

b) Para cada matriz A. sea e = A' - A. Describa los patrones observados en estas matri­
ces C.

c) Genere cuatro matrices aleatorias de diferentes tamaños, algunas cuadradas y otras no
cuadradas. Para cada matriz F generada. encuentre G = F*F'. Describa los patrones
observados en la forma de estas matrices G.

ti) (Lápi: y papel) Pruebe sus observaciones en los incisos a). b) y e) usando las propieda­
des de la tnlnspuesta.

4. a) (Lápi: y papel) Si A es una matriz con elementos reales. explique las razones por las
cuales al resolver el sistema A'x = Ose obtienen todos los vectores reales x tales que x
es perpendicular a todas las colulllllas de A.

b) Para cada matriz A dada encuentre todos los vectores reales x tales que x es perpendi­
cular a \Odas las co/ulllllas de A.

2 O 2 4 5

O 2 O 5 7

;. A= 1 I ii. A= 7 8 O
-] 1 7 O 4

] 1 9 1 ]

5. Matrices ortogonales

Sea A= 2*rand(4)-1 y sea Q = orth(A) (doc orth). Qes un ejemplo de matriz orlogollal.

Las matrices ortogonales tienen propiedades especiales que se exploranin en este pro­
blema.

a) Genere un par de vectores aleatorios de 4 x l. x y y. Calcule el producto escalar de
x y y, lIámelo s. Calcule el producto escalar de Qx y Qy; llámelo r. Encuentre s-r y
utilice format short e para el despliegue en pantalla. Repita para otros tres pares de x
Y)'. ¿Cual es su conclusión al comparar el producto escalar de x Y)' con el producto
escalar de Qx y Qy?

h) Pruebe su conclusión del inciso a). Genere tres matrices ortogonales Q de diferentes
tamaños (usando el comando orth) y al menos dos pares de vectores x y y por cada Q.

Genere cuando menos una matriz compleja Q. Para cada Q y par x y y. compare el
producto escalar de Qx y Q)'. Escriba una descripción de su proceso y sus respectivos
resultados.

e) Para cada Q generada demuestre que la longitud de cada columna de Q es igual a
y que cualesquiera dos columnas diferentes de Q son perpendiculares entre sí (la lon-
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mm MATRICES ELEMENTALES Y MATRICES INVERSAS

Considere que A es una matriz de m X 11. Entonces, como se muestm a continuación. se pueden
realizar operaciones elementales con renglones en A multiplicando A por la izquierda por una
matriz adecuada. Las operaciones elementales con renglones son:

R~R, ;

R---+R.+cR
; ; ,

i. Multiplicar el renglón i por un número e diferente de cero

ii. Sumar un múltiplo del renglón ¡al renglónj

iii. Permutar (intercambiar) los renglones i y j

Matriz elemental

gilud de un vector está dada por la raíz cuadrada del producto escalar de un vector
consigo mismo: longitud = sqrt(x'*x) puede utilizar el comando norm en MATLAB
(doc nOTro). Dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es igual a cero.

ti) Para cada Q explore la relación entre Q,Q' e inv(Q). Formule Ulla conclusión sobre
esta relación. Describa su investigación y su proceso de pensamiento. Genere OIras dos
matrices aleatorias ortogonales de tamaños más grandes y pruebe su conclusión.

e) (Lápi: y papf!!) Utilice la conclusión resultante del inciso d) (y otras propiedades cono­

cidas) para probar la conclusión del inciso b).

Utilice la conclusión del inciso b) para probar la observ<lción del inciso c). [Sugeren­

cia: Dada la columna de Q seleccione un vector adecuado x tal que Qx sea igual a la

columna dada.]

DEFINICiÓN a
Una matriz (cuadmda) E de n X 11 se denomina una matriz elemental si se puede obtener
a partir de la matriz identidad, 1", de 11 X n mediante ulla sola operación elemental con

renglones.

NoTación. Una matriz elemental se denota por E, o por cR¡, R
j
+ cR¡, o por Pij. de acuerdo con

la forma en que se obtuvo de /. En este caso, P, es la matriz obtenida a partir del intercambio,
de los renglones de i y j de l.

Tres matrices elementales

La prueba del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los problemas 68 a 70).

Matriz obtenida
permutando el segundo y
tercer renglones de 1

Matriz obtenida multiplicando
el primer renglón de 1 por - 3 Y
sumandolo al tercer renglón

Matriz obtenida
multiplicando el segundo
renglón de 1 por 5i [~ ~ ~]

ii.[~~~]

;ii. [~ ~ ~]

Obtenga tres matrices elementales de 3 X 3.

EJEMPLO 1
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Para realizar una operación elemental en una matriz A se multiplica A por la izquierda
por la matriz elemental adecuada.

Operaciones elementales mediante la multiplicación por matrices elementales

Sea A = [~~ ~ -~]. Realice las siguientes operaciones elementales con los renglones de

3 I -2 4

A multiplicando A por la izquierda por una matriz elemental adecuada.

i. M ultiplique el segundo renglón por 5.

11. M ultipliquc el primer renglón por - 3 Ysúmelo al tercer renglón.

111. Permute el segundo y tercer renglones.

o
a •• Solució" Como A es una matriz de 3 X 4. cada matriz elemental E debe ser de 3 x 3. ya que E debe ser

cuadrada y multiplica a A por la izquierda. Se usan aqui los resultados del ejemplo l.

Las ecuaciones (1). (2) Y(3) indican que toda matriz elemental es inverlible y que su inversa
es del mismo lipa (labia 1.4). Estos datos se deducen a partir del leo rema [. Es obvio que si se
realizan las operaciones R.~ R. + cR.seguida de R._ R. - cR.sobre la matriz A.la matriz A

I J' j J ,

no cambia. También R. _ cR seguida de R ~ 1 R . Yla permuta de los mismos dos relH!lones
" , '" , -

dos veces deja la matriz A sin cambio. Se tiene

(1)

(3)

(2)

[1 O 1 3 2 1] [ 1
J

2 1]i. (SR,)A ~ O 5 O 4 2 3 -5 ~ 20 10 15 -25

O O 1 3 [ -2 4 J 1 -2 4

(R,-3R,)A~[ ;
O

1
3 2

-:H~
J 2 1)ii. I O 4 2 3 2 3 -5

-3 O 1 3 I -2 -8 -8 1

(P,,)A~[~ 01
3 :-+[: 3 2 1)111. O 1 4 2 1 -2 4

1 O 3 I -2 4 4 2 J -5

,n
Considere los siguientes tres productos. con e"* O.,o

[~
O

m
O

~H~
O

~], I
O o O

[~
o

~]U
O

~H~
O

~]1 1 I

o O O

[~
O

m
O

:H~
O

~]O O 1

1 I O



I! DEMOSTRACIÓN

Nota. El inverso de un<l matriz elemental se puede encontrar por inspección. No es necesario
realizar cálculos.

•

(6)

R. - eR, ,

(4)

(5)

Representación
simbólica de
la operación

inversa

Multiplica el
renglón i de A

por 1.,

Permuta los
renglones i yj

dcA

Al multiplicar
por la izquierda.

E" hace lo
~iguiente

Multiplica el
renglón i de A por
-e y lo suma al

renglón)

cR,

Representación
simbólica de

las operaciones
elementales

Permuta los
renglones i y j

d,A

Efecto de
multiplicar A

por la izquierda
por E

(cRr 1 =J.. R
, e'

(p.r l = p
" "

Multiplica el
renglón i de A

por e y 10 suma al
renglónj

(R¡ +cRr t =R -eR, , '

Multiplica el
renglón i de A por

"0

Toda matriz de permutación elemental es su propia inversa.

Matriz
elemental

tipo E

Toda matriz elemental es invertible. El inverso de una matriz elemental es una matriz
del mismo tipo.

Sea A = EI'E2• • • El/! donde cada E
i
es una matriz elemental. Por el teorema 2,

cada El es invertible. Más aún, por el teorema 1.8.3, página 96, A es invertible '6 y

Permutación

Una matriz cuadrada es invertible si y sólo si es el producto de matrices elementales.

Multiplicación

Suma

Tabla 1.4

La ecuación (6) indica que

Resumiendo los result<ldos:

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

TEOREMA E3I

TEOREMA E3I

CAl'íTULO I126

•
16 AqUI se usó le generalización del teorema 1.8.3 para m<.'is de dos malf1Ces. Vea. por ejemplo, el problema 18.22 en

la p<íglna 109
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(7)

:] es ínvertible y escribala como un producto de ma­

-2

Así, del teorema 1.8.7 en la págína 107,

fR¡

R, -2R,

R,-2R
3

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, se ha escrito A como
el producto de matríces elementales y esto completa la prueba.

En forma inversa, suponga que A es invertible. De acuerdo con el teorema 1.8.6 (teorema
de resumen), A es equivalente por renglones a la matriz identidad, lo que significa que A
se puede reducir a 1mediante un número fmito de operaciones elementales. Para el teore­
ma I cada operación de este tipo se logra multiplicando A por la izquierda por una ma­

triz elemental y. por consiguiente. existen matrices elementales El' El" .... E", tales que

y como cada E¡, es invertible por el teorema 2,

[

2 4

Demuestre que la mtllllZ A = 4 5

trices elementd1es 3

Ya se ha trabajado con esta matriz. en el ejemplo 1.3.1 eu la página 7. Para resolver el problema
se reduce A a 1y se registran las operaciones elementales con renglones. En el ejemplo 1.8.6 en

la págína 101 se redujo A a 1hacíendo uso de las siguientes operaciones:

Cómo escribir una matriz invertible como el producto de matrices elementales

•• Solución

EJEMPLO 3

A-' se obtuvo comenzando con 1 y aplicando estas nueve operaciones elementales. Oc este

modo. A-l es el producto de nueve matrices elementales:

A-' = [~ ~ _~j[~ O ~j[~ ~ ~j[~ O ~j[~ -~ ~j
O O 1 O O 1 O O -1 O 5 1 O O I

H, -lH, R, +R, -'o H, +5H, R -lR, ,

x[~
O

~JU
O

m-~
O

m
o

~j_1 1 1 1
;

O o o o
-~ H, R, -3R, R,-~R, -~ R,
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Por lo que A = (A-1t l "" producto de I<lS inversas de [as nueve matrices en orden opuesto:

[~
4

:H~
O

m
o

m
o

m
o

m
2

~J5 1 1 1 -3 1

1 -2 o o o o O o

", " +'~R, x, +JR, -3R, N, UN,

x[~
O

m
o

-m
o

-~J[ ~
o

~J1

-5 o o o
R, -SN, -', N,-R, R,+28,

Se puede hacer uso del teorema 3 para extender el teorema de resumen, cuya última versión se
presentó en la página 106.

Teorema de resumen (punto de vista 3)

Sea A una matriz de 11 X 11. Entonces las siguientes siete 'afirmaciones son equivalentes.
Es decir, cada una implica a las otras seis (de tTI<lnera que si una afirmación es cierta,
todas son ciertas. y si una es falsa, todas son falsas).

i. A es inverlible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada n-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de 1/ X n, l.; es decir, la forma
escalonada reducida por renglones de A es l•.

v. A se puede escribir como el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene /1 pivotes.

vii. det A "=1- O(por ahora, det A está definido sólo si A es una matriz de 2 x 2).

Existe un resultado adicional que será lnil en la sección 2.3. En prÍmera instancia se necesita
una definición (dada antes en el problema 1.8.29. púgina 109).

Matriz triangular superior y matriz triangular inferior

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior (inferior) si todas sus componen­
tes abajo (arriba) de la diagonal principal son cero.

Nota. (J,! está debajo de la diagonal principal si i > j.

EJEMPLO 4 Dos matrices triangulares superiores y dos matrices triangulares inferiores

Las matrices U y V son triangulares superiores mientras que las matrices L y M son triangula­
res inferiores:



Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental se ha escrito A como
el producto de matrices elementales y U.

Sea A una matriz cuadrada. Entonces A se puede escribir como un producto de matrices
elementales y una matriz triangular superior U. En el producto, las matrices elementales
se encuentran a la izquierda y la matriz triangular superior a la derecha.

La eliminación gaussiana para resolver el sistema Ax = b da como resultado una matriz
triangular superior. Para que esto sea evidente, observe que la eliminación gaussiana
terminará cuando la matriz esté en la forma escalonada por renglones, y la forma es~

calonada por renglones de una matriz cuadrada sea triangular superior. Se denota me­
diante U a la forma escalonada por renglones de' A. Entonces A se reduce a U a través
de una serie de operaciones elementales por renglón. cada una de las cuales se puede
obtener multiplicando por una matriz elemental. Así.

U=EmEm_,···E2EIA

L=(~ ~)

y
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Escriba la matriz

Se reduce A por renglones para obtener la forma escalonada por renglones:

como el produclO de matrices elementales y una matriz triangular superior.

y una matriz triangular superior

Cómo escribir una matriz como el producto de matrices elementales

DEMOSTRACiÓN

TEOREMA a

•• Sollldón

EJEMPLO 5
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J[~
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", 11,+111,

x[~
O

m
O
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2

-~)1 1 1

O -1 O

11, +11, NI-N, "

problemas 1 1Q

AUTOEVALUACIÓN
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De l{l.\' lIfimwdolll'X !¡'iguiellfes il1dique si ~'Oll falsas f) j'erdutleras

, -,, ,

11, -lR,

x[-: ~ ~][! ~ ~)[~ : ~]
O O 1 [ O [ 1 1 8

_:]~[~ O ~][ ~ ~ ~)
O O O 1 -1 O I

111. Toda matriz se puede escribir como el producto de matrices elementales.

IV. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales.

V. Toda matriz im"crtible se puede escribir como el producto de matrices elementales.

VI. Toda matriz cuadrada se puede escribir como el producto de matrices elementales y
una matriz triangular superior.

1. El producto de dos matrices elementales es una matriz elemental.

11. El ¡m"erso de una matriz elemental es una matriz elemental.

[

1 2

u= O 1

O O

Después, al trabajar hacia atrás. se ve que

y tomando las inversas de las cuatro matrices elementales se obtiene

CM,jTULO I130

Elija la opció" que rep"csellte lurespllcsrtI correcta

La ;nmsa dol~ O

~) ~VII. 1

J

[~
O

~J [~
O

~] [~
-3

~) ~ [~
O

~]a) 1 b) 1 ,) 1 1
-) 1 O 3,
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e. 1m"" d, [ ~
O

~] 5
VIII. 1

O

[~
O

-~) h) [~
O

~] <) [~
O

~] [~
O

~)a) 1 1 1 á) 1

O O O O

La Im,rsa d, [ :

1

~) "IX. O

O

[I
1

-~] h) H-1

-~] [~
O

I] á) [I
1

~]a) O O <) O O

O O 1 O

De los problemas I a 15 determine cuáles matrices son matrices elementales.

\. [~ ~J 2. e ~J 3. [~ :J
4. [~ :J 5. [~ ~J 6. [~ ~J

[I
1

~] [~
1

I]7. [~ ~J 8. O 9. o
O O

[i
O

~] [~
3

~] [~
O

~]10. 1 1\. 1 12. 1

O o O

[~
o o

~] [;
O o

~] [~
-1 O

~]\3. 1 O 14. 1 O 15.
1 O

O 1 O 1 o 1

1 O O 1 O O

De los problemas 16 a 26 escriba la matriz elemental de 3 x 3 que lleva a cabo las operaciones
con renglones dadas sobre una matriz A de 3 x 5 mediante multiplicaciones por la izquierda.

16. R,--4R1 17. R¡ _ R
2
+ 2R, 18. R, - R3 + 3R,

19. R, _ R¡ - 3R, 20. R, _ R, + 4R
J 2\. R,~RJ

22. R,-~RJ 23. RI~R, 24. R1 - R2 + R)

25. RJ--RJ 26. R, _ R, - 4R,
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De los problemas 27 a 39 encuentre la matriz elemental E tal que EA = B.

27. A=( _~ :} S=G _~) 2S. A~( 2 3J. IJ~( 2 -:)-1 4 -5

29. A=U ~). B=(~ ~J 30. A ~( 2 3) (O 1~JB~

-1 4 • -1

31. A~( 2 3). B~( -1 4) 32. A =(~ ~). B~( -~ -:)
-\ 4 2 J

33. A~[¡ :] B~[~ ~] 34. A~[¡ :] B~[~ -~]

[O 5] [-3 -1] [1 2] [-1 -2]35.
A=~:,B= ~ ~ 36. A= ~ ~ ,B= ~ :

[1 2] [-5 -6]37.
A= ~ : ,B= ~ :

A~[~
2 5

~J B~[~
2 5

-~]38. -1 3 -1 3

O -2 -10 -27

39 A ~[~
2 5 nB~[~

O
11 10]

-1 3 -1 3 4

O -2 O -2 7

De los problemas 40 a 52 encuentre la inversa de la matriz elemental dada.

40. (~ ~) 41. (~ n 42. (-: ~)

(~ ~) [:

I

~] [~
O

-~]43. 44. O 45. I

O O

[~
-2

~] [-~
O

~] [~
O

~]46. I 47. I 4S. _L,
O O O

[~
O I

~]
I O O

~]
I O O

~]I O O I O O I O
49. 50. 51.

O I O O I O -3 I

O O O O O O O O
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52. H~ :~]
De los problemas 53 a 62 demuestre que cada matriz es invenible y cscríbala como un producto

de matrices elementales.

*66. Demueslre que si A es una matriz lriangular superior de 1/ X 11 con componentes diferentes

de cero en la diagonal. entonces A- 1 es triangular superior.

68. Demuestre que si Pi! es la malriz de 11 x 11 obtenida permutando los renglones i y j de In.
entonces PijA es la matriz obtenida al permll1ar los renglones i y j de A.

3 O O O]
1 3 O O

O I 3 O

O O 1 3

Sea JI = (~ ;) donde ae"#- O. Escriba A como un producto de tres matrices elementales y

concluya que A es invertible.

[~
[

i]53. G;) 54. (: ~) 55. 2

5

[~
2

-~] [~
-[

-;] [~
O

:]56. 2 57. [ 58. [

O O -[

[~ ~] [~
O O

~] 61. [~
1 O O

O
2 O3 O [

59. 60.
O -4 O 2 1

O Ü O O 2

63.

62.

64. Sea A =[~ ~ :] donde l/dI"#- o. Escriba A como un producto de seis matrices C!ementa-

O O f
les y concluya que A es invenible.

*65. Sea A una malriz triangular superior de 11 x /1. Pruebe que si toda componente en la diago­
nal de A es diferente de cero. entonces A es invenible. [SI/gercncia: Remitase a los proble­

mas 63 y 64.]

*67. Utilice el teorema 1.9.1 il'), púgina 119 y el resultado del problema 66 para demostrar que
si A es una matriz triangular inferior con componentes diferentes de cero en la diagonaL
entonces A es invertible y A 1 es triangular inferior.
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69. Sea A. la matriz con e en la posición}i. unos cilla diagonal y ceros en aIro lado. De­
"muestre que AyA es la matriz obtenida al multiplicar el renglón i de A por e y sumarlo al

renglón de).

70. Sea Mi la matriz con e en la posición ii, UllOS en las otras posiciones de la diagonal. y
ceros en aIro lado. Demuestre que M,A es la matriz obtenida al multiplicar el renglón i

de A por c,

De los problemas 71 a 78 escriba cada matriz cuadrada como un producID de matrices elemen­

tales y de una matriz triangular superior.

71. A=C ~) 72. A~( 2-3) 73. A=G -:)-4 6

A=(~ ~) A ~[~
-1

;] A~[~
-)

;]74. 75. 1 76. -)

-1 O

A~[ ;
O

~] 78. A~[~
)

-~]77. ) 4

-1 4 °
RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

,. F 11. V 111. F IV. F V. V VI. V

VII. a) VIII. h) IX. d)

l. El presente problema explora la forma de las matrices elementales. Observe que cada ma­

triz elemental se puede obtencr a partir de la matriz identidad con una modificación. Por

ejemplo.

es la identidad de F(3. 2) = e

es la identidad con F(2. 2) = ('

es la identidad con renglones 2 y 3 intercambiados[
' O0]

F = O O 1

O 1 O

En MATLAB. F ~ eye(3); F(l2, 31,;) ~ F(l3, 21.;)

F~[~ ; ~]
En MATLAB, F = c~'c(3); F(3,2) = e

F~[~ ~ ~]
En MATLA B. F = c~'e(3); F(2,2) = e
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a) Dé A= round(IO*(2*rand(4)-I». De la manera recién descrita. introduzca las matrices
F que representan las siguientes operaciones con renglones. Encuentre F*A para probar
que F lleva a cabo las operaciones realizadas.

i. R) --+ 4R, ji. R , -+ R
1

- 3R! ¡ii. Intercambio de R ,y R~

h) Encuentre in\'(F) para cada F de a). Para cada F, explique las razones por las cuales
¡m'(F) es una matriz elemental y describa qué operaciones representa con renglones.
¿Por qué es esta operación la "inversa" de la operación original con renglones?

2. Es necesario reducir una matriz dada a la forma escalonada reducida por renglones mul­
tiplicúndo]¡¡ por matrices elementales. guardando el producto en el orden en el que se usa.
Por cuestión de exactilUd deberún calcularse los multiplicadores usando la notación ma­
tricial (vea en MATLAB 1.5, problema l. el cálculo de los multiplicadores y observe en el
problema 1 de esta sección cómo se forman las matrices elementales).

a) Sea A ~[-; ~ ~J.
, 1 1

introduzca esta matriz y guúrdela en A. Dé B = A. Esto coloca una copia de JI en B. Se
puede reducir B de manera que contenga rref(A) y quede en JI la matriz original.

e ~ -8(2,1)18(1,1)

FI = eye(3); FI(2,1) = c

B = FI*B

F = FI

e ~ -8(3,1)/8(1,1)

forme F2 con e en la posición correcla

B = F2*B

F = F2*F

Continúe de esta manera hasta que B se encuentre en la forma escalonada reducida por
renglones. Si cualquier elemento pivote es cero. serú necesario realizar un intercambio
de renglones multiplicando por la matriz elemental adecuada.

h) Encuentre F*A YA*F donde Fes e[ producto de [as matrices elementales usadas y A es
la matriz original. ¿Qué le dice eslo sobre la relación entre Fy A? Uustifique su respues­
ta).

d Encuentre D = FI-I' F2- 1 ' •• , *Fm- ' , donde FI es la primera matriz elemental usada y

Fm es la última. ¿Cuál es la relación entre D y JI'? Uustifique su respuesta).

d) RePiladeIOSineisosa)a<')paraA~[~ ~ ~]

[~
' 4" ;J] 2 4 ,

3. a) Sea JI =

Realice las operaciones por renglones haciendo uso de la multiplicación por matrices
elementales que se describió en el problema I de esta sección. guardando los productos
de las matrices elementales pero realizando únicamente operaciones con renglones de
la forma R.--+ R. + eR. hasta que A se reduzca a la forma triangular superior (no cree, , .
unos en las posiciones pivote). Dé a c¡¡da matriz elemental un nombre de variable y des­
pliegue todas las que use y sus inversas. Llame U a la forma triangular superior. que es
el resultado final. y F al producto de todas las matrices elementales utilizadas.
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EJEMPLO 1

a una matriz triangular superior y

4

O

-2

-7

2

-4

-5

4

3

10

-2

4

2

4

-3

-2

h) Encuentre L = Ff- ' * r"]-I * ... FIII-I, donde Fl es la primera matriz elemental usada y

Flllla ultima. ¿Que puede deducir acerca de la forma de L los de las matrices elementa­
les y los de [as inversas de éslas? (analice [os elementos y sus posiciones).

e) Verifique que LV = A (asegúrese de que A sea la matriz original. Recuerde que U es el
resultado final de la reducción). Pruebe que esto sea cieno.

ti) Repita de los incisos a) a e) para A = [~ 1~ ~ ~].
10 7 6 8

4 895

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Reduzca por renglones la matriz A =

En esta sección se muestra la forma en la cual se escribe una matriz cuadrada como un produc­
to de matrices triangulares. Esta factorización resulta útil para resolver sistemas lineales con
llnu computadora y se puede utilizar para probur resultados importantes sobre matrices.

En lu sección 1.3 se estudió la eliminación gaussiana. En ese proceso se puede reducir una

matriz a la forma escalonada por renglones. Recuerde que la forma escalonada por renglones

de una matriz cuadrada es una matriz triangular superior con· unos y ceros en la diagonal prin­

cipal. A manera de ejemplo. la forma escalonada por renglones de llna matriz de 3 X 3 se ve

como sigue:

Encuentre una factorización LU de una matriz A

Para los propósitos de esta sección se pretende reducir por renglones una matriz a la forma

triangular superior donde los números diferentes de cero en la diagonal principal no son nece­

sariamente unos. Esto se logra no insistiendo en que cada pivote sea igual a l.

CAl'iTUlO 1136

después escriba A como un producto de una matriz triangular inferior y una matriz triangular
superior.

• Solución Se procede como antes; sólo que esta vez no se dividen los elementos de la diagonal (pivotes)

por si mismos:

[-~
3 2

-~]
11,-'11,-211,

[~
3 2

-:] ,[~
3 2

-:]10 -4
11,-'>11, +;11,

-8
11,-'>11, -~N,

-8N,-'>R, 'N, 4 R,-'>N, -¡N, 4,
-2 -5 O ! -2 O 3

-2 4 4 -7 O 7 6 -3 O 20 11
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~ ~ ~]. que se tr<lta de una matnz tnangular ll1fcflor con unos en Id dl<lgonal
t I O

i .Jf I

u =[~
O O

m
o o

m
o o

]o 1 o 1 o
o 1 o 1 -,•
o _l!'. 2 o O o, ,

x[~
o O
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o o

~][ -~
o o

~]A1 o 1 o 1 o
o 1 o 1 O
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A =[~
o o

~][-i
o o

~t~
o o

~]1 o 1 o 1 o
o 1 o 1 o 1

o o o o o o

x[~
o o

m
o o

m
o o

~]u1 o 1 o 1 O, 1 o 1 O 1
"o O 1 O O l!!, ,

L =[-i
-1

Usando las matrices elementales como en el ejemplo 1.10.5, página 129, se puede escribir

Después se puede escribir A = LV, donde L es triangular infcrior y Ves triangular superior.
Los elementos de la diagonal de L son todos iguales a I y los elcmentos de la diagonal de V son
los pivotes. Esta faetorización se llama f"¡lelorización LU de A.

El procedimiento utilizado en el ejemplo I sc pucde llevar a cabo mientras no se requieran
permutaciones para poder reducir A a la forma triangular. Esto no siempre es factible. Por
ejemplo, el primer paso en la reducción por renglones de

es permutar (intercambiar) los renglones I y 2 o los renglones 1 y 3.

Se ha escrito A como un producto de seis matrices elementales y una matriz triangular superior.
Sea L el producto de las matrices elementales. Debe verificar que
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TeOREMA a

TEOREMA m
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Suponga que por el momento dicha permutación no es necesaria. Entonces, al igual que en

el ejemplo 1, se puede escribir A = ErE!.... E" U. donde U es una matriz triangular superior y
cada matriz elemental es una matriz lriangular inferior con unos en la diagonal. Esto se deduce
del hecho de que E es de la forma R

j
+ cR;Cno hay permutaciones ni multiplicaciones de ren­

glones por constantes). Mús aún. los números que se hacen cero en la reducción por renglones
están siempre abajo de la diagonal de manera que en R

j
+ cR, siempre se cumple que) > i. De

este modo, las (' aparecen abajo de la diagonal. La prueba del siguiente teorema no es compli­
cada (vea los problemas 31 y 32).

El producto de las matrices triangulares inferiores con unos en la diagonal es una matriz
triangular inferior con unos en la diagonal. Más aún, el producto de dos matrices trian­

gulares superiores es una matriz triangular superior.

Teorema de la factorización LU

Sea A una matriz cuadrada (11 x 11) y suponga que A se puede reducir por renglones a

una matriz triangular U sin hacer alguna permutación entre sus renglones. Entonces

existe una matriz triangular inferior L invertible con unos en la diagonal tal que A =

LV. Si, además, V tiene 11 pivotes (es decir, A es invertible), entonces esta factorización
es única.

Vy L se obtienen como en el ejemplo l. Sólo es necesario probar la unicidad en el caso de

que A sea invertible. Como Vtiene 11 pivotes, su forma escalonada por renglones también

tiene /1 pivotes (para verificar esto divida cada renglón de V por el pivote en ese renglón).
Entonces, de acuerdo con el teorema de resumen en la página 128, Ves invertible.

Para demostrar que L es invertible, considere la ecuación Lx = O.

Se deduce que XI = O, a21 x I + x2 = O, etc. lo que demuestra que XI = x2 ' = x
n

= O Y
Les invertible por el teorema de resumen. Para demostrar la unicidad, suponga que

A = L I VI = L
2
V

2
• Entonces

u U-' ~(C'L )(UU-')~ C' (LU )U-' ~ C' (L U)U-' ~ (C'L )(U U-,) ~ C'L121112111,122,12221,

Para el resultado del problema 1.8.36 en la página 110, V;I es triangular superior y L~I

es triangular inferior. Todavia más, según el teorema 1, LI-I L
2

es una matriz triangular

inferior con unos en la diagonal mientras que VIV,-I es triangular superior. La única

forma en que una matriz triangular superior y una inferior pueden ser iguales es si am­

bas son diagonales. Como L~IL
2

tiene unos en la diagonal se ve que

Vp;1 = L~IL2 = I

de lo que se deduce que VI = V2 y L1 = L2"

•
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USO DE LA F'ACTORIZACIÓN LV PARA RESOLVER
UN SISTEMA DE ECUACIONES

Suponga que se quiere resolver el sistema Ax = b. donde A es invertible. Si A satisface la hipó­
tesis del teorema 2 se puede escribir

LVx = b

Como L es invertible, existe un vector único y tal que Ly = b. Como V también es inverlible,
existe un vector único x tal que Vx = y. Entonces Ax = L(Vx) = Ly = b Ynuestro sistema
esta resuelto. Observe que Ly = b se puede resolver directamente mediante la sustitución hacia
alrás. Esto se ilustra cn el siguiente ejemplo.

Uso de la factorización LU para resolver un sistema

Resuelva el sistema Ax = b, donde

•• SOllldóll Del ejemplo I se puede escribir A = LV, donde

L ~[ :

O O

~] U~[~
3 2

4]] O 4 -8 -8
_1 , ]

y
O 3 -4:, •

-] 1 " O O, ,

El sistema Ly = b conduce a las ecuaciones

Y,
2)'1 + )'1

-7)'1 + ~)'1 + )'3

_)' + 1.)1 +~), +
1 4 1 3 )

o

~ 4

~-8

~-4

)'4 =-1

)"1 = 4
)'2 = -8 - 2)'1 =-16

y) = - 4 + -t)', + ¡Y2 = 12

)'4 = - I + )'1 - '¡)'2 ~ 1)') = -49

Se acaba de realizar la sustitución hacia delante. Ahora. de Ux = y se obtiene

2x
1
+ 3x1 + 2x) + 4x4 = 4

4x
l
-8x

3
- 8x

4
=-16

3x) + 9x4 = 12

+ 49x
4

=-49



~3]-'''''4-''-''-.:::!'''-'' l~ -~ -:] ',P', ,l~ -~ :]
O 2 3 O 0-3

3, de manera que.\3 = 1

+ 8x
4

O, de manera que Xl = O

2x
1

4x~ = -2. por 10 qucx] = -]

-2
-4

2

.\". = I

3x] = 12 - 9x.

4.1:1 =-16 +8.1:)

2.\"1 = 4 - 3.':,

La solución es

•

Al realizar esta reducción por renglones se hicieron dos permutaciones. Primero se intercam·

biaron los renglones 1 y 3 Ydespués los renglones 2 y 3.

PA es una matriz que debe ser reducida por renglones a una matriz triangular superior sin
realizar permutaciones adicionales.

Suponga que con el propósito de reducir A a una matriz triangular se requiere alguna permuta­

ción. Una matriz de permutación elemental es una matriz elemental asociada con lu operación

con renglones R,+2 Rr Suponga que. de momento, se sabe por anticipado cuáles permutaciones
deben realizarse. Cada permutación se lleva a cabo multiplicando A por la izquierda por una
matriz de permutación elemental denotad<l por Pi" Suponga que en la reducción por renglones
se realizan 111 permutaciones. Sea

LA FACTORIZAClÓN PA = LV

Para reducir A por renglones a la forma triangular superior, primero se intercambian los ren­
glones I y 3 Ydespués se continúa como se mucstra a continuación

Una factorización PA = LU

El producto de las matrices de permutaciones elementales se llama matriz de Ilcrmulación. De
forma alternativa, una matriz de permutación es una matriz 11 x 11 cuyos renglones son los ren­
glones de 1", pero no necesariamente en el mismo orden.

Ahora. hacer las /J permutaciones de antemano es equivalente a multiplicar A por la iz­
quierda por P. Es dccir.

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

o

C,\I'iTL:lO I

EJEMPLO 3

140
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y

[
O O 1]

1~=OIOy

100

Esta matriz se puede reducir a una forrn¡¡ triangular superior sin permutaciones. Se tiene

Asi, corno en el ejemplo l.

~ ~][~ -~ :]~[~ -~ :]
1 O 1 -2 5 2 -4 -7

TEOREMA E:I

Al generaliz<lr el resultado del ejemplo 3 se obtiene el siguienle teorema.

Sea A un<l matriz invertible de 11 X 11. Entonces existe una matriz de permutación P tal
que

PA ~ LU

donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular su­

perior. Para cada P (puede haber más de una), las matrices L y U son únicas.

/Vota, Si se elige una P diferente se obtienen matrices diferentes. Si consideramos el ejemplo 3.

sea

p. =[~ ~ ~] (que corresponde a la permutación de los dos primeros renglones en el pri­

O O 1 mer paso).

Se debe verificar que

SOLUCIÓN DE UN SISTEMA USANDO LA FACTORIZACIÓN PA LV

Considere el sistema Ax = b Ysuponga que PA = LV. Entonces

PAx = Pb

LUx = Pb

y se puede resolver este sistema de la misma manera que en el ejemplo 2.



EJEMPLO 4

Resuelva el sistema

[ ~ -~ :][:;]~[-~]
O O -3 r) 21

SI - 2s1 + 5x) =-6

2x
1

+ 3x) = 9

-3x)=21

Por lo que

2x
1

+ 3x] = 7

2x
1

- 4x
2

+ 7.\-] = 9

\'1 - 2x
1

+ 5x] = -6

Entonces. del ejemplo 3

[ ~ ~ ~][~:] ~ [-~]
2 O 1)'] 9

Entono" Y, ~ -6. Y, ~ 7 Y2y, + Y, ~ 9. poc lo que J, ~ 21 Y Y~ [ ~;]

ConlÓnuando, se bosoa una x tal que UX ~ [ ~;l" decó,.

Solución de un sistema usando la factorización PA = LU

Se puede escribir este sistema como Ax = b. donde

Sistemas de ecuaciones lineales y matricesC\I'iTUW I
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Por último.

2x
2

+3( -7)

XI -2(14)+5(-7)

7, de manera que Xl = 14

-6, por lo que XI = 57



EJEMPLO 5

•• Solución
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La solución es

UNA FORMA SENCILLA PARA ENCONTRAR
LA FACTORIZACIÓN LV DE UNA MATRIZ

Suponga que A es una matriz cuadrada que se puede reducir a una matriz triangular superior
sin llevar a cabo permutaciones. Por ende existe un camino más sencillo para encontrar la fac­
torización LV de A sin hacer uso de la reducción por renglones. Este metodo se ilustrará en el

siguiente ejemplo.

Un camino más sencillo para obtener la factorización LU

Encuentre la factorización LV de

El presente problema se resolvió en el ejemplo l. Ahora se hará uso de un método más sencillo.
Si A = LU. se sabe que A se puede factorizar como:

A~[ ~ I~ -~ ~]~[~ ~ ~ ~][~ ~ ~ ~.]~LU
-3 -2 -5 -2 b e 1 O O O t Y

-2 4 4 -7 d e f 1 O O O z

Observe que el primer renglón de U es el mismo que el primer renglón de A porque al reducir A
a la forma triangular. no hace falta modificar los elementos del primer renglón.

Se pueden obtener todos los coeficientes faltantes con tan sólo multiplicar las matrices.
La componente 2.1 de A es 4. De este modo. el producto escahlr del segundo renglón de L y la
primera columna de U es igual a 4:

4=2aoa=2

Así

2 3 2

-~]+~t
O O

m
3 2

~~8]• 10 -4 I o ><' ,-8
-3 -2 -5 ,¡ I o "3 )(9

-2 • 4 -7 "'-1 ,,2 Xlf o o ~ -49,

Después se tiene:

componente 2. 2: IO=6+1I~ 11=4
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4=-3+4e=> e=f

-2=2d=> d=-[

4=-2-14+J/= f=lf

-7=-4-14+60+:=> :=-49

-5=-3-5+.r=> x=3

-2=-6-5+y=> y=9

0=8+\1'=> w=-8

-4=4+\'=> v=-8

-]=2b=> b=~f

Si A es llna matriz cuadrada singular (no invertible), la forma escalonada por renglones de
A lcndrú al menos un renglón de ceros. al igual que la forma triangular de A. Es posible que
todavía se pueda escribir A = LVo PA = LV, pero en este caso V no ser:i invertible y L Y V

pueden no ser únicas.

La factorización es el rcsllhado que se obtuvo en el ejemplo 1 con un esfuerzo considerable­

mente menor.

Oh.,W1'(/{:;ÓIl. Rcsu[1a sencillo. en una computadora. poner en prúctica la técnica ilustrada en

el ejemplo 5.

FACTORIZACIÓN LV PARA MATRICES SINGULARES

De aquí en adelante se pueden insertar los valores que se encuentran en L y U:

componenle 4. 4:

La técnica que se ilustra en el ejemplo 5 funciona únicamente si A se puedc reducir a una
matriz triangular sin realizar permutaciones. Si las permutaciones son necesarias, primero
se debe multiplicar A por la izquierda por una malriz de permulación adccuada; después se
puede aplicar este proceso para obtener la faclorización PA = LV

componente 3, 3:

componente 4. 2:

componente 3, 2:

componente 3, 1:

componente 4. 3:

componente 2. 4:

componente 4. 1:

componente 2, 3:

componente 3, 4:

C\I'íTULO 1144

EJEMPLO 6 Cuando A no es invertible. la factorización LU puede no ser única

Haciendo uso de la técnica de los ejemplos 1 o 5 se obtiene la factorización

2 3]
O O ~W

O O
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En cuyo C<lSO. A tiene una faetorización LV pero no es uniea. Debe verificarse que A no es
invertible.

FACTORIZACIÓN LV PARA MATRICES NO CUADRADAS

y esta faetorización es unica. aunque 8 no sea invertible. El lector debe verificar estos datos.

2

-5

OB=[~ -: ;]=[~ : ~][~

Por otro lado.

Este ejemplo muestra que si una matriz cuadrada con una factorización LV no es inverti­
ble, su factorización LV puede scr o no unica.

En ocasiones es posible encontrar factorizaciones LV para matrices que no son cuadradas.

TEOREMA D Factorización LU para matrices no cuadradas

Sea A una matriz de 111 X /l. Suponga que A se puede reducir a su form<l escalonada por
renglones sin realizar permutaciones. Entonces existen una matriz L triangular inferior
de 111 x 111 con unos en la diagonal y un<l matriz V de 111 x 11 con I/ij = Osi i > j tales que
A = LU.

Nota. La condición Vij = Osi i > j significa que Ves triangular superior en el sentido de que
todos los elementos que se encuentran por debajo de la '"diagonal"' son O. Por ejemplo, llna
matriz V de 3 x 5 que satisface esta condición tiene la forma

_L__F~a~et_o_r_;z_a_c_;o_' n-=L~U-=d~e~u~n~a-=m~a~t~r~;z~4-=x~3-=_

mientras que una matriz V de 5 X 3 que satisface esta condición tiene la forma

La prueba de este teorema no se presenta aquí: su lugar se ilustra con dos ejemplos.

(2)

(1)

l/u 1/14

""]1/23 1/
24

1/25

d, 11)4 1/35

//12

d,

O

d, 1/
11 l/u

O d, lIlJ

u= O O d,

O O O

O O O

[

d,

u= ~

Encuentre la factorización LV de

[-: -~ :]
A= : -~ -l~
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•• Soludó" Procediendo como en el ejemplo 5 se establece

h
2

-I~H~
O O

m
2 }w-4 1 o "

-] , 1 o w

1 , f o O

Debe verificar que esto lleva de inmediato a

[-:
O O

~] U =[~
2 3

1 O -2 8
L=

U Y
6 , 1 O -76

4
, ti O O,

"

j]
7

4

-U,[
3 -1 4 2] [1 O0][3 -1
1 2 -3 5 = t 1 O O f
2415i 2100

Nota, Como en el caso de una matriz cuadrada singular, si una matriz no cuadrada tiene una
faetorización LV, puede ser o no única.

UNA OBSERVACIÓN SOBRE LAS COMPUTADORAS
Y LA FACTORIZACIÓN LV

[: -; -: ~]=[~ ~ ~][~ -:, ~ 'y~]
2415bclOOx

Al despejar las variables como en el ejemplo 5 se obtiene

Encuentre la factorización LU de

Se escribe

Los sistemas de software HP50g, MATLAB y otros, pueden llevar a cabo la faetorización PA =

LV de una matriz cuadrada. Sin embargo, la matriz L que se obtiene a veces no es una matriz

triangular inferior con unos en la diagonal pero puede ser una permutación de dicha matriz.
De otro modo, el sistema puede dar una matriz triangular inferior L y una U con unos en la
diagonal. La razón de esto es que estos sistemas usan una factorización LV para calcular las
inversas y los determinantes y para resolver sistemas de ecuaciones. Ciertos reordenamientos
o permutaciones minimizaran los errores de redondeo acumulados. Se profundiza sobre estos
errores y procedimientos en los apéndices 3 y 4.

•• Soludó"
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Mientras tanto, debe tenerse en cuenta que los resultados que se obtienen en la calculadora

o computadora con frecuencia serán diferentes de los obtenidos a mano. En particular. si A se
puede reducir a una matriz triangular sin permutaciones. enlonces cuando PA := LV. P := 1. No
obstante, muchas veces se obtendrá una P diferente en la calculadora. Por ejemplo. si

igual que en los ejemplos 1 y 5, entonces MATLAB da la factorización A := LV. donde

~ _L _'ll

~] U ~[~
10 4

O]
L ~[-l

• "O O 9 2 -7
II I

Y O -" "'" • "_L O O O ..iS, "
Nota. Una permutación de renglones de L lleva a upa matriz triangular inferior con unos en

la diagonal.

AUTOEVALUACIÓN

De las aWl'eraciolles siguientes, indique cuál es I'erdadera y cl/ál es falsa

1. Para toda matriz cuadrada A existen matrices im'ertibles L y V tales que A = LV,
donde L es triangular inferior con unos en la diagonal y U es triangular superior.

11. Para toda matriz imertible A, existen L y V como en el problema 1.

111. Para toda matriz in\'Crtible A existe una matriz de permutación P tal que PA = LV,
donde L y U son como en el problema l.

IV. El producto de matrices de permutación es una matriz de permutación.

De los problemas 1 a 11 encuentre la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal y una

matriz triangular superior Vtal que A = LV.

1. (: ~) 2. (~ :) 3. (-~ :)

[~
4

:] H
3 -:] [;

I

~]4. -1 5. 2 6. 3

2 -1 -2 I

[: -:] U -~] [~
2 -1

~j
9 I

7. 8.
-1 5

-] 2 9.
3 1

6 4 -1 6



22. A =(~

148 C""íTULO 1 Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

r-f
3 -1

;] r;
-1 5

~]7 2 -1 6
10. 11

5 -2 2 -1

-4 5 -3 6

De los problemas 12 a 21 resuelva el sistema dado usando la faetorización LV encontrada en
los problemas 1 a 8. Esto es. resuelva Ax ::: LUx :: b.

12. A=G ~} b=(-~J 13. A=(~ ~} b=(-~)

14. A=(: ~J. b=( -~J 15. A=( -~ :} b=(~J

16. A=[~ -; nbfiJ 17 A=[; i :J b=[:]

18. A=[: -~ -n b=UJ 19 A=[-; _~ -:} b=nJ

20. A=[~ ~i -i ;]. b=[J 21, A=H -1 ~~ ;]; b=[~]
Oc los problemas 22 a 30. a) encuentre una matriz de permutación P y matrices triangulares
inferior y superior L y U tales que PA = LV: b) utilice el resultado del inciso a) para resolver

el sistema Ax = b.

~} b=(_:J

24. A=[~ -~ -1} b=UJ
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31. Suponga que L y IVI son triangulares inferiores con unos en la diagona1. Demuestre que L¡'vl

es triangular inferior con unos en la diagonal. [Suger(,l1cia: Si B = LM, demuestre que

b¡¡ = i '.¡,lI1lJ = 1 Y by = iliklllk) = O
j-_I '-1

si) > i.]

32. Demuestre que el producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior.

33.

34.

[
-1 2 1]

Demuestre que I -4 -2 tiene más de una faclorización LU.

4 -8 -4 [3 -3 25]
.. , . . 2 I -6 O

Reahce el mIsmo procedllmento con la matnz
5. -2 -4 5

1 -4 8 5

De los problemas 35 a 41 encuentre una factorización LVpara cada matriz singular:

35. e~)

3 -2

4 3

-6 -13

2 -24

6

2

5

13

1 4

-1 o
3 1

3 5

39.

36.

3 -1

-1 2

3 4

14 -3

=; j]

-2

3

5

-7
[

1

-5

-I~

41.

38.

De los problemas 42 a 47 encuentre una factorización LV para cada matriz no cuadrada.

(-: 2

~J [-; ~] (-~
1 3 :J42. 43. 44.

2 5 6

5 1 3 -1 2

45 [~
-1 2

i]
-2 4 2 1 6 5

1 6 46. 1 6 1 47. -2 3 7

2 -1 -2 2 O 1 O 2

5 -3 1 4 1 5



RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

MANEJO DE LA CALCULADORA

IV. 11111. V11. F

La factorización PA =:= LV se puede obtener en la calculadora, por ejemplo:

Observe que primero se da el argumento que va a utilizar la función LU, la solución
aparece en la pila como L en el renglón 3, U en el renglón 2. P en el renglón l. La fae­
torización tiene la propiedad de que PA=LU

De los problemas 48 a 53 encuentre la factorización PA = LVen la calcuhldora.

[[-1. 2.. 5J [3. 1. -1] [7. 6. 5]] LU

,. F

A=[~ ;) A =1 ~
-1 5

-;1
2

49.
12 16

48. 1
13 2 5

-1
16 5 -8

ji

23 lO 4 -8 26

A =1 ~
-7 4

14 5 9 -18 13

50.
3 9

51. A = 5971 -46 65 -22
-1 O

-8135 47 23 -50
16 -5 11

3114 29 26 92

2 O O O

I02l

0.32 -0.34
037I 1 2 3 O O

0.91 0.23 0.16 -0.20
52. A = 53. A = O 5 6 1 O

0.46 0.08 033 -0.59
O O 2 3 2

0.83 0.71 -0.68 0.77
O O O 5 6

Sistemas de ecuaciones lineales y matricesC\I'íTULO IISO

• MATLAB 1.11

1. Si se siguen los pasos descritos en el problema 3 de MATLAB 1.10, encuentre la des­
composición LV para A: es decir. encuentre L y Vy verifique que LV = A. Aquí U no es
triangular superior sino que se encuentra en la forma escalonada reducida por renglones
(excepto que los pivotes no necesariamente son iguales al):

A=[I~ : =: :)
4 7 10 3

2. El uso de la descomposición LV para resolver sistemas (con soluciones únicas) es mas
eficiente que los métodos presentados anteriormente.
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¡,,¡ormación de MATLA B. El comando x = A\b resuelve el sistema [A b] encolllrando
la factorizacion LU de la matriz A y haciendo sustituciones hacia delante y hacia atrás. Se
puede comparar la eficiencia del 'llgoritmo utilizado para resoh'er un problema. si medi­
mos el tiempo que requirió para llegar al resuhado. En MATlAB. con los comandos tic.
loe (doe tic. doe toe). se puede medire! tiempo transcurrido desde que se inició un comando
hasta su fin. Con el objetivo de poder comparar la eficiencia de los diferentes algoritmos
introduzca los siguientes comandos de MATlAB en la ventana de comando

a) Elija A = rand(SO) y b = rand(SO.I). Introduzca

lie;A\b:toc

tie;A\b;Uu=toc

Es necesario llevar a cabo este proceso ya que la primcra vez que se llama a un algoritmo la
computadora tiene que cargar en memoria el progmma adecuado. Con el segundo coman­
do. unicameme se mide el tiempo de ejecución dcl programa sin incluir el tiempo de carga
en memoria del algoritmo.

Repita ahora con

tic;rrer{lA.bl);toc

tic;rrer(l A.bl);,-rrd= toe

b) Repita para otros tres pares A y b (utilice tmnaños diferentes y mayores quc 50).

e) Comente la comparación de los dos intcrvalos de tiempo ,-Iu y errd.

3. MATlAB puede encontmr una descomposición LV. pero puede no ser lo que usted espe­
ra. Casi siempre existe una matriz de permutación P implícita.

a) Sea A = 2*rand(3)-1. Introduzca Il.U,PI = lu(A) (doc lu) y verifique que LV = PA.
Repita para dos o mas matrices cuadradas aleatorias de diferentes tamaños.

h) La razón por la que casi siempre existe una P es que para minimizar los errores dc rc­
dondeo. se intercambian los rengloncs con el objeto de que el elemento mayor (cn valor
absoluto) de una columna (entre los rcnglones que no se han usado) esté en la posición
pivote.

Sca A = roulld(10*(2*rand(4)-I)). Para esta A. encuenlre L. Uy P usando el co­
mando lu. Sca e = P*A.

i. Reduzca a la form'l triangular utilizando operaciones con renglones de la forma R
j

-)o R. + c· R (calcule sus multiplicadores haciendo uso de la nQlación matricial y, '
realizando las operacioncs con renglones mcdianle la multiplicación por matrices
elementales) (vea el problem:l 3 dc MATlAB 1.10).

11. Demuestre quc puedc proceder la reducción y que en cada etapa el pi"OIe es el
elemcnto mas grande (en valor absoluto) de los elementos de la columna que est:i
abajo de la posición pivote. Verifique que cl resultado final es la matriz U producida
por el comando lu.

iii. Describa la relación entre los muhiplicadores y sus posiciones (en la matriz ele­
mental que realiza la operación con el renglón) y los elementos de L y sus posicio­
nes en L.

4. Introduzca una matriz alcatoria A de 3 x 3. Encuentre L. U YP utilizando el comando lu
como en el problema 3 de MATLAB en esta sección. Interprete la información almacena-
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da en L al igual que en el problema 3 de MATLAB [. lO (o como se observó en el problema
3 de esta sección), realice las operaciones con renglones indicadas para PA y muestre que el
resultado final es U (debe estar seguro de referirse a un elemento de L usando la notación
matricial y no el número desplegado).

II!J TEORiA DE GRÁFICAS: UNA APLICACiÓN DE MATRICES

En los ultimos ai10s se ha dedicado mucha atención a un área relativamente llueva de la inves­
tigación matcmatica denominada teoría de gráficas. Las gráficas. que se definirún en breve. son
útiles en el eslUdio de [a forma en la cual se interrelacionan las componentes de las redes que
surgen en el comercio. las ciencias sociales, la medicina y otras areas más. Por ejemplo, las gráfi­

cas resultan de utilidad en el estudio de las relaciones familiares en una tribu, la propagación de

una enfermedad contagiosa o una red de vuelos comerciales que comunican a un número dado
de ciudades importantes. La tearia de gráficas es un tema de gran amplitud. En esta sección se

presentarán únicamente algunas definiciones y se mostrará la cercanía de la relación entre la

teoria de gráficas y la teoria de matrices.
A continuación se ilustrará de qué manera surge una gráfica en la práctica.

EJEMPLO 1

C. GRÁFICA DIRIGIDA

C. VÉRTICES

Ii! ARISTAS

Figura 1.9
La gráfica muestra las
linea, de una estación en
dire<ción a las otras.

Representación de un sistema de comunicación mediante una gráfica

Suponga que se está analizando un sistema de comunicaciones unido por líneas telefónicas.
En este sistema hay cinco estaciones. En la siguiente tabla se indican las lineas disponibles

en dirección "a". y provenientes "de" las estaciones:

Estación 1 2 3 4 5

1 ,/

2 ,/ ,/

3 ,/

4 ,/ ,/

5 ,/ ,/

Por ejemplo, la marca del cuadro (1,2) indica que hay una linea de la estación 1 a la estación 2.
La información en la tabla se puede representar por una gráfica dirigida como la que se ilustra

en la figura 1.9.

En general. una gráfica dirigida es una colección de 11 puntos denominados n~rticcs, denotados
por VI' V2, • V

n
, junto con un número finito de arist:ls que unen distintos pares de vértices.

Cualquier gráfica dirigida se puede representar mediante una matriz de 11 X 11 en donde el nu­
mero de la posición ij es el número de aristas que unen el vértice i con el vérticej.

2



EJEMPLO 2
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Representación matricial de una gráfica dirigida

La representación matricial de la grúfica en la figura 1.9 es

EJEMPLO 3

o I O O O

1 O O O 1

A= O O O I O

O I 1 O O

1 O O O

Representación matricial de dos gráficas dirigidas

Encuentre las representaciones matriciales de las grúficas dirigidas en la figura 1.10.

(1 )

2

figura 1.10 2
6

Dos gráficas dirigidas )

4 3 ;

a) h)

O O O 1 O 1

A ~[~
1 O

iI
O O O O 1 1

•• SO!lIdÓJI
O O 1 1 O O 1 1

a) h) A~

1 O O 1 1 O 1 O

1 O O 1 O O O O

1 1 O O 1 O

EJEMPLO 4

•• SO!lIdóll

Figura 1,11
la gráfica dirigida
representada por A

Obtención de una gráfica a partir de su representación matricial

Esboce la gráfica represelllada por la matriz

O 1 1 O 1

1 O O 1 O

A~ O 1 O O O

1 O 1 O 1

O 1 1 O

Como A es una matriz de 5 x 5, la gráfica tiene cinco vértices. Vea la figura 1.11.

2

'->.---c71 3

4

;



EJEMPLO 5

Figura 1.12
La grMka muestra quién
domina a quien en el
grupo.
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MATRIZ DE

I! INCIDENCIA

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Ohsel'l'(l('Üíll. En los ejemplos presentados se tienen gráficas dirigidas que salisfacen [as si­

guientes dos condiciones:

i. Ningún vértice está conectado consigo mismo.

ii. A lo más una arista lleva de un vértice a OIfO.

La matriz que representa llna gráfica dirigida que satisface estas condiciones se denomina ma­
triz de incidencia. Sin embargo. en términos generales es posible tener ya sea un 1 en la diagonal

principal de una representación matricial (indicando una arista de un vértice hacia sí mismo)
o un entero mayor que 1en la matriz (indicando más de una trayectoria de un vértice a otro).
Para evitar situaciones mús complicadas (pero manejables). se ha supuesto. y se seguirá supo­
niendo. que 1) y ii) se satisfacen.

Una gráfica dirigida que describe el dominio de un grupo

Las gráficas dirigidas se utilizan con frecuencia en sociologia para estudiar las interacciones
grupales. En muchas situaciones de esta naturaleza. algunos individuos dominan a otros. El
dominio puede ser de indoJe física, intelectual o emocional. Para ser más específicos, se supone
que en una situación que incluye a seis personas. un sociólogo ha podido determinar quién do­

mina a quién (esto se pudo lograr mediante pruebas psicológicas, cuestionarios o simplemente
por observación). La gni.fica dirigida en la figura 1.12 indica los hallazgos del sociólogo.

La representación matricial de esta gráfica es

O O O O O O

O O O 1 1 O

O O O O O 1
A~

1 O 1 O O O

O O I O O O

O O O O O O

No tendría mucho sentido introducir la representación matricial de una gráfica si lo único
viable fuera escribirlas. Existen varios hechos no tan visibles que se pueden preguntar sobre las
gráficas. Para ilustrar lo anterior considere la gráfica en la figura 1.13.

Figura 1.13
Existen trayectorias de V, a
V, aun cuando no hay una
arista de V, a V,. Una de
estas trayectorias l'S

V,--->V,_V,.

v,

v,

v,
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Observe que aunque no hay una arista de VI a V5 es posible mandar un mensaje entre estos dos
vértices. De hecho. hay cuando menos dos maneras de hacerlo:

(2)

y
(3)

D TRAYECTORIA

L: CADENA

La ruta de un vértice hacia otro se denomina trayectoria o cadena. La trayectoria de VI a V
5

en
(1) se llama 2-cadcna porque atraviesa por dos aristas. La trayectoria (3) se llama 3-cadcna. En
general una trayectoria que atraviesa por 11 aristas (y por lo tanto pasa por 11 + I vértices) se
llama l/-cadena. Ahora. regresando a la gráfica. se puede observar que es posible ir de VI a Vs
a lo largo de la S-cadena

(4)

Sin embargo. no resultaría muy interesante hacerlo. ya que con una parte de la Irayectoria no
se obtiene nada. Una trayectoria en la que un vértice se encuentra más de una vez se denomina
redundante. La 5-cadena (4) es redundante porque el vértice 4 se encuelllra dos veces.

Es de gran interés poder determinar la trayectoria más corta (si es que existe) que une a dos
vértices en una gráfica dirigida. Existe un teorema que' muestra cómo esto se puede lograr. pero
primero se hará Ulla observación importante. Como se ha visto. la representación matricial de
la gráfica en la figura 1.9 está dada por

o 1 O O O

1 O O O 1

A~ O O O 1 O

O 1 1 O O

1 O O 1 O

Se calcula

O 1 O O O O 1 O O O 1 O O O 1

1 O O O 1 1 O O O 1 1 1 O 1 O
A' = O O O 1 O O O O 1 O O 1 1 O O

O 1 1 O O O 1 1 O O 1 O O 1 1

1 O O 1 O 1 O O 1 O O 2 1 O O

Observe con más cuidado las componentes de A". Por ejemplo, el 1en la posición (2. 4) es
el producto escalar del segundo renglón y la cuarta columna de A:

O

O

(1 O O O 1) 1 ~1

O
1

El último 1 del segundo renglón representa la arista
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El último 1en la cuarla columna representa la arista

Al multiplicar. estos unos representan la 2-cadcna

De igual manera, el 2 en la posición (5, 2) de Al es el producto escalar del quinto renglón y la

segunda columna de A:

1

O

(1 O O O) O ~2

1

O

Siguiendo el razonamiento anterior se puede apreciar que esto indica el par de 2-cadenas:

y

Si se generalizan estos hechos se pueden probar los siguientes resultados:

Si A es la matriz de incidencia de una gráfica dirigida, la componente !i de Al da el nú­
mero de 2-cadenas de un vértice i a un vértice).

Haciendo uso de este teorema se puede demostrar que el número de 3-cadenas que unen el

vértice ¡con el vértice) es la componente Ude Al. En el ejemplo 2

1 1 O 1 O

1 2 1 O 1

A' = 1 O O 1 1

1 2 1 1 O

2 O O 1 2

Por ejemplo. las dos 3-eadenas del vértice 4 al vértice 2 son

y

Ambas cadenas son redundantes. Las dos 3-cadenas del vértice 5 al vértice 1 son

y
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El siguiente teorema responde la pregunta que se hizo acerca de encontrar la trayectoria mús

corta entre dos vértices.

Sea A una matriz de incidencia de una gráfica dirigida. Sea aJw1la componente lj de A".
"

i. Si a{w! = k, entonces existen exactamente k l/-cadenas del vértice i al vértice).
"

ii. Más aún. si a.f"'1 = Opara toda 111 < IJ y 0(") =- O entonces la cadena más corta del.¡ lj ,

vértice i al vértice) es una n-cadena.

Cálculo de cadenas mediante las potencias de la matriz de incidencia

En el ejemplo 2 se tiene

O , O O O , O O O , , , O , O

O O O , , , O , O , 2 , O ,
A~ O O O , O 1'( = O , , O O A' = , O O , ,

O , , O O , O O ,. , , 2 , , O, O O , O O 2 , O O 2 O O , 2

2 O , 3 , O 2 2

3 , O 2 2 3 5 2 2 ,
A· = , 2 , , O Y A5 = 2 2 , , 2

2 2 , , 2 4 3 , J 2
2 J , 2 O 3 4 2 , 3

Como 0::1= 0:;1 = all;1 = Oy 0:;1 = 1. se observa que la ruta más corta del vértice 1 al vértice 3
es una 4-cadena que estú dada por

No1tt. También se tienen S-cadenas (todas redundantes) que unen el vértice 2 consigo mismo.

~ Dominio indirecto de un grupo

En el ejemplo de sociología (ejemplo S). una cadena (que no es una arista) representa control

indirecto de una persona sobre otra. Es decir. si Pedro domina a Pablo, quien domina a Maria,
se puede ver que Pedro ejerce algún control (aunque sea indirecto) sobre María. Para determi-
nar quién tiene control directo o indirecto sobre quién. sólo es necesario calcular las potencias
de la matriz de incidencia A. Se tiene

O O O O O O O O O O O O O O O O O O

O O O , , O , O 2 O O O O O O O O 2

O O O O O ,
Al = O O O O O O

A' = O O O O O O
A~ , O , O O O O O O O O , O O O O O O

O O , O O O O O O O O , O O O O O O

O O O O O O O O O O O O O O O O O O



prQblema5 1,12

4

1. 2 11. 2

1~3
4

5"

111. 2 IV. 5

[
I O

iJ

O 1 O 1 O O O 1 1 O

O O
O O I 1 1 1 1 1 1 1

V. VI. I 1 O O O VII. O 1 O 1 O
I O

O 1
O O O O O 1 O O 1

O 1 I 1 O O O O 1 O

O 1 1 1 O O

1 O O O 1 O

1 1 O 1 O 1
VIII.

O O I O O O

O O O 1 O 1

I 1 O O 1 O

IX. Determine el número de 2-, 3- Y4-cadenas que unen los \'l:~rtices en la gráfica del

problema 2.

X. Aplique el mismo procedimiento para la gráfica del problema 3.

De Imi problemas 5 (l 8 (libuje la.\' gníjicus que represellta" las matrh'es Jadas.

De lo.\' pmhlema~' I ti 4 el/(:ueml'c la "epreselltació/I matricial de la gráfica (lirigida dada.

5

Como se vio en la gráfica de la página [54. estas matrices muestran que la persona P, tiene
control directo o indirecto sobre lodas las demás. El o ella tiene control directo sobre P~ y P"
control de segundo orden sobre PI y P)' y control de tercer orden sobre P~.

Nota. En situaciones reales las situaciones son mucho mas complejas. Puede haber cientos de
estaciones en una red de comunicaciones o cientos de individuos en un estudio sociológico

dominante-pasivo. En estos casos. las matrices son esenciales para manejar la gran cantidad de
datos que deben estudiarse.

Sistemas de ecuaciones lineales y matricesCM'íTULO I158
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XI. Pruebe que la ruta más corta que une dos ,"értices en ulla gráfica dirigida no es redundante.

XII. Si A es la matriz de incidencia de una gráfica dirigida, muestre que A + A 2 representa el
número total de )- y 2- cadenas entre los ,"érticcs.

XIII. Describa la dominación directa e indirecta dada por la siguiente gráfica:

Figura 1.14

• RESUMEN

Un \"cctor renglón de" componentes es un conjunto ordenado de 11 números denominados esca-

lares. escritos como (XI' x," xJ
Un vector columna de "componentes es un conjunto ordenado de 11 números escritos como

Un vector cuyas componentes son todas cero se denomina vector cero.

La suma de \"ectores y la multiplicación por escalares están definidas por

(p. 42)

(p. 43)

(p. 43)

(pp. 48. 49)

a+b= y o.a =

00,

00,

Una matriz de /11 x 11 es un arreglo rectangular de mil números arreglados en m renglones y

11 columnas

"" a
l2

D (/1"

°,1 °,2 D a,"
A~

a" a
"'

D a.,

Una matriz cuyas componentes son todas cero se denomina matriz cero.

Si A Y B son matrices de 111 X /1, entonces A + By o.A (o. un escalar) son matrices de m X 11

(pp. 9.45)

(p. 45)

(pp. 48. 49)



Si IOdos los productos están definidos, entonces (p. 64)

A(BC) = (AB)e

(p. 60)

(p. 61)

(p. 63)

(pp. 58. 59)

+ab ='a,b.n"'-.,
;-1

b,

h,
"" a,b¡ + (/,b! +0

11

b.

La componente /.j de A + Bes {/ + b"
lj ~

Sistemas de ecuaciones lineales y matricesCAPiTULO 1

Pn}(III('(o.~ de mat/'i('es

La componente de ij de aA es 01/;[

El producto escalar de dos vectores de 11 componentes es:

= (lilblj + a"b,/ +0 + (li.b.j = ¿(/;,bl;i
1;-1

Ll!J'I'.\" lli.l'fl'ihlftil'tl.l" pumltl multiplicad/m de mofl"iees

En términos, los productos de matrices no son conmutalÍvos: es decir, casi siempre ocurre que
ABi=-BA.

Sea A una matriz de m X 11 YB una matriz de 11 x p. Entonces AB es una matriz de m X p Yla
componente de ij de A B = (renglón i de A) . (columna) de E)

y tanto A(BC) como (A 8)e son matrices de 11 X q.

Ley 1l.wdatil'U JI.' la I1lllltiplimdól1 Ile l11(ltrh'('.\'

Si A es llna matriz de 11 X /1/, B es de m X p Ye es de p X q, entonces

160

A(B+C)=A8+AC y (A+B)C=AC+SC

La matriz de coeficientes de un sistema lineal

{/IIXI + al1 x, + oo. +al.x" = b,

{/lIXI + {l"X, + ... + a~.x" = b!

es la matriz (pp.9,16)

(111 (111 a,.

A=
G" "" a,.

a., a., a..
El sistema lineal anterior se puede escribir utilizando la matriz aumentada (pp, 9, 10, 15)



Resumen

Las tres operaciones elementales con renglones son

Un pimte es el primer componente diferente de cero en el renglón de una matriz

(p. 13)

(p. 87)

161

(p. 13)

(p. 1J)

(p. 10)

b,

b~

b,
Y

b.

"" a ll a" b,

all al) al~ b,

"., a., a
""

b.

"
x=

Multiplicar el renglón i de una matriz por e: R¡ ---+ cR,. donde c"* O.

Una matriz está en la forma escalonada por renglones si se cumplen las primeras tres condicio­

nes de la página 13

Una matriz está en la forma escalonada reducida por renglones si se cumplen las cuatro condi­

ciones dadas en la página 13

Tambien se puede escribir como Ax = b. donde

Multiplicar el renglón i por e y sumarlo al renglón): R¡ ---+ R¡ + cRi'

Permutar los renglones i yj: R¡:¡:::t Rj"

El proceso de aplicación de operaciones elementales con renglones a una matriz se denomina

reducción por renglones. (p. 10)

La eliminación de Gauss-Jordan es el proceso de resolución de un sistema de ecuaciones me­

diante la reducción por renglones de la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por

renglones, usando el proceso descrito en la página 9.

La eliminación de Gauss es el proceso de resolución de un sistema de ecuaciones reduciendo por
renglones la matriz aumentada a la forma escalonada por renglones y utilizando la sustitución

hacia atrás.

Un sistema lineal que tiene una o más soluciones se denomina consistente.

Un sistema lineal que no tiene solución se denomina inconsistente.

(pp. 9, 1S)

(p. 1S)

(p. 12)

(pp. 11.12)

Un sistema lineal que tiene soluciones cuenla con. ya sea. una solución única o un número

infinito de soluciones.

Un sistema homogéneo de m ecuaciones con 11 incógnitas es un sistema lineal de la forma

(p. 14)

(p. 36)

allxl + a l1 x1 + + al"x~ = O

a11 xI + a11',! + + (/l"X" = O
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Un sisterml lineal homogeneo siempre tiene la solución trh'jal (o solución cero)

Las soluciones para un sistema lineal homogéneo diferenlcs de la trivial se denominan solucio­
nes no trh·iales.

El sistcmil lineal homogéneo anterior tiene un nÍlmero infinito de soluciones si tiene más incóg­
nitas que ecuaciones (11 > 111).

La matriz identidad 11 x 11, /._ es 1;, matriz de 11 X 11 con unos en la diagonal princilJaI y ceros en

otra parte. '. se dcnolil generalmente por 1.

Si A es una matriz cuadrada. entonces Al = lA = A.

La matriz A de 11 x 11 es im"ertiblc si existe Un:l matriz A- 1de 11 x " Iill que

En este caso la matriz A- ' se llama la im'ersa de A.

Si A es ¡nvertible. su inversa es única.

Si A YB son mal rices ¡n"ertibles de 11 X 11. entonces AB es ¡nvertible y

Para determinar si unu matriz A de 11 x 11 es ¡nvertible:

i. Se escribe la matriz cuadrada aumentada (Al/).

ii. Se reduce A por renglones a la forma escalonada reducida por renglones.

iii. a) Si la forma escalonada reducida por renglones de A es /. entonces A- 1 será la matriz a
lél derecha de la raya vertical punteada.

h) Si la forma escalonada reducida por renglones de A contiene un renglón de ceros. en·
tonces A no es invertible.

(p. 37)

(p. 37)

(p. 38)

(p. 94)

(p. 95)

(p. 95)

(p. 96)

(p. 96)

(p. 99)

la"La malrizde2 X 2. A=
0 21

0
12

) es invertible si y sólo si
°22

(p. 100)

el determinante de A. det A = 011l/22 - 01:{l21 *0

En cuyo caso

-a" )
a"

Dos matrices A y B son equivalentes por renglón si A se puede transformar en B reduciendo por
renglones.

Sea A una matriz de 11 X 11. S¡ A B = / o BA = /. entonces A es invcrtible y B = A-l.

Si A = ((1). entonces la transpuesta dI:' A. denotada por A'. csu¡ dada por A' = (ti).• •
Esto es. A' se obtiene intercambiando los renglones y las columnas de A.

(p. 103)

(p. 107)

(p. 118)



Resumen

Hecho.\· sohrc la "'umpuesta

Si todas las sumas y productos están definidos y A es invenible. entonces

163

IP. 119)

(A')' = A (A8)' = 8'A' (A + 8)' = A' + 8' si A es invenible, entonces (A- 1
)' = (A- 1

)'

Una matriz cuadrada A es simétrica si A' = A.

Una matriz elemental es una matriz cuadrada que se obtiene llevando a cabo exactamente una
operación con renglones sobre hl matriz identidad. Los tres tipos de matrices elementales son:

Ir. 119)

Ip.124)

cR, se multiplica el renglón i de 1 por e: (' =1=- O.

se multiplica el renglón i de 1 por e y se suma al renglón): e =1=- O.

se permutan los renglones i y j.

Una matriz cuadrada es invenible si y sólo si es el producto de matrices elementales.

Cualquier matriz cuadrada se puede escribir corno el producto de matrices elementales y una
matriz triangular superior.

Fu(·to";zadÓIl LU

Suponga que la matriz invenible A se puede reducir por renglones a una matriz triangular
superior sin realizar permutaciones. Entonces cxisten matrices únicas L y U tales que Les
triangular inferior con unos en la diagonal. Ves una matriz superior invenible y A = LV.

111a'l'iz de pemllllució"

E = P.. es una matriz de permutación elemental. Un producto de matrices permutación elemen­
"tales se denomina matriz de permutación.

Fucto";zuciólI PA = LV

Sea cualquier matriz 111 X /1. Entonces existe una matriz permutación P tal que PA = LV, donde
L y U son como en la factorización LV. En términos generales. P. A Y V no son únicas.

Teol'ema de ,.e.Hlmc"

Sea A una matriz de /J x /1. entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. A es invenible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada /1-vector b.

h'. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de /1 X 11. l•.

v. A se puede escribir como un producto de matrices elementales.

\'i. det A "Jc O(por ahora, det A está definido sólo si A es una matriz de 2 x 2).

viL La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

\'iii. Existen una matriz permutación P. una matriz triangular inferior L con unos en la diago­
nal. y una matriz triangular superior invenible U. tales que PA = LV.

Ip. 129)

Ip. 129)

Ip. 138)

IP. 140)

Ip. 141)

(pp. 128. 141)
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EJERCICIOS DE REPASO
De [os ejercicios 1 a 18 encuentre las soluciones (si existen) a los sistemas dados:

1. 3.\1 + 6x
2

= 9 2. 3x¡ + 6x
1
~ 9

-2:1:
1 + 3x, = 4 2-'1 + 4.\1 ~ 6

3. 4.\1 + 6.\2 ~ 5 4. 3.\1 - 6.\, ~ 9

6.\1 + 9.\2 ~ 15 -2.\1 + 4.\"2 ~ 6

5. , + x 2 + -', ~2 6. x
l

- 2x, + x
J
~ I,

2x
1
- x 2 + 2xJ

~4 2.\1 + 3x, - 2x
J

=5

-3-'1 + 2.\2 + 3.\3 ~8 -XI - 4x, + 3x
J
~4

7. XI + x2 + , ~O s. , + x 2 + x
J

=2, ,
2.\1 - x2 + 2x

J
~O 2x] - x 2 + 2xJ

~4

-3x l + 2x¡ + 3xJ
~O -XI + 4x! + xJ

~2

9. 2.\1- 3x¡ + 4xj
~ I 10. XI + x 2 + x

J
=2

3x l + 3x¡ - 5xJ
=5 2.\1 - x 2 + 2.\.1 ~4

4-'1- 5x2 + Xl ~4 -XI + 4.\"2 + X
J
~3

11. XI + X 2 + X 3
~O 12. 2.\1+ x, - 3x

J
~O

2x
1

- X2 + 2x) ~O 4-'1- x, + x
J
~O

-x, + 4.\2 + xJ
~O

13. XI + x, ~O 14. XI + x2
~ I

2.\:1 + X:: ~O 2x1
x 2

~ 3

3.\1 + x, ~O 3.\1 + x, ~4

15. x
1
+ x

1
+ x

J
+ , ~ 4 16. 3x¡ - 2-'2 - Xl + 2-'4 ~O,

2x
l

- 3.\1 - Xl + 4x~ ~ 7 4-'1 + 3.\2 - Xl - 2.\4 ~O

-2x
l
+ 4-'1+ Xl 2.1:4

~ I -6.\1- 13x,+ XJ +10.\4=0

5x
l

- x, + 2xJ + .\4 ~-I 2x
l
-24-,,- 2x) +2Üx4 =0

17. X 1+ X 2 + Xl + , ~O 18. X1+ .\1+ X, + .\4 ~O,
2-'1- 3.\, - Xl + 4x4

~O 2-'1- 3.\,- x, + 4.\4 ~O

-2x
1
+ 4x2 + x

3
2x4

~O -2x
1
+ 4x2 + x) - 2x, ~O

5x
1

- X 2 + 2x) + X 4
~O

De los ejercicios 19 a 28 realice los cálculos indicados:

[

-2 II
19. 3 ~ ~)

20.
o

-1
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25. [-: ~ ~)[ ~ -: ~)
\ O 6 -7 3 5

23. 6[ : =~)-2[-~ -;)
-1 2 2 6

24. (~ ~ ; t ~ ~]

26. [~](\ 2 3 4)

7 \

2 3

55] -\ O

5 6
2 3

o 3 -\

\ 6 2

21. 5[-: ; ~)-3[-~ O~)
-6 [5 2 -1 3

27. (;

De los ejercicios 29 a 33 determine si la matriz dada está en la forma escalonada por renglones
(pero no en la forma escalonada reducida por renglones). en la forma escalonada reducida por

renglones o en ninguna de las dos.

[~
O O

~) [~
8

-:] [~
3 4

¡]29. 1 O 30. 1 5 31. O 1

O 1 O 1 O O

[~ ~] 33. (~
O 2

~]32.
1 3

En los ejercicios 34 a 36 reduzca la matriz a la forma escalonada por renglones y a la forma
escalonada reducida por renglones.

35 [-; -¡ 2 4]
O 3

-1 1

36. [-~ -~ ~ ~]
O 2 I -[

De los ejercicios 37 a 43 calcule la forma escalonada por renglones y la inversa (si existe) de la
matriz dada.

37. ( 2 3)
-1 4 (-1 2)38.

2 -4 39. (~ :) 40. [¡ : -:]
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De los ejercicios 44 a 47 primero escriba el sistema en la forma Ax = b, después calcule A- 1 y,
por último use la multiplicación de matrices para obtener el vector solución.

42. [: -~ -;J

h) Determine E- 1 + AdjE =

e) Determine E' + E- 1 + AcijE =

(1) Determine (E- l + e) + E' + E- ' + AcijE =

a) Determine si la matriz E dada es invertible; si lo es, calcule su inversa utilizando la ad­

junta.

44. XI - 3x
1

= 4 45. XI
- 3x2 = 4

2x
1

+ 5x, = 7 2x
1

+ 2x
1

= 3

46. XI + 2-'2 ~J 47. 2.\"1 + 4x J = 7

2x
1
+ x

2
\') = -] -XI + 3.\1 + Xl = -4

3x
l
+ x, + x

3
= 7 Xl + 2x) = S

Sea E~[ :
-] O

-2]-12 -2 -6
48.

-2 10 2 5

-1 6 1 ]

41. [-~ ~ -~J
2 5 -3

166

Dc los ejercicios 49 a 57 calcule la transpuesta de la matriz dada y determine si la matriz es

simétrica o antisimélrica. 17

(-~ ]

;J (: :J
( 2 -IJ49. SO. SI.

D -1 ]

[:

]

-~1 [-~ 5

~1 [-; 1

-~152. -6 53. O 54. O

-5 -6 -4 -]

h
-1 4

-~] [-;
1 -1

-i]2 5 O 1
55. 56.

S ] 1 O

J -8 -2 -1

57. Sea F=(~ 0J (' 'r'calcule F + F-
-2

De los ejercicios 58 a 62 encuentre una malriz elemental de 3 X 3 que llevaría a cabo las opera­

ciones con renglones dadas.

0---

" Del problema 1.9.22 de la p<ígmJ 121 se tiene que A es antl$lmétnca si A" - -A
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De los ejercicios 63 a 66 encuentre la inversa de la matriz elemental.

63. (~ n 64. [I ~ ~]
De los ejercicios 67 y 68 escriba la matriz como el producto de matrices elementales.

67. ( 2 -1)
-1 1 68 [¡ ; -:]

De los ejercicios 69 y 70 escriba cada matriz como el producto de matrices elementales y una
matriz triangular superior.

( 2 -1)69.
-4 2 70. [i -~ ~]

De los ejercicios 71 y 72 encuentre la factorización LV de A y utilicela para resolver Ax = b.

De los ejercicios 73 y 74 encuentre una matriz permutación P y las matrices L y V tales que PA
= LV Yutilicelas para resolver el sistema Ax = b.

73. A =[~ -; :]. b=[-~]
1 3 -2 -[

74. A=[~ ~ ~]. b=[-~]
2 6 -5 10

De los ejercicios 75 y 76 encuenLre la maLriz que representa cada gráfica.

o O 1 1 O

O O O 1 1

Dibuje la gráfica representada por la siguiente matriz: 1 O O O O

O O 1

1 O O O

75. 76.

~D
4



Capítulo

2
DETERMINANTES

•

EII DEFINICIONES

Sea A = [all
(J12 J una matriz de 1 x 2. En la sección 1.8 en la página 99 se definió el deter-

a
ll

a l1

minanle de A por

(1)

Con frecuencia se denotará det A por

(2)

Ohsen'"d(ÍlI. No hay que confundir esta notación con las barras de valor absoluto.IAI denota
del A si A es una matriz cuadrada. Ixl denota el valor absoluto de x si x es un número real o
complejo.

Se demostró que A es ¡nvertible. si y sólo si, del A =F- O. Como se verá mas adelante. este
importante teorema es válido para las matrices de 11 X /l.

En este capílulo se desarrollaran algunas propiedades básicas de los determinantes y se
verá cómo se pueden utilizar para calcular la inversa de una matriz y resolver sistemas de 11

ecuaciones lineales con 11 incógnitas.
El determinante de una matriz de n X 11 se definirá de manera indllclÍl'(/. En otras palabras.

se usará 10 que se sabe sobre un determinante de 2 x 2 para definir un determinante de 3 x 3,

que a su vez se usará para definir un determinante de 4 X 4. Yasi sucesivamente. Se comienza
por definir un determinante de 3 X 3. t

.,---
Existen vanas maneras de deflflir un determinante y ésta es una de ellas Es importante darse cuenta de que "det" es
una función que aSigna un número a una matriZ cuadrada
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Determinante de 3 x 3

[""Sea A= a"

""

"" O''](1" al) . Entonces
a l ¡ a ll

a"lu"
(3)

Observe el signo menos antes del segundo término del lado derecho de (3).

....L--=C~á~lc~u~lo--=d~e--=u~n~d~e~t~e~'~m~;~n=a~n~te--=d=e~3=---x--=3_

Sea A = [ ~ : :) Cakule IAI.

-1 2 4

•• Solució"
3 5

IAI= 4 ,

-1 2
: =31' 31- s1

4
2 4 -\

4

"'L_=C=á~lc~U~lo--=d~e--=u~n=d~e~t~e~r~m~i~n=a~n~te--=d=e=3=---X--=3_

2 -3 5

Calcule I O 4

3 -3 9

•• Solución
2 -3

1 O

3 -3

S

4=21 0 41-e-3111 41+511
9 -3 9 3 9 3

=2·12 +3(-3)+5(-3)= O

Hay otro método con el que se pueden calcular determinantes de 3 X 3. De la ecuación (3) se
tiene

a" a" u" = ClII(alla)J -a,/1,2 ) -aI2 (all a ll - ClllaJ1 )
a 21 al! u" + alJ(allaJ2 - G¡¡a,l )

u" u" a))

es decir

(4)
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Se escribe A y se le adjuntan sus primeras dos columnas:

EJEMPLO 3

+

A continuación se calculan los seis productos. poniendo signo /llenos antes de los productos
con flechas hacia arriba, y se suman lodos. Esto da la suma de la ecuación (4).

Cálculo de un determinante de 3 x 3 usando el nuevo método

352

Calcule 4 2 3 usando el nuevo método.

-] 2 4

•• Solución Si se escribe
3~2J
4 2

-] 2 4 -) 2

y se multiplica como lo indican las flechas se obtiene

IAI = (3X2X4) + (5X3X-1) + (2X4X2) - (-IX2X2) - (2XJXJ) - (4X4X5)

=24 -15 + 16 +4 -18 -SO = -69

Este método /lO funciona para determinantes de 11 X n si 11 > 3. Si intenla algo similar para
determinantes de 4 X 4 o de orden mayor, obtendrá una respuesta equivocada.

(
a" a JAntes de definir los determinantes de IJ X 11 debe observarse que en la ecuación (3) -- 2}

an a}}

es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglón y la primera columna de A; (a ll a,})
a ll a}}

es la matriz que se obtiene al eliminar el primer renglón y la segunda columna de A. y (a ll a22
)

aJI al)
es la matriz obtenida al eliminar el primer renglón y la tercera columna de A. Si estas matrices

se denotan por M w MI! y M lr respectivamente, y si A II == det Mil' Al! = -det MI! y Al} =
det M¡r la ecuación (3) se puede escribir como

(S)

DEFINICIÓN E:I Menor

Sea A una matriz de n X 11 Ysea MIj la matriz de (11 -1) x (n -1) que se obtiene de A
eliminando el renglón i y la columna). Mi) se llama el menor ij de A.
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EJEMPLO 4 Cálculo de dos menores de una matriz de 3 x 3

[
2-1 4]

Sea A = O l 5. Encuentre MI) y M)!.

6 3-4

Cálculo de dos menores de una matriz de 4 x 4

Eliminando el primer renglón y la tercera columna de JI se obtiene MI) =(~ ~). De manera

similar. si se elimina el tercer renglón y la segunda columna se obtiene M n = (~ ~l
•• Solución

lIIIIlID'----------------

•• Solución

Sea A = [~ - ~ ~ ~]. Encuentre M
J
! y M!~.

l 5 9 -2

4 027

Al quü", el tete" tenglón y 1" segunda columna de A· se eneuent'" que M" ~ l; ~ :JDe

¡gunl n'Un"" M" { -~ n 4 2

DEFINICIÓN El Cofactor

Sea A una matriz de 11 x 1/. El cofactor ij de A. denotado por Al!' esta dado por

I
A~(-W1MII

9 9
(6)

Esto es, el cofactor ij de A se obtiene tomando el determinante del menor ij y multipli­
cándolo por (-I)j+J. Observe que

(-Ji" ~ { I
-1

sii+ jespar

si i + j es impar

Ohsel"l'udólI. La definición 3 tiene sentido a partir de la definición de un determinante de 11 X 11

con la suposición de que ya se sabe lo que es un determinante de (11 - 1) X (11 - 1l.

EJEMPLO 6 Cálculo de dos cofactores de una matriz de 4 x 4

En el ejemplo 5 se tiene

I

,\, ~(-I)H'IM"I~- 2
4

5 6

O ) ~-8

2 7

-) 5

A!~ =(_1)2+4 5 9 =-192

4 O 2
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Ahora se considerará la matriz general de 11 X 11. Aquí

la"
Gil

A = (j.21 u"

GIlI Qnl

a, ]

]"
""

(7)

DEFINICiÓN a Determinante n x n

Sea A una matriz de 11 X 11. Entonces el determinante de A, denotado por det A o IAI,

está dado por

(8)

L.:a expresión en el lado derecho de (8) se llama expansión por cofactores.

Oh.l'(!!TlIciólI. En la ecuación (8) se define el determinante mediante la expansión por eofactores
en el primer renglón de A. En la siguiente sección se verá (teorema 2.2.5) que se obtiene la mis­
ma respuesta si se expande por cofaclOres en cualquier renglón o columna.

IIIIIDIIL_C_a_Ic_"_I_o_d_e_l_d_e_,_e_,_m_i_"_a_"_,e_d_e_"_"_a_m_a_'_'_iz_d_e_4_x_4__

Calcule det A, de donde

A=I~ -¡ ~ f]
•• Solución 1 3 5 2

O -1 3 4
2 1 9 6

= QIIA'I + al2 A11 + anA]] + al'~'

3 2 4 8

-1 3 4 O 3 4 O -1 4 O -1 3

=1 1 9 6 - 32 9 6 +5 2 I 6 -2 2 1 9

2 4 8 3 4 8 3 2 8 3 2 4

= 1(-92) - 3(-70) + 5(2) - 2(-16) = 160

Es obvio que el cálculo del determinante de una matriz de 11 x 11 puede ser laborioso. Para

calcular un determinante de 4 x 4 deben calcularse cuatro determinantes de 3 x 3. Para calcular
un determinante de 5 X 5 deben calcularse cinco determinantes de 4 x 4, lo que equivale a
calcular veinte determinantes de 3 x 3. Por fortuna existen técnicas que simplifican estos cálcu­
los. Algunos de estos métodos se presentan en la siguiente sección. Sin embargo, existen algunas
matrices para las cuales es muy sencillo calcular los determinantes. Se comienza por repetir la

definición dada en la página 128.
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EJEMPLO 8

EJEMPLO 9
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Matriz triangular

Una matriz cuadrada se denomina triangular superior si todas sus componentes abajo de
la diagonal son cero. Es una matriz triangular inferior si todas sus componentes arriba
de la diagonal son cero. Una matriz se denomina diagonal si todos los elemenlOs que
no se encuentran sobre la diagonal son cero; es decir, A = (a) es triangular superior si

ay = Opara i > j, triangular inferior si aij = Opara i <j, y diagonal si aij = Opara i"., j.
Observe que una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular inferior.

Seis matrices triangulares

e = 2 3 O YD =(~ ~J son triangulares inferiores; 1 (la matriz identidad) y
-[ 2 4

E = (~ - ~ ~] son diagonales. Observe que la matriz E es también triangular superior y

loo -4

triangular inferior.

El determinante de una matriz triangular inferior

o

•• Solució"

l
a"

La matriz A = a21

aH

a"

~ ~ ] es triangular inferior. Calcule det A.
a l2 a ll O

a42 a4l a.¡.¡

an O O

=a
ll

a)2 all O

a42 a4l a.¡.¡

l

a" 01= a11a n
a.J G.¡.¡

TEOREMA a
El ejemplo 9 se puede generalizar para probar el siguiente teorema.

Sea A = (aij) una matriz de JI X JI triangular superior o inferior. Entonces

(9)
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Esto es: el defermil/ol/fl.' de 1/1/(/ II/afl"i: triallgll/ar es igual al prodllCIO de SI/S campal/elITes

1.'11 la diagonal.

L. DEMOSTRACiÓN

EJEMPLO 10

TEOREMA a

La parte triangular inferior del teorema se deduce del ejemplo 9. Se demostrará la parte
triangular superior por inducción matemática comenzando con n = 2. Si A es una

... la a,]matnz tnangular supenor de 2 X 2. entonces A = 11 I Y det A = ti O" -
O 11 --

°e'-
(112' 0= (llla

22
de manera que el teorema se cumple para 11 = 2. Se supondrá que se cum­

ple para k = 11 -] Yse demostrará para k = 1/. El determinante de una matriz triangular
superior de 11 X 11 es

al] (111 tlu (/1"
Oa" a!3 a," a" (1,n

O (/2l (123 l/2"
O {/33 (/3" O a" {/J.

O O {/3J a," = a ll - al!

O O (l1J" O O (1,,"
O O O (/""

O {/22 al" O .a2! (12 .._1

O O {/3 ..
... +(-lt"a1n

O O {/J ..-I
+ {l1J +

O O (f,," O O O

Cada uno de estos determinantes es el determinante de una matriz triangular superior

de (11 -1) X (n -1) que, de acuerdo con la hipótesis de inducción, es igual al producto

de las componentes en la diagonal. Todas las matrices excepto la primera tienen una
columna de ceros, por lo que por lo menos una de sus componentes diagonales es cero.

De este modo, todos los determinantes, excepto el primero, son cero. Por último,

°12 O;!j o,n

O a" a,"detA=oll =°11(°22°" "0"")

O O a
""

lo que prueba que el teorema se cumple para matrices de 11 x 11.

Determinantes de seis matrices triangulares

Los determinantes de las seis matrices triangulares en el ejemplo 8 son IAI = 2' 2' 1 = 4: IBI =

(- 2)(0)( 1)( - 2) ~ O: ICl : 5·3·4 : 60: IDI : O: I~ : 1: IEl ~ (2)( -7)( -4) : 56.

El siguiente teorema será de gran utilidad.

Sea T una matriz triangular superior. Entonces Tes inverlible si y sólo si det T7c- O.
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I!
DEMOSTRACiÓN S"

a" al! a" a"

O a," a
23 a2"

T~ O O a" a,.

O O O a••

Del teorema 1,

Así det T"#- Osi y sólo si todos sus elementos en la diagonal son diferentes de cero.
Si det T"#- O, entonces T se puede reducir por renglones a / de la siguiente manera.

Para i = 1,2, ... , 11, se divide el renglón ¡de Tpor (ji; *Opara obtener

O O

a;.1a!.

1

Ésta es la forma escalonada por renglones de T, que tiene 11 pivotes, y por el teorema de
resumen en la página 128, Tes invertible.

Suponga que det T = O, Entonces al menos una de las componentes de la diagonal
es cero. Sea (/¡¡ la primera de estas componentes. Entonces Tse puede escribir como

a" al!
u

lJ
_

1 a" a lJ+ 1 al"

O (122 (/2)_ I au (/U+I (/!"

O O Q¡-U-I Q¡-U ui_u+1 Qi-I ••
T~

O O O O u¡.j+1 a,.

O O O O ai+l.i+1 (jj+ l."

O O O O O a..
Cuando Tse reduce a su forma escalonada por renglones. no se tiene pivote en la colum­
na i (explique por qué). Entonces la forma escalonada por renglones de Ttiene menos
de 11 pivotes y por el teorema de resumen se puede concluir que T no es invcrtible.

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL DETERMINANTE DE 2 X 2

Sca A = 1: ~ l· En la figura 2.1 se graficaron los puntos (a. c) y (h. d) en el plano xy y se dibuja­

ron los segmentos de recta de (O. O) a cada uno de estos puntos. Se supone que estas dos rectas
no son colineales. Esto equivale a suponer que (h. d) no cs un múltiplo de (a. e).

El árl.':( gl.'nl.'rada por A se define como el úrea del paralelogramo con tres vértices en
(O, O), (a, e) y (h. d).
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d

Q

,. Ca+/J,c+d)
,,
,
, ,.
,

,
,

A(a. el

Figura 2.1
Qestá en el segmento de
lineaSe y también en la
recta perpendicular a Be
que pa¡.a por el origen. El
área del paralelogramo es
OQ x OA .

TEOREMA E:I El árca generada por A = Idet AI.t

Entonces la ecuación de la recta que pasa por B y e es

0---

t Aquí Idet Al denota el valor absoluto del determinante de A.

a
c

a
y=-~x

e

a
e(ad - be)

a2 +e2

c be
y=-x+d--

a a

o

pendiente de Be

o

e be a
-x+d--=--x
a a e

(.é+"-)x~bC -d
a c a

a2 +e2 be-ad
---x

ac

(y-O)~_,,­

(x - O) e

y-d=.:.
x -b a

Hecho i1'), página 2

1
Pendiente de OQ =

ae(be - ad)

a(a2 +e2
)

x

La ecuación de la recta que pasa por (O, O) y Qes

Q es la intersección de Be y OQ, por lo que satisface ambas ecuaciones. En el punlo de
intersección se tiene

Se supone que a y e son diferentes de cero. La prueba para a = Oo e = Ose dejará como
ejercicio (vea el problema 18).

El área del paralelogramo - base x altura. La base del paralelogramo en la figura 2.1

tiene longitud OA = Ja 2 +el. La altura del paralelogramo es OQ, de donde OQ es el

segmento perpendicular a Se. De la figura se ve que la~ coordenadas de e, el cuarto
vértice del paralelogramo, son x = a + by)' = e + d. Así

Pendiente de BC=dy =(c+d)-d e
dx (a+b)-b a

I!: DEMOSTRACIÓN



2.1 Definiciones 177

y
a a cdetA adetA

Y""--;;x""-~'-al+c2"" al +c2

Entonces Q tiene coordenadas

problema5 2 1

y

- . . c 2 (det Al a'(det A)2
OQ=dlstancmde(O,O)aQ=. 2 2 1 + 2 2

'(a + e) (a + c )'

(el + alXdet Al (det A/ ¡det Al

(e'+a"/ a2 +e2 ~a2+e2

Finalmente,

. - - ~ Ide<AI
Area del paralelogramo = OA X OQ = 'Ja 2 + e2 x -+;;;';J,.

~a' + e
2

Se podrá dar una demostración mucho más sencilla de este teorema cuando se analice el pro­

ducto cruz de dos vectores en la sección 3.4.

AUTOEVALUACIÓN

1. ¿Cuál de los siguientes es el cofactor de 3 en [~ -~ 2:}

a) 8 h) -8 ,) 3 4 O

<1)6 ,)-10 1)0

11. ¿Cuál de las siguientes es Opara toda a y b?

a) 1 a 61
-6 a

h) 1 o -61
-o 6

á) Los determinantes no se pueden establecer porque no se parecen los valores de

ay b.

S;A~[~
-1 5

lnton,,, de< A
3 2

11I.
O -2 15

O O 1

a) O h) 12 ,) -12 <1) 6 ,) -6

IV. ¿Cuáles de las siguientes matrices no son invertibles?

[~
4

~] [~
4

:]a) 3 6) O

O O

,) [~
-1 5

;] <1) [~
-1 5

~]3 1 3 1

O O O 4

O O O O
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En los problemas 1 al 13 calcule el determinante.

] O 3 -] ] O ] -] O 3 -] 4

1. O ] 4 2. 2 ] 4 3. -] ] 3 4. 6 3 5

2 ] O ] 5 6 O 3 2 2 -] 6

-] O 6 O O -2 -2 3 ]

5. O 2 4 6. O ] ] 7. 4 6 5
] 2 -3 -2 -] 4 O 2 ]

2 O 3 ]
5 -2 ] 4 ] ]

O ] 4 2
8. 6 O 3 9. 4 ] 3 10.

4 2 -] O O ] 5
-2 ] 4

] 2 ] O

2 3 -] 4 5
-3 O O O -2 O O 7

O ] 7 8 2
-4 7 O O ] 2 -] 4

11. 12. 13. O O 4 -] 5
5 8 -] O 3 O -] 5

O O O -2 8
2 3 O 6 4 2 3 O

O O O O 6

14. Demuestre que si A y B son matrices diagonales de n X 1/. enlonces del A B = del JI del B.

*15. Demuestre que si A y Bsan matrices triangulares inferiores. entonces AH = del A del B.

16. Demuestre que, en generaL no se cumple que del (A + B) = del A + del B.

17. Muestre que si A es triangular, entonces del A "" Osi y sólo si todos los elementos en la
diagonal de A son diferentes de cero.

18. Pruebe el teorema 3 cuando A tiene coordenadas (0, e) o (a, O).

**19. Más sobre la interpretación geométrica del determinante: Sean u] y u, dos l-vectores y sean

VI = Au, y l'2 = Au," Demuestre que (úrea generada por \'1 y \'2) = (área generada por u1 y
u,) Idel Al·

RESPUESTAS A LA AUTO EVALUACiÓN

1. u) 11. h) 111. e) IV. h), e)

MANEJO DE LA CALCULADORA

Se puede calcular el determinante de una matriz de una forma sencilla como se mues­
tra a continuación. Una vez que se tiene una matriz en la pila se da el comando DET
seguido de la tecla Enter, por ejemplo

6J rL-- 6J rL-- CD@DCDCD6J rL-- [TI

CEO CIJ (ENrER)

En los problemas 10 al 13 utilice una calculadora para encontrar el determinante de
cada matriz.
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1 -1 2 3 5

6J[3i

-1 4
6 10 -6 4 3

9 16 4
20. 7 -1 2 -12 6 21.

-6 O 23
9 4 13 8 15

4 614 -11
8 11 -9 -8 6

-238 -159 146 382 -[89 0.62 0.37 0.42 0.56 0.33

-319 248 -556 700 682 0.29 0.46 0.33 0.48 0.97

22. 462 96 -33[ 516 -322 23. 0.81 0.37 0.9[ 0.33 0.77

511 856 619 384 906 0.35 0.62 0.73 0.98 0.18

603 -431 -236 692 -857 0.29 0.08 0.46 0.71 0.29

• MATLAB 2.1

Información de MAllAB

El comando det(A) encuentra el determinante de A (doc det). Al igual que antes se puede utili­
zar MATLA B para generar matrices aleatorias de 11 X n. Por ejemplo.

A = 2*rand(n)-1

A = 2*rand(n)-1 + i*(2*rand(n)-I)

A = round(IO*(2*rand(n)-I»

(con elementos entre -1 y 1)

(con elementos reales e imaginarios entre -1 y 1)

(con elementos enteros entre -10 y 10)

l. En este problema debed. investigar la relación entre det(A) y la invertibilidad de A.

a) Para cada matriz. dctcrminc si A es o no es invertible (utilizando rref) y encontrando
det(A). ¿De qué forma puede usar det(A) para determinar si A es o no invertible?

-;]
[ -9

-2 2

-~]
11;'n 1:]

[ -6
4 19

-I~
-9 9

l. -9 9 ii. 1
-2 7 -2

4 -2 9
4 1 4

8 -J 5 -9 5 I 2 -3 4 5

5 3 8 3 O -2 -5 8 -8 -9

h'. -5 5 O 8 -5 ,'. I 2 -2 7 9

-9 10 I -5 -5 I I O 6 12

5 -J 2 -1 -J 2 4 -6 8 11

h) Los incisos i) y ii) que se muestran a continuación prueban su conclusión del inciso a)

con varias matrices alealOrias (elija por lo menos cuatro matrices en i) de distintos tama­
ños y al menos cuatro matrices en ii). Incluya cuando menos una matriz con elementos
complejos para cada inciso.

i. Sca A una matriz aleatoria dc 11 x /l. Encucntre det(A). Utilice los conocimientos
anteriores para determinar si A es o no es invertible. ¿De qué forma apoya su con­
clusión esta evidencia?
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ii. Sea B una matriz aleatoria de 11 x /1. pero para alguna) arbitraria. sea B(:, j) igual
a llna combinación lineal de algunas columnas de B (de su elección). Por ejemplo.

B(:,3) = B(:,I) + 2*8(:.2). Determine si Bes o no invertiblc y encuentre det(B).
¿Oc que forma apoya su conclusión esta evidencia?

2. Para seis mal rices aleatorias A con elementos rea les (para valores diferentes de n j, compare

det(A) con dcl(A') donde;l' denota (en MATLAB) 1;1 transpuesta de A. Incluya por lo

menos dos matrices no inverlibles (vea la descripción en el problema I b) ii) de MATLAB

en esta sección). ¿Qué le indica su comparación? Repila e[mismo procedimiento para 111,1­
trices con elementos complejos.

3. Construya seis pares de matrices alealOrias. A y B. de 11 X 1/ (use valores de 1/). Para c¡lda

par. sea e = A + B. Compare deHe) y det(A) + det(B). Obtenga una conclusión sobre la

afirmación

det(A + B) = det(A) + det(B)

4. ti) Haciendo uso de los pares de matrices (A y B) dados. formule una conclusión respecto

a dct(A*R) en terminos de los determinantes de A y B.

A =[;
7

~] B=[-:
4

;] A =[;
7

~] B=[~
2

I~];. 9 -2 li. 9 -1

4 6 4 4

A =[; ~] A =['l
6 4

~] B=[~
9 4

ji
2

~] 8=[-:
4

O 1 J
¡ii. -1 -2 i\.

7 -5 2 ,
4 11 1 6

6 -] 1 8

h) Pruebe tambien su conclusión generando matrices aleatorias de 1/ X 11 (genere cuando
menos seis pares con diferentes valores de 11. Incluya un par en el que llna de las matrices

sea no invertible. Incluya matrices con elementos complejos).

5. ti) Para las siguientes malfices. formule una conclusión respecto a det(A) y dct(im'(,-\»,

( 2 ')i. 1 2 .. (' -')n.
1 -2 ii;' [-~ ~~] h. [-: -: ~]

2 4 -2 2 9

h) Pruebe su conclusión con varias (cuando menos seis) malfices alealOrias invenibles de

11 X 11 para diferentes valores de 11. Incluya matrices con elementos complejos.

lo) (Lápiz J ptlpd) Pruebe su conclusión utilizando la dcfinición de la inversa (es decir. con­
sidere AA- 1

) y la propiedad descubierta en el problema 4 de MATLAB de esta sección.

6. Sea A = 2*r:md(6)-I.

ti) Elija i.) y (' y sea 11 la matriz obtenida al realizar la operación con renglones R.--4 eR, +, '
Rjsobre A. Compare det(A) y det( 11). Repita para cuando menos otros cuatro valores de

i.) y c. ¿A qué conclusión llega sobre la relación entre el determinante de A y el determi­

nante de la matriz obtenida a partir de A realizando el tipo de operación con renglones

dada?

h) Siga las instrucciones del inciso a) pero para la operación con renglones R¡ --> (·R..

l') Siga las instrucciones del inciso ti) pero para la operación con renglones que intercam­

bia R¡ y Rj'
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(I) Para cada operación con renglones realizada en a). b) y c) encuentre la matriz elemental

Ftal que FA sea la matriz obtenida al realizar la operación sobre los renglones de A. En­
cuentre det(!). Explique los resultados obtenidos en los inósos l/l. h) Y l") utilizando su
observación sobre det(n y su conclusión del problema 4 de MATLAB en esta sección.

7. Es sabido que si A es una matriz triangular superior. enlOnces det(A) es el produclO de los

elementos de la diagonal. Considere la siguiente matriz M. donde A. By D son matrices

aleatorias de 11 x 11 y O represent,1 a la matriz que consiste sólo de ceros:

("
Al= ~

¿Puede obtener una relación entre det(M) y los determinantes de A. By D?

a) Introduzca matrices alealOrias de 1/ X /l. A. By D. Sca C = zeros(n). A partir de la matriz
bloque 1\1 = lAB; COI. Pruebe su conclusión (si IOdavia no ha formulado una conclu­

sión. encuentre los determinantes de M. A. By D Ybusque patrones). Repita par,l otros

/l. A. By D.

h) Repita el proceso anterior para

donde A. B. C. D. E Y F son matrices alealOrias de 1/ X 1/ YO rcpn;sent,l a ];1 matriz de
11 x 11 cuyos elementos son todos cero (es decir zeros(n».

lliD 8. (E.WI' prohlel1lu 11m el al"chinJ ('011 I'xll'lIJiú" 111. 01"111.1/1) Un¡l aplic,¡ción geométrica de los

determinantes de 1 X 1 hace referencia a la orientación. Si se viaja por las aristas de un
paralelogramo. se va en el sentido (orientación) de las m,mecillas del reloj o en sentido

contrario. La multiplicación por una matriz de 2 X 1 puede afeclar dicha orientación.
Dados dos vectores u y l'. suponga que se traza el paralelogramo formado al comenzar

en (O. O). recorrer hasta el final de u. después hasta el final de u + 1'. luego hasta el final de l'

y después de regreso a (O. O); se lleva a cabo esto mismo para cl paralelogramo form¡ldo por

Au y A\'. donde A es una matriz de 2 X 1 (el cual se recorre primero a lo largo de Au).

¿Cuándo se invertirá 1;1 orientación (en el sentido de las manecillas del reloj o en senti­
do contrario) del paralelogramo forrmldo por Au y A\' respecto a la orientación del para­

lelogramo formado por u y \''1
La siguiente función de MATLAB. de nombre 01"11/./11 se puede utilizar para investigar

esta pregunta. Una vez que haya escrito la función en el archivo de nombre 01'llf./II. dé doc

ornt para obtener una descripción de lo que hace este archivo.

function ornt(u,v,A)

% paralelogramo del origen->u->u+v->v->origen
pp= [[O;OJ ,u,u+v,v, [0;0]);
PPl = PP ( : , 1 : 4) ;

% datos originales

de 2Xl

de 2Xl

2X2
v: vector

A: Matriz

u: vector

% QRNT grafica paralelogramos formados por U,V y Au, Av con
% la orientacion descrita en la pantalla.,,,,
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subplot (121)

pplot(PP,PPl)
axis square
títle ('Orientacion Inicial')
Xlabel ( 'De 1 \rightarrow 2 \rightarrow 3 \rightarrow 4 \rightarrow 1')

% datos despues de la multiplicacion por A

subplot(122}
pplot(A*PP,A*PPl)

axis square
title ( [, Despues de la muIt por A= [. ,

num2str{A(1,:}), ';' ,num2str{A{2,:)), '] '])

Xlabel (' De 1 \rightarrow 2\rightarrow 3\rightarrow 4 \rightarrow 1')

% funcion auxiliar unicamente visible dentro de ornt

function pplot(PP,PPl)
pIat (PP(l,:), PP(2,;), 'b', PPl (1,:) ,PPl (2,:), '*');

text(PPl (1,:)', PPl (2,;)' ,num2str( (1:4) ')};

grid

Para cada uno de los siguientes problemas. introduzca 11, \"y A (aquí u y v son vectores de
2 x 1y A es una matriz de 2 x 2). Encuentre dct A. Dé ornt(u. ", A). En una pantalla de grúficas
aparecerúnlos paralelogramos formados por u y \' Ypor Au y A\' con la orientación descrita en
la misma. ¿Se modificó la orientación? Después de resolver el siguiente problema formule una
conclusión respecto a la forma en la cual se puede utilizar det(A) para determinar si cambiará
o no la orientación. Pruebe su conclusión con mús ejemplos (cambie A y/o u y,,).

Para cada A utilice u = 11;01 y" = 10;11 y después u = 1-2;11 y \' = [1;31·

a) (: ;) h) (~ :) el (1 0)
3 -1 ,~(: ~)

Nota impofwllfe. Cuando termine con este problema, asegúrese de dar el comando clg (doe clg)
para limpiar la ventana de gráficas antes de comenzar otro problema.

EII PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Existen algunos problemas en matemúticas que. en estrieta teoría. son sencillos pero que en la
pnictica son imposibles. Piense por ejemplo en el caso de un determinante de una matriz de
50 x 50. Se puede calcular expandiendo por coractores. Esto implica 50 determinantes de 49 X
49 que a su vez implican 50 . 49 determinantes de 48 x 48 que implican a su vez ... 50 . 49 . 48 .
47.... 3 determinantes de 2 x 2. Ahora bien. 50 . 49.... 3 = 50!/2 z 1.5 x lO"" determinantes
de 2 x 2. Suponga que se cuenIH con una computadora quc puede calcular un millón = 1Ol, de­
terminantes de 2 x 2 por segundo. Tomaria alrededor de 1.5 x IOs8 segundos z 4.8 x 10>0 (l/lOS

terminar el cálculo (el universo tiene alrededor de 15 mil millones de años = 1.5 X 1010 años
según la versión teórica más reciente). Es obvio que. si bien el cálculo de un determinante de
50 x 50. siguiendo la definición. es teóricamente directo. en la prúctica es imposible.

Por otra parte. la matriz de 50 x 50 no es tan rara. Piense en 50 tiendas en las que se ofrecen
50 productos diferentes. De hecho. las matrices de 11 x 11 con 1/ > 100 surgen con frecuencia en la
práctica. Por fortuna, existen cuando menos dos maneras de reducir de manera significativa
la cantidad de trabajo necesaria para calcular un determinante.
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El primer resultado que se necesita es quizú el teorema mús importante sobre determi­
nantes. Este teorema establece que el determinante de un producto es igual al producto de los
determinantes.

Sean A Y B dos matrices de 11 X 11. Entonces

I detAB=detAdetB I

Es decir: el deICI'II1;I/(lI1le del produclo es el produclo dc {os (lelerlll;l/allfes.

(8)

le DEMOSTRACiÓN

Ohsel"l'adóll. Note que el producto de la izquierda es un producto de matrices mientras
que el de la derecha es de escalares.

Si se utilizan matrices elementales, la prueba estú dada en la sección 2.3. En el problema
48 se pide que verifique este resultado para el caso 2 X 2.

_L__11u_'_t_'a_'_iO_""_d_e_1_he_'_h_o_de---,q,-u_e_d_e_t_A_B_=_d_e_t_A_d_e_to...B_

Verifique el teorema 1 para

11. Solución Det A = 16 Ydet B = -8. Se puede calcular

AB~[: -: ~][~ =~ ~]~[1~ =: -~]
O -2 5 2 O -2 10 2 -18

yde1AB~ -128~(16)(-8)~dclAde18.

El determinante de la suma /lO siempre es igual a la suma de los determinantes. Es decir, para
la mayoría de los pares de matrices. A y B.

det (A + B) # det A + det B

" (1 2)Por ejemplo. sean A = l3 4 y B=(_~ ~lEntoncesA+B=(~ ~}

detA=-l detB=6 y

det (A + B) = 22 # det A + det B = - 2 + 6 = 4

Ahora sea JI = LV una factorización LV de una matriz de /1 X 11 (vea la página 138). Entonces.
por el teorema 1.

dct A = dct LV = det L del V

Pero L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal. así

det L = producto de los elementos en la diagonal = I
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Dc manera similar. como U es triangular superior.

det U = producID de los elementos en la diagonal

Enlonces se tiene el siguiente teorema:

TEOREMA El Si una matriz cuadrada A tiene la factorización LV, A = LV donde L tiene unos en la
diagonal. entonces

det A = det U = producto de los elementos de la diagonal de U

EJEMPLO 2 Uso de la factorización LU para calcular el determinante de una matriz de 4 x 4

• Solución

CalculcdctA.dondc A-[ ~ l~ -~ ~]
- -3 -2 -5 -2

-2 4 4-7

Del ejemplo 1.11.1 en la púgina 136. A = LV. donde

PorloqucdclA =dct U= (2)(4)(3)(-49) = -1176.
Si A no se puede reducir a la forma triangular sin huccr permutaciones. por el teorema

1.11.3 en la página 141. existe una matriz permutación P tal que

PA = LV

Si PA = LV, donde P es una matriz permutación y L Y U son como anles, entonces

Uso de la factorización PA = LU para calcular el determinante de una matriz de 3 x 3

det V
det A=--=±detV

del P

I det L = I I
det PA = det LV

det P det A = del L det V = det V

::!:detA=deIU

deIA=::!:deIV

[
O 2 3]

Encuentre del A. donde A = 2 -4 7.

1 -2 5

Es sencillo probar que si P es una matriz permutación, entonces det P = ::!: I (vea el problema

52). Entonces

TEOREMA El

EJEMPLO 3
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Del ejemplo 1.11.3 en la púgina 140. se encontró que PA = LV. donde

[
1-2 5]

V = O 2 3

O 0-]

TEOREMA 11

Ahora bien, det P = I Ydet V = (1 )(2)( - 3). de manera que det A =

Se establecerú un imporwllte teorema sobre deICrminantes.

det A' = det A

-6

1
-6.

1: DEMOSTRACiÓN Suponga que A = LV. Entonces A' = (LV)' = U' L' por el teorema 1.9.1 ii) en la página
119. Se calcula

det A = det Ldet V= det V

det A' = det U' det L' = det U' = det U = det A

EJEMPLO 4

El último paso se basa en que la transpuesta de una matriz triangular superior es trian­
gular inferior y viceversa. y en el hecho de que obtener la transpuesta no cambia las
componentes de la diagonal de llna matriz.

Si A no se puede escribir como LV. entonces existe una matriz permutación P tal
que PA = LV. Por lo que se acaba de probar,

det PA = det (PA)' = det (A' PI)

y por el teorema l.

det P det A = det PA = det (A' PI) = det A' det P'

No es complicado probar (vea el problema 53) que si P es una matriz permutación,

entoncesdet P = det P'. Comodet P = det pI = ± [, se concluye que det A = det A'.

Una matriz y su transpuesta tienen el mismo determinante

[

1 -1

SeaA= 3 1

O -2

Ohserl'(ldóll. Dado que [os renglones de una matriz son las columnas de su transpuesta. se
deduce que todo lo que se pueda decir sobre [os renglones de los determinantes comprenden
una segunda form,l de simplificar los cúlculos de los determinantes. Los resultados se prueban
para los renglones. Por lo que se acaba de decir. los teoremas se cumplen también para las
columnas.

En primera instancia se describen estas propiedades estableciendo un teorema del que se
deducen diversos resultados importantes. La demostración de este teorema es difícil y se pos­
pone a la siguiente sección.
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TeOREMA a

Determinantes

Teorema básico

l
a"

Sea A;= a~1

".,
una matriz de n X 11. Entonces

det A = a'IAII + o,"A;2 + o •• + ([;"A¡O = ¿a"AiI;,., (1)

para i = 1,2, ... 1/. Es decir. se puede calcular det A expandiendo por cofactores en cual­

quier renglón de A. Más aún,

del A = o¡¡A,} + a1jÁ¡j +... + u.jA.} = ¿u.ljAl¡i,., (2)

EJEMPLO 5

al}

al}
como la columna j de A es , la ecuación (2) indica que se puede calcular del A

expandiendo por cofactores en cualquier columna de A.

Obtención del determinante expandiendo en el segundo

renglón o la tercera columna

En el ejemplo 2. [.1 de la púgina 169 se vio que para A = [ : ~2 2
43

), del A = -69. Expandien-

do en el segundo renglón se obtiene -1

~4(l)H' I~ ~1+2(-1)'" I_~ ~1+3(-1)"'1_~ ~I
~ -4(16) + 2(14) - 3(11) ~ -69

Del mismo modo. si se expande en la tercera columna se obtiene

del A = 2AI.l + 3A 13 + 4A1J

~2(-1)"'1_~ ~1+3(-1)'·'1_: ~[+4(_I)HI~ ~I
= 2(10)- 3(11)+4(-14)=-69

Elleclor debe verificar que se obtiene el mismo resultado con la expansión por cofactores en el

tercer renglón o la primera o segunda columna.
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EJEMPLO 6

PROPIEDAD E:I
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Ahora se presentan y se demuestran algunas propiedades adicionales de los determinantes.
En cada paso se supone que A es una matriz de 11 X 11. Se observará que estas propiedades se
pueden utilizar para reducir mucho el trabajo necesario para evaluar un determinante.

Si cualquier renglón o columna de A es un vector cero, entonces det A = O.

Suponga que el renglón i de A contiene sólo ceros. Esto es aij = Opara) = 1,2, ... ,n.
Entonces, det A = a¡IAn + a'1A'1 + ... + a¡nA¡n = O+ O+ ... + O= O. La misma prueba
runciona si la columna j es el vector cero.

Si A tiene un renglón o columna de ceros, entonces det A = O

-] 3 O ]
2 3 5

Es fácil verificar que
4 2 O 5

O O 0=0 Y ~O

-] 6 O 4
] -2 4

2 ] O ]

Si el renglón i o columna) de A se multiplica por un escalar c, entoncesdet A se multiplica
por c. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces

"" a" a" a" a" a"

a" a" a" a" a" a"

IBI~ ~c ~clAI
cai] can ca. Gil G¡2 ... a.

a" a" a
"" ],' a" a

""

(3)

I! DEMOSTRACIÓN

EJEMPLO 7

Para probar (3) se expande el renglón i de A para obtener

det B = callAd + CGaA'1 + + caj"A¡n

= c(anA¡1 + a'1Al1 + + ainA¡) = e det A

En el caso de las columnas se puede hacer una prueba similar.

Ilustración de la propiedad 2

Sea A = (~ -: ~]. Entonces det A = 16. Si se multiplica el segundo renglón por 4 se tiene

lo -2 5

B ~ [l~ - ~ l~j Ydet B = 64 = 4 det A. Si se multiplica la tercera columna por - 3 se obtie­

O -2 5

nec=(~ -: -~~]YdetC= -48=-3detA.

lo -2 -15
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"" (/1;: alj ",. "" "" a lj ",.
A~

G21 (/22 a
lj a2" ,8= "" G", u

2j ",.

a., (In, " ".. a"l "., a "..., .,

"" °ll (/Ij + a lj ",.
yC=

all a," (/2j + a2j (/2.

a (/"2 " +a. ".,
" " ..

Entonces

I! DEMOSTRACiÓN

(4)

Se expande det e respecto a la columna) para obtener

del e = (a lj + al) Av + (a2) + 0"2) A4 + o •• + (a"l + ct.) An)

= (aljA 1j + (J2j A2j + ... + anjA")

+ (a1jAIj + a2jA ZJ + ... + a"jA.) = det A + det B

I detC=detA +dctB I
En alros términos. suponga que A, By eson idénticas excepto por la columna} y que
la columna] de e es la suma de lasj·ésimas columnas de A y B. Entonces, del e = del
A + del B. La misma afirmación es cierta para renglones.

OhSe,.,'(tdóll. Al utilizar la propiedad 2 se puede probar (vea el problema 36) el interesante he­
cho de que para cualquier escalar a y cualquier matriz A de 11 X 11, det aA = [1" del A.

DeterminantesC\I'iTULO 2188

EJEMPLO 8 Ilustración de la propiedad 3

seaA~[: -: ~I, B~[: -~ ~lyc~[: -;:: ~L[: -~ ~1
O -2 5) O 4 5) O -2 + 4 5) O 2 5)

Entonces det A = 16. del 8 = 108 ydet e = 124 = det A + det B.

PROPIEDAD a
I! DEMOSTRACIÓN

El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintos de A tiene el efecto

de multiplicar det A por -l.

Se prueba la afirmación para los renglones y se supone primero que se intercambian
dos renglones adyacentes. Es decir, se supone que se intercambian los renglones i y el
(i+ 1). Sea

"" a" ",. "" "" ",.
"" "" ah "" "" ",.

A~ " QI! a. yB~ Q;+1.1 QI+U QI+I.""
Qj~\.I QI+L2 QI+I." Q;I "" ".
a., "., a "., "., "....
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Después, expandiendo det A respecto al renglón ¡y 8 respecto al renglón (i + 1) se
obtiene

det A == allAiI + a'"1A'"1 + ... + (li"A,"

det 8 == a'18i+I.1 + (/,"18;;1.1 + .. + ai.EH !."

(5)

EJEMPLO 9

PROPIEDAD a
I! DeMOSTRACiÓN

Aquí. A .. = (- l)i+j IM.I. donde M. se obtiene eliminando el renglón i y la columna A.
y y y

Observe ahora que si se elimina el renglón (i + 1) y la columna) de E se obtiene el mis-
mo Mij' Entonces

B. ~ (-I)""JIM I ~ -(-IY'JIMI ~-A
.+1J Y Y iJ

de manera que, de la ecuación (5), det 8 = -det A.

Ahora, suponga que i <) y que deben intercambiarse los renglones ¡y). Esto se puede
llevar a cabo intercambiando renglones varias veces. Se harán) - i intercambiados para
mover el renglón) al renglón i. Entonces el renglón i estará en el renglón (i + 1) Ypasan'l
por otros) - i - I intercambios para mover el renglón i al renglón). Para ilustrar esto.
se intercambian los renglones 2 y 6: t

I I I I I I I I

2 2 2 2 6 6 6 6

3 3 3 6 2 3 3 3

4 --; 4 --; 6 --; 3 --; 3 --; 2 --; 4 --; 4

5 6 4 4 4 4 2 5

6 5 5 5 5 5 5 2

7 7 7 7 7 7 7 7

6 - 2 = 4 intercambia para 6 - 2 = 4 intercambia para
mover el 6 a la posición 2 mover el 2 a la posición 6

Por ültimo. el número total de intercambios de renglones adyacentes es (j - i) + (j - i
- 1) = 2) - 2i - l. que es impar. Entonces. det A se multiplica por - I un número impar
de veces, que es lo que se queria demostrar.

Ilustración de la propiedad 4

Sed ~ [: -: ~) Al ml",,,mb,,>c lo,",,,glo,,,, I Y3 " obl"'" B ~ [~ -~ ~) Al mloc-

cdmbmr l~s c:~um~as I y 2 de A se ob\lene e = [-: ~ ~] Por lo que, h~lCl:1~0 ~os cdlculos

-2 O 5

directos, se encuentra que del A = 16 Ydet B = det e = - 16.

Si A tiene dos renglones o columnas iguales. entonces det A = O.

Suponga que los renglones i y j de A son iguales. Al intercambiar dichos renglones se
obtiene una matriz E que tiene la propiedad de que det 8 = -det A (de la propiedad 4).

Pero como renglón i = renglón), al intercambiarlos se obtiene la misma matriz. Asi.
A = By det A == det B = -det A. Por lo tanto, 2 det A == O. lo que puede ocurrir sólo
si det A = O.

.,---
, Obserlle que todos los números se refieren a renglones
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Ilustración de la propiedad 5

Med,an" el ",leulo d""w " pued, ""6",, q", pam A = [: -; :] [do, "nglon" ;gmd"i

YS=[ ~ -~ -~][dOSCOlumnaSlgualeS]'detA=deIBl=~1
-2 4 4

PROPIEDAD m
D DEMOSTRACiÓN

Si un renglón (columna) de A es un múltiplo escalar de otro renglón (columna). entonces
det A = O.

Sea (ajl , (/¡1' ... , ajo) = c(ai!, (/,2' ... , (fiJ· Entonces por la propiedad 2,

Ilustración de la propiedad 6

2 -) 5

1 7 2 = O ya que el tercer renglón es igual a -2 veces el primero.

-4 6 -10

EJEMPLO 11

a" a"
aH a"

dctA=c
a;l ai !

renglón j -----? Gil a;l

a" a"

a,. = O (de la propiedad 5)

(lo'.

__L_O_t_ra_il_u_s_tr_a_(_;o_'n_d_e_l_a~p~r_o~p_i_e_d_a_d_6__

Si se suma un múltiplo escalar de un renglón (columna) de A a otro renglón (columna)
de A, entonces el determinante no cambia.

Sea B la matriz obtenida sumando e veces el renglón i de A al renglónj de A. Entonces

PROPIEDAD a
e DEMOSTRACiÓN

2 4 1 12

-] 1 o 3

o -) 9 -3

736 9

= oporque la cuarta columna es igual a tres veces la segunda.

a" "" a"

a" a" a"

ajl a il a
'"det B=

a jl + cai ] a jl + ca¡l a +ca
'""

a" a" a
""



EJEMPLO 13

EJEMPLO 14

•• Solució"
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a" al~ al. a" a ll (JI.

a!1 a l1 al. a ll an al.

(por la propiedad 3) --...,_
aH a, 1 a

'"
a;¡ ad

a
'"+

a il ap a ca ca jl ca, " '"

a"~ (/"1 a
""

a.1 a. l a
""

= det A + O = det A (el ccro viene de la propiedad 6)

Ilustración de la propiedad 7

Sea A = [~ -; :]. Entonces det A = 16. Si se multiplica el tercer renglón por 4 y se suma al

O -2 5

segundo renglón. se obtiene llna nueva matriz B dada por

B++~(O) 1~:(-2) 4++[~ =i 2:J
ydetB= 16=dctA.

Las propiedades que se acaban dc presentar simplifican la evaluación de determinantes de
alto orden. Se '"reduce por renglones" el determinante. usando la propiedad 7, hasta que tenga

una forma en la que se pueda evaluar con facilidad. La meta más comun scrá utilizando la pro­
piedad 7 de manera repctida hasta que 1) el nuevo determinantc. tenga un renglón (columna)
de ceros o un renglón (columna) que sea múltiplo de otro ---en cuyo caso el determinante es
cero- o 2) que la nueva matriz sea triangular. con lo que su determinante serú el producto de
sus elementos en la diagonal.

Utilice las propiedades de los determinantes para calcular

un determinante de 4 x 4

I 3 5 2

Calcule IAI ~ O -1 3 4

2 I 9 6

3 2 4 8

(Vea el ejemplo 2.1.7. página 172.)

Ya existe un cero en la primera columna. por lo que 10 miÍs sencillo es reducir otros elementos de
la primera columna a cero. Se puede continuar la reducción buscando una matriz triangular.

Se multiplica el primer renglón por - 2 Yse suma al tercer renglón; se multiplica el primer

renglón por - 3 Yse suma al cuarto.

I 3 5 2

IAI~
O -1 3 4

O -5 -1 2

O -7 -11 2
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Se multiplica el segundo renglón por - 5 Y-7 Yse suma el tcrcer y cuarto renglones. respecti­
vamente.

I 3 5 2

O -1 3 4

O O -16 -18

O O -32 -26

Se factoriza - 16 del tercer renglón (utilizando la propiedad 2).

I 3 5 2

O -1 3 4 I
~-16 9

O O -
8

O O -32 -26

Se multiplica el tercer renglón por 32 y se suma al cuarto.

I 3 5 2

O -1 3 4
~-16 9

O O -

8
O O O 10

Ahora se tiene una matriz triangular superior y 1.'11 = -16( 1)( -) )(1)(10) = (-16)( -10) = 160.

Uso de las propiedades para calcular un determinante de 4 x 4

-2 I O 4

Calcule IAI ~ 3 -1 5 2

-2 7 3 I

3 -7 2 5

Existen v<lrias formas de proceder en este caso y no es evidente cuál de ellas será la más rápida
para llegar a la respuesta. Sin embargo. como ya existe un cero en el primer renglón, se comien­
za la reducción en ese renglón.

Se multiplica la segunda columna por 2 y por -4 y se suma a la primera y cuarta columnas.
respeclivamenle

O I O O

IAI~
I -1 5 6

12 7 3 -27
-11 -7 2 33

Se inlercambian las primeras dos columnas.

I O O O

-1 I 5 6

7 12 3 -27

-7 -11 2 33
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,- Se multiplica la segunda columna por - 5 Ypor -6 y se suma a la tercera y cuarta columnas.
respectivamente.

Uso de las propiedades para calcular un determinante de 5 x 5

Sumando primero el renglón 2 y después el renglón 4 al renglón 5, se obtiene

(por la propiedad 1)

7

6

4 =0

3

O

1 O O O
-1 1 O O

7 12 -57 -99

-7 -11 57 99

-2 3-5

O -1 -5

7 3-9

1 -2 -2

O O O

Como la cuarta columna es ahora un múltiplo de la tercera (columna 4 = ~ X columna 3) se
ve que IAI = o.

1 -2 3 -5 7
2 O -1 -5 6

C,kul, IAI = 4 7 3 -9 4

3 1 -2 -2 3

-5 -1 3 7 -9

Estc ejemplo ilustra el hecho de que un poco de observación antes de comenzar [os cálculos
puede simplificar las cosas considerablemente.

Existe un hecho adicional sobre determinantes que resultará de gran utilidad.

EJEMPLO 16

•• Solució"

,-
TeOREMA m Sea A una matriz de 11 x 11. Entonces

si i"#) I (6)

Nota. Del teorema 5la suma en la ecuación (6) es igual a det A si i = ).

I!
DEMOSTRACiÓN Sea

al] al2 ""
(121 a!2 (/2"

B=
ai! a i ! a.

renglónj ----> (/;1 (/;¡ ".
a., (ln2 ".



problemas 2: 2:

AUTOEVALUACIÓN

1. ¿Cuáles de los siguientes determinantes son O?

2 3 1 2 7
al 2 4 hl 2 3 8

6 4 -1 -2 -7

2 1 3 1 O O

e) -2 1 3 J) O -1 O

O 2 5 O O 4

11. ¿Cuáles de los siguientes determinantes son O?

1 2 3 4 1 3 O 1

al
-1 2 -3 4 O 2 1 4

3 -1 5 2
hl

3 1 O 2

3 1 5 2 O O O 5

1 2 2 1 2 1 -1 1

-1 5 -2 O 2 1 1 -1el
2 4 4 2

J)
3 O O 2

3 6 6 5 O 3 2 O

El delecm;naote de [ -:

2

:]~111. 2
-1 2

al 4 hl la el -10 J) 8 e) 6

111. a)11. e)

Entonces, como dos renglones de B son iguales, del B = O. Pero B = A excepto por el
renglón}. De esta forma se calcula det B expandiendo en el renglón} de B, se obtiene la
suma en (6) y el teorema queda demostrado. Observe que al hacer la expansión respecto
al renglón), este renglón se elimina al calcular los caractores de B. Así, B

jk
= A

jk
para

k = 1,2, ... ,n.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

1. h)

Determinantes

De los problemas [ al 26 evalúe el determinante usando Jos métodos de esta sección.

CAl'iTULO 2194
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-1 O 2 2 1 -1 1 3 -1

4. 3 1 4 5. 3 -2 O 6. 3 O O

2 O -6 5 6 -2 4 1

-3 2 4 O -2 3 O 3 -1

7. 1 -1 2 8. 1 2 -3 9. 3 1 4

-1 4 O 4 O 5 -1 4 O

-2 3 6 2 -1 3 O O 5

10. 4 1 8 1lo 4 O 6 12. 1 O O

-2 O O 5 -2 3 O -2 4

1 -1 2 4 2 -3 1 4 O 2 5 4

O -3 5 6 O -2 O O 1 O -1 3
13. 14. 15.

1 4 O 3 3 7 -1 2 O O O -1

O 5 -6 7 4 1 -3 8 2 3 5 O

1 1 -1 O 3 -1 2 1 2 O O O

-3 4 6 O 4 3 1 . -2 O O 3 O
16. 17. 18.

2 5 -1 3 -1 O 2 3 O -1 O O

4 O 3 O 6 2 5 2 O O O 4

O " O O 1 2 O O " b O O

6 O O O 3 -2 O O , d O O
19. 20. 2lo

O O O e O O 1 -5 O O a -6

O O d O O O 7 2 O O , d

2 -1 O 4 1 1 -1 2 O O a O O O O

3 1 -1 2 O 3 1 4 O O O O b O O

22. 3 2 -2 5 1 23. 2 -1 5 O O 24. O O O O e

O O 4 -1 6 O O O 2 3 O O O d O

3 2 1 -1 O O O -1 4 O e O O O

2 5 -6 8 O 5 O O O -2

O 1 -7 6 O O -1 O -1 O

25. O O O 4 O 26. O O -3 O O

O 2 1 5 1 O 5 O 2 O

4 -1 5 3 O 3 O O O 1

De los problemas 27 al 35 calcule el determinante suponiendo que

a" Gil ""
"" a" a" ~8

a" a" a"

u" "" "" a" al! "" "" "" a l ¡

27. a" u" G!J 28. "" al! (/IJ 29. a
ll al) all

"" "" u" all un a
23

all u" a3!



¿Bajo qué circunstancias este determinante ser[¡ igual a cero?

36. Usando la propiedad 2, demuestre que si a es un escalar y A es una matriz, entonces det

aA=a"detA.

39. Sea A una matriz de 11 X 11. Demuestre que si la suma de todos los elementos de cada co­

lumna de A es cero. entonces IAI = o.

4°11
-2(1) 3a

l2

32. 4°21
-2a

23
3an

4°31 -la» 3an

x.

x" = I +X¡ +x2 +"'+.1""

. )
XI Y,

Areade.1.=±- Xl Y,2
x, Y,

x,

O O O

O O O

O O O

= A." + a__ 1.1."-1 + U,,_).:-l + ···+a¡A..1+ao

le -) O

O le -)

a.-> a
,,~l

Ie+a.-,

XI

*38. Demuestre que

le -) O

O le -)

O O le

O O O

O O O

a. a, a,

*37. Demuestre que

1+ XI -1"1 X3

X, 1+X, x
J

x, Xl 1+ x
J

*40. Una matriz es 3ntisimétrica si A' = - A. Si A es una matriz antisimétrica de 1/ x 11, demues­

tre que del A' = (-])" del A.

41. Usando el resultado del problema 30, demuestre que si A es una matriz antisimétrica de
11 x 11 y 11 es impar. entonces det A = O.

42. Una matriz A se llama ortogonal si A es invertiblc y A- 1 = A'. Demuestre que si A es orto­
gonal, entonces det A = :!: l.

**43. Sea a el triángulo del plano con vértices en (XI' YI). (Xl' y) Y(Xl' y). Demuestre que el área

del triángulo está dada por

196 CU'iTUI.O 2 Determinantes

"" al! a" -3°11 -3°12
- 3au

30. lan lan 2(1) 31. 2a21 2a
22

2a
23

a" al! a" Sa
ll

Sall San

"" 2a
l3 Gil a" -a

ll a" a"
33. a2l 2(1) °n 34. a" -a

ll a" a"

a" 2a)) a,! a" -a
ll a" a"

2a11 -3°21 2a12 - 3a" 2013 - 3o,)

35. a" a" a"

a" a" a"



A" A"
An Al)

A.: Au

b,,) .
b"

h)

.-,
h) Demuestre que D" = TI ((/) - (1), donde rr representa la palabra "producto"'. Obser·,. ,

j>! ]

ve que el producto en el problema 46 se puede escribir rr (uj - a,.).
;-1
J><

a) Escriba el producto A B.

h) Ca1culedet A, det By det AB.

e) Demuestre que det AB = (det A)(det B).

a)

La matriz A de 11 X 11 se llama nilpotente si A' = 0, la matriz cero. para algún entero k 2: l.
Demuestre que las siguientes matrices son nilpotentes y encuentre la k más pequeña. tal

que

Sea A=[a" "")Y8=[b"
Gn a" b: 1

48.

SO, Demuestre que si A es nilpotente. entonces det A = O.

51. La matriz A se llama idempolcntc si A2 = A. ¿Cuáles son los valores posibles para del A si

A es idempotenle?

(111'" + (lu)" + (lu = O

(1:1"" + a12-1" + a:) = O

all"" + al~r + a)) = O

Demuestre que el área determinada por las rectas es

49.

D. = 01 0: a)
o: 0 2 0 2

I 2 )
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45. El determinante de Vandermondef de 3 X 3 está dado por

.,--
, A._T. Vandennonde(l735-1796) lue un matemallCo francéS

01 al OJ a~
46. D~ = 2 l es el determinante de Vandermonde de 4 x 4. Demuestre que D~ =

a~ a: 0 3 o~

U l
3

o~ a: 01
«(12 - tl l) «(1) ~ (jI) «(j~ - (/I){t/. - (/2) «(/~ - (/2) (1I~ - (13)'

**47. a) Defina el determinante de Vandermonde de 11 x /l, D~.

H44. Tres rectas que no son paralelas por pares determinan un triángulo en el plano. Suponga

que las rectas están dadas por
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52. Sea P una matriz permutación. Demuestre que det P = ::!: [. [Sugerencia: por la definición
en la página 140 P = P" P"+I ... P2?]' donde cada Pi es una matriz permutación elemental.
Utilice la propiedad 4 para demostrar que del Pi = -) y después calcule del P usando el
teorema l.]

.MATLAB 2.2

DI DEMOSTRACiÓN DE TRES TEOREMAS IMPORTANTES Y ALGO DE HISTORIA

2. Encuentre dct(A). Ahora encuentre

ti) Elija una matriz aleatoria A de 11 X 11 Yredúzcala a la forma triangular superior encon­

trando la descomposición LV de A mediante el comando IL,U,PI = lu(A). Use P para
determinar el número de intercambios de renglones realizados y verifique que del (A)
= (~l)k det (U). donde k es el número de intercambios de renglones. Describa el papel
de det(P). Repita para otras dos matrices A.

A=[~~~I-2 1 4)

!") Para esta matriz, antes de cada operación con renglones, intercambie los renglones
de manera que el elemento en la posición pivote sea el de mayor valor absoluto de los

elementos posibles a usar como ese pivote:

53. Sea P una matriz permutación. Demuestre que pi también es una matriz permutación y
que det P = det P'. [Sugerencia: si Pies una matriz permutación elemental, demuestre que

P: = P,.]

2. Para las siguientes malrices. primero encuentre det (A). Después reduzca A a la forma

triangular superior V. utilizando operaciones con renglones de la forma R
j

---t R
j

+ cR,. o
intercambiando R, y Rr Encuentre det (U) y verifique que det (A) = (_])k del (U). donde

k es el numero de inlercambios de renglones realizado en el proceso de reducción.

al A=[-~ ~ ~:
O 1 -3 1

1 1 2 5

1. a) Sea A = round(IlI*(2"rand(n)-I» para 11

dct(2* A). Repita para 11 = 3 Y11 = 4.

h) (Papel y lápi::) Concluya una fórmula para det(2A) en términos de 11 y dct(A), Conclu­
ya una fórmula para det(kA) para k general.

d Use MATLAB para probar su fórmula para del (3A).

ti) (Papel y I(¡pi:) Pruebe la fórmula utilizando las propiedades aprendidas en esla sec­

ción.

Antes se citaron tres teoremas que resu]¡an de fundamental importancia en la teoria de matri­
ces determinantes. Las demostraciones de estos teoremas son mas complicadas que ¡as demos­
traciones que ya se analizaron. Trabaje despacio en estas demostraciones: la recompensa sera
un mejor entendimiento de algunas ideas importantes acerca del álgebra lineal.
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(4)

(5)

(6)

(3)

(1)

(2)

(7)

Sea A = (ay) una matriz de /1 X /1. Entonces

det A = (lilA 11 + (l12A12 + + (f1"A I"

= (ljIA;1 + O,';1A;2 + + o",A ..

= (l1¡A lj + a2¡A)j + + a"JA"J

Teorema básico

es la única ocurrencia del término alJ,u
iI

en la expansión por cofactores de det A en el
primer renglón.

Ahora, si se expande por coractores en el renglón i de A (donde i -:J: 1), el término

general es

y el término general en la expansión de IMJ en el primer renglón de M ues

alk(cofactorde al. en M) (k"#1)

parai= 1,2, ... ,/1 yj= 1,2, ... ,11.

Nota. La primera igualdad es la definición 2.1.4 del determinante mediante la expan­
sión por cofactores del primer renglón; la segunda igualdad dice que la expansión por

cofactores de cualquier otro renglón lleva al determinante; la tercera igualdad dice que

la expansión por cofactores de cualquier columna da el determinante. De acuerdo con

la observación de la página 190 se necesita, únicamente, probar el teorema para los

renglones [ecuación (1)].

Se probará la igualdad (1) por inducción matemática. Para la matriz A = [a ll a12 ) d,
a21 an

2 X 2, primero se expande por coractores el primer renglón: det A = 0IIA I1 + a l2 A I2 =
(111((122) + (11/-(121) = (111(122 -(112(121' De este modo, expandiendo en el segundo renglón se

obtiene u21 A 21 + (l22A22 = U 1/-U I1) + u2iull) = (lIIUn -(l12U21' Entonces se obtiene el mis­
mo resultado expandiendo en cualquier renglón de una matriz de 2 x 2, y esto prueba
la igualdad (1) en el caso 2 X 2.

Ahora se supone que la igualdad (1) se cumple para todas las matrices de (1/ - 1) X
(11 - 1). Debe demostrarse que se cumple para las matrices de /1 X /l. El procedimiento

será expandir por coractores de los renglones 1e i, y demostrar que las expansiones son

idénticas. La expansión en el primer renglón da el siguiente término general

Por las razones descritas, éste es el único término en la expansión de IMlkl en el ¡-ésimo

renglón de A que contiene el término uf/" Sustituyendo (4) en la ecuación (3) se encuentra

que

Observe que éste es el único lugar en la expansión de IAI en el cual aparece e1lérmino al,.

ya que otro término general seria (f1 ..,A 1m = (_I)I+mulmlMI".I, con k ;¡le. m y MI'" se obtiene
eliminando el primer renglón y la m-ésima columna de A (y (llk está en el primer renglón

de A). Como M
I
¡ es una matriz de (n - 1) X (n - 1), por la hipótesis de inducción se

puede calcular IM
II

.! expandiendo en el renglón i de A [que es el renglón (i - 1) de M
lk

].

Un término general de esta expansión es

TEOREMA a

DEMOSTRACiÓN
Ll---
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y esto completa la prueba de la ecuación (1).

Si se inserta (7) en el término (6) se encuentra que la lloica ocurrencia del término 0Plt

en la expansión del renglón i de del A es

(-1 Y+/ollojl(cofactor de Qlt en M) (k ~ 1) (8)

Si se puede demostrar que las expansiones (5) y (8) son la misma. entonces (1) quedar.:i.
demostrada, ya que el término en (5) es la única ocurrencia de 0ltOil en la expansión del
primer renglón, el término en (8) es la única ocurrencia de 0l,ollcn la expansión del i-ési·
IDO renglón. y k. ¡y /, son arbitmrios. Lo que demostrará que las sumas de términos en
las expansiones en los renglones 1 e i son iguales.

Ahora, sea M 1i.l' la matriz de (11 - 2) x (n - 2) obtenida al eliminar los renglones
1 e i y las columnas k y I de A (eSlO se llama menor de segundo orden de A). Primero se

supone que k < /. Después

(10)

(9)

a" ... °U_l aU+1 au . .. a"

Mil = ail ... al.t _' a¡..t+l a, a,

a., aa..t_1 U• .I+1 a" .. a.

a" a" al}_1 aU +1 a"

M ~
u¡_U a,·u a;_u_1 a;_IJO, al_lA,
a i + 1" a l + u a;OIJ_l al +IJ•1 a lOIA

a., a. U.J_, Q.J+I a.

De (9) y (10) se aprecia que

Cofactor de a en M = (_I)(/-II+II-IJIM I (11)I1 Ik IIJ~

Cofactor de (/Ik en Mil = (-I)I+kIMII,k~ (12)

Entonces (5) se convierte en

(-I)IH a aj.-I)Ii-IJ+lI-11M 1= (-I)HUI-Ia a 1M I (13)
I~ . liJ~ l~ ¡f. 11..t~

Y(8) se convierte en

(-I)I+IU'kU)-I)IOIIM'I..J = (-I)ioHI+'au,a;M,I.I; (14)

Pero (-1 )1+1+1-1 = (-1y+.t+l+l , de modo que los lados derechos de las ecuaciones (13) Y

(14) son iguales. Así, las expresiones (5) y (8) son iguales y (1) queda demostrado en el
caso k < 1; después por un razonamiento similar se encuentra que si k > /,

Cofactor de 0/1 en M,~ = (-11i-11-1M11.I;

Cofactordeo1tcn Mil = (-I)I+U-I,MII..t;

de manera que (5) se convierte en

(-I)"'a aj.-I"-"·1M J~(-Iv""a a'M JI~' I Ii-" I lk ¡¡l li.l

Y (8) se convierte en

( -I)I+la a/-l)I+I-1IM 1= (-I)'+Hla (11M IItl IW Ikl I~

CAPiTULO 2200



Sea E una matriz elemental:
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iii. Sí E es la matriz que representa la operación elemental R¡ - cRi' entonces det E = c.
(17)

(20)

(19)

(18)det ES = det Edet S

= det El det E2 .. • det E"'_I det (E",T)

det A = det El det (ElE) ... E",T)

= det El det E2 det (E) .. · E",T)

det A = det El det El ... del E"'_I det E", det T

O sea

A = EIE2, "', E",T

Usando el lema 2 111 veces, se ve que

Sea A una matriz de n x n. Entonces A es invertible si y sólo si det A ;1:. O.

Del teorema 1.10.5 en la página 129, se sabe que existen matrices elementales El' E2, "',

E", y una matriz triangular superior Ttal que

i. det 1 = 1. E se obtiene de l intercambiando los renglones i y j de l. Por la propiedad
4 de la página 188, det E= (-1) det 1 = -1.

ii. E se obtiene de l multiplicando el renglón ¡de 1 por e y sumándolo al renglón j.
Entonces por la propiedad 7 de la página 190, det E = det l = 1.

iii. E se obtiene de 1 multiplicando el renglón ¡de l por c. Así, por la propiedad 2 en la
página 187, det E = c det 1 = c.

ii. Si E es una matriz que representa la operación elemental R. - R. + cR.entonces det, , '
E=l. (I~

Sea S una matriz de 11 X 11 Ysea E una matriz elemental. Entonces

i. Si E es una matriz que representa la operación elemental R¡~ Rl entonces det
E = -\. (15)

La prueba de este lema se deduce del lema I y los resultados presentados en la sección 2.2 que
relacionan las operaciones elementales con renglones en los determinantes. Los pasos de la
prueba se indican de los problemas 1 al 3 de la sección que nos ocupa.

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoría de matrices.

Ahora se quiere probar que para cualesquiera dos matrices de 11 X /l, A YB, det AB = det
A det B. La prueba es más compleja e incluye varios pasos. Se usarán diversos hechos sobre las
matrices elementales probados en la sección 1.10.

Primero se calculan los determinantes de las matrices elementales.

LEMA E:I

LEMAD

TEOREMA a
I! DEMOSTRACiÓN

l! DEMOSTRACiÓN
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Determinantes

(21)del AB = det A del B

0= detAB= O' O= detAdet B

Por el lema 1. del E¡"#-O para i = 1,2, o •• , m. Se concluye que det A *0 si y sólo si del
T~O.

Ahora suponga que A es ¡nvertible. Al usar (19) y el hecho de que toda matriz ele·
mental es ¡nvertible E...-1 ... El-lA es el producto de matrices ¡nvertibles. Así, Tes ¡nver­
tibIe y por el teorema 2.1.2 en la página 174, del T'# Q. Por lo tanto, del A "#- O.

Si det A *0 entonces (20), det Tot 0, por 10 que Tes ¡nvertible (por el teorema 2.1.2).
Entonces el lado derecho de (20) es el producto de matrices ¡nvertibles, y A es ¡nvertible.
Esto completa la demostración.

det AB = det (E,Ez ... E.B)

= det El det El'" det E. det B

= det (E
1
E

2
••• EJ det H

=detAdetH

Usando el resultado del lema 2 repetidas veces., se ve que

det AH = O= Odet B = det A det B

Caso 2: det A = OYdet B:;t O. A no es ¡nvertible, por lo que existe un n-vector y :;t Otal
que Ay = O. Como det B:;t O, Bes ¡nvertible y existe UD vector único x :;t Otal que Bx =

y. Entonces ABx = A(Bx) = Ay = O. Así. AHno es invertible. esto es

Caso 1: del A = det B = O. Entonces por el teorema 2, B no es ¡nvertible, así por el teo­
rema 1.8.6, existe un n-vector x:;t Otal que Bx = O. Entonces (AB)x = A(Bx) = AO = O.
Por lo tanto. de nuevo por el teorema 1.8.6, AS no es ¡nvertible. Por el teorema 2,

Entonces

Caso 3: det A :;t O. A no es invertible y se puede escribir como un producto de matrices
elementales:

Sean A Y8 matrices de 11 X 11. Entonces

Al fin. ahora se puede demostrar el resultado principal. Usando estos resullados establecidos.
la prueba es directa.

CAPiTULO 2

TEOREMA a
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Breve historia de los determinantes

_"'S determinantes aparecieron en la literatura matemática más

:l: un siglo antes que las matrices. El término matriz fue utilizado
:O::~ primera vez por James Joseph Silvestre, cuya lntenclón era
;u¿ su significado fuera "madre de los determinantes·,

Algunos grandes matemáticos de los siglos XVIII y XIX partici­
:.=ton en el desarrollo de las propiedades de los determinantes.
...l -nayoría de los historiadores cree que la teoría de los determi­

"antes encuentra su origen en el matemático alemán Gottfrjed

.qII'helm Leibniz (1646-1716), quien junto con Newton, fue (0­

r;oentor del cálculo. Leibniz utilizó los determinantes en 1693
~ referencia a los sistemas de ecuaciones lineales simultáneas.
;r embargo, algunos piensan que un matematico japones, 5eki
4~-wa. hizo lo mismo casi 10 años antes.

Quien contribuyó de manera mas importante en la teoría de
e; -:J¿terminantes fue el matematico frances Augustin·Louis Cau­

=-" 1789-1857). Cauchy redactó una memoria de 84 paginas. en
~ - 2 que contenía la primera prueba del teorema det AB = det

_ :et B. En 1840 definió la ecuación característica de la matriz A

=no la ecuación polinomial det (A - M = O. Dicha ecuación se
s-Jdiara con detalle en el capítulo 6.

Cauchy escribió en forma extensa, tanto sobre matemáticas
~ como sobre matemáticas aplicadas. Sólo Euler contribuyó

~ "'"'li!yor medida. Cauchy participó en muchas áreas que incluyen

1!'""J".a de funciones reales y complejas, teoria de la probabilidad, la

;e-...nenía, la teoría de propagación de ondas y series infinitas.
se otorga a Cauchy el crédito de establecer un nuevo están­

:iiT J€ rigor en las publicaciones matemáticas. Después de Cau­
=-'" se tornó más difícil publicar un articulo basado en la intui­
=cr se pedia adhesión estricta a las demostraciones formales.

'oehCatdy
(CoI«e1dItde Darid ügene Sml,h,
~BooIt 4tIId Manucript Library,

CohimbItl Unirmity)

El vasto volumen de las publicaciones de Cauchy era una

inspiración. Cuando la Academia Francesa de las Ciencias inició
sus publicaciones periódicas Comptes Rendu en 1835, Cauchy les
envió su trabajo para que lo publicaran. Pronto la cuenta de im­
presión de sólo el trabajo de Cauchy creció tanto que la Acade­
mia puso un limite de cuatro páginas por artículo publicado. Esta
regla todavía está en vigor.

Vale la pena mencionar aquí algunos matemáticos. La ex­

pansión de un determinante por cofactores fue utilizada por
primera vez por un matemático francés, Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Laplace es más conocido por la transformada de La­

place que se estudia en cursos de matemáticas aplicadas.
Una aportación importante a la teoría de determinantes

(después de Cauchy) fue la del matemático alemán Car! Gustav
Jacobi (1804-1851 l. Fue con él que la palabra"determinante" ganó

su aceptación final. Jacobi usó primero un determinante aplicado
a las funciones para establecer la teoría de funciones de diversas

variables. Más tarde, Sylvester bautizó a este determinante el ja­
cobiano. Los estudiantes actuales estudian los jacobianos en los
cursos de cálculo de distintas variables.

Por último, ninguna historia de determinantes estaría com­

pleta sin el libro An Elemenrary Theory ofDeterminonts, escrito en
1867 por Charles Dogdson (1832-1898). En dicho libro Dogdson

da las condiciones bajo las cuales los sistemas de ecuaciones tie­

nen soluciones no trivíales. Estas condiciones están escritas en
términos de los determinantes de los menores de las matrices de
coeficientes. Charles Dogdson es más conocido por su seudóni­
mo de escritor, Lewis Carroli. Con ese nombre publicó su famoso
libro Alicia en el poís de las maravillas.



E!I DETERMINANTES E INVERSAS

problemas :z 3

(2)

(1)

(3)

det A- 1
=; IIdel A

[~, ~, ...
~.]

B~ l' A" ... A,.

A., ... A..

I =; det 1 = det AA-l =; del A det A-'

lo que implica que

1. Sea E la representación R,!:::¡: R¡ Ysea B una matriz de 11 x 11. Demuestre que del EB
= del Ede! B.lSugerencio'" describa la matriz EH y después utilice la ecuación (15) y
la propiedad 4.)

11. Sea E la representación R. - R. + eR. y sea B una matriz de 1/ X n. Demuestre que, , '
del EB = del E det B. [Sugerencia: describa la matriz EB y después utilice la ecuación

(16) y la propiedad 7.}

Suponga que A es ¡nvertible. Según el teorema 2.3.2 en la página 201. det A "* O. Del
teorema 2.2.1. página 183

Si A es invertible. entonces det A #- OY

La adjunta

Sea A una matriz de" x 11 y sea B. dada por (3), la matriz de sus coractores. Entonces.
la adjunta de A, cscrito adj A. es la transpuesta de la matriz B de" x n; es decir,

111. Sea E la representación R - eR. y sea B una matriz de 11 x 11. Demuestre que del EH
J '= del E del B. (Sl/gen'lIcia: describa la matriz EH y despues utilice la ecuación (7) y

la propiedad 2.]

Determinantes

En esla sección se analiza la forma en que se pueden calcular las inversas de las matrices ha­
ciendo uso de los determinantes. Mas aún. se complela la tarea iniciada en el C'lpítulo /. de
probar el importante teorema de resumen (vea los teoremas 1.8.6 en la página 106 y /.10.4 en
la p¡igina 128). que muestra la equivalencia de varias prop'iedades de las matrices. Sc comienza
con un result¿ldo sencillo.

Antes de utilizar determinantes para calcular las inversas es necesario definir la ar/jul//a de una
matriz A =; (u .. ). Sea B =; (A .. ) la matriz de cofactores de A (recuerde que un cofactor. definido, "
en la página 171. es un número). Entonces

C"'I-hlll n 2

TeOREMA 11

10:: DEMOSTRACiÓN

DEFINICiÓN 11

204

•
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Al] =-3, ~I =-13, A2! =5,

AS¡'B=[-i; -: -:]

-11 = -3
7 '

[ A"
.4"

A., ]
adj A = S; = A;, .4" A., (4)

A,. .4,. A••

.4" =2 Y

-13 -7]
5 2.

2 2

~J=2, ~1=-7,

Y<ldjA=BI=[~~
-3

[-~
-1 O

-~]1 -1
B= O 2 -) -3

-2 -2 J 2
Y

[ O

-1 O

-2]-1 1 2 -2
adj A = B' = ~ -1 -3 3

-2 -3 2

3 -2 -6 I -3 O 1 -3 -2

Al;: =- -2 2 5 =~l, A!4 = -2 lO 2 =-2 Y A
43
=- 3 -12 -6 =3.

-1 1 3 -1 6 1 -2 lO 5

Al comparar estos cálculos se encuentra que

Esto es mas laborioso ya que se tienen que calcular dieciséis determinantes de 3 X 3. Por ejem­

plo, se tiene

S'''A=[ :

-3 O

1J
-12 -2

-2 10 2

-1 6 1

Calcule adj A.

Cálculo de la adjunta de una matriz de 4 x 4

Cálculo de la adjunta de una matriz de 3 x 3

[
2 4 3]

Sea A = O 1 -) . Calcule adj A.

3 5 7

1

1 -11SetieneA.,= 5 7=12,

Ohsen'(ldóll. En algunos libros se usa el término adjugada de A en lugar de adjunta ya que ad­
junta tiene un segundo significado en malemúticas. En este libro se usará la palabra adjunta.

• Solució"

• Solució"

EJEMPLO 2

EJEMPLO 1

ha·

.'"
1m

"""
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~L_L_a_a_d~j_u_n_ta_d_e_u_n_a_m_a_t_r_iz_d_e_2_X_2__

Ahora, si i = j, la suma en (7) es igual a ajiA¡, + GaA'"J + ... + aínA .., que es la expansión
de del A sobre el renglón ¡de A. Por otro lado, si i;t. j, entonces del teorema 2.2.6 en la
página 193, la suma en (7) es igual a cero. Por 10 tanto,

(7)

si i = j

si i:;l:. j

('. = (l. A + ti A + ... + (J A
ij d JI r.! il m ji!

all J. Entonces adj A= (A"
un Al]

Esto prueba el teorema.

e.,= {del A
" O

A
"

Ajl

Aj !
a

i
, o •• (1.. )

C;¡= (renglón i de A) . (columna) de adj A)

Sea A una matriz de 11 x 11. Entonces I!

del A O O O

O del A O O

(AX,dj A) = O O det A O = (del A)/ (5)

O O O del A

Sea C = Ce,) = (A)(.dj A). Entonces

["" "" a,.[" A"
A.,l

a" a'l- al. Al] A" An2 (6) •C= :

"., a., G.. A.n .4,. A..

Se tiene

Así

Ahora se puede establecer el resultado principal.

Sea A=(""a
ll

Al calcular la adjunta de una matriz, no olvide transponer la matriz de cofactores.

TEOREMA E:I

l!! DEMOSTRACiÓN



(8)A-1 =_I_ ad, A
del A J

teorema 2

1
(Al(_I- ,dj AJ ~ _1_[A('dj Al] ~ _1_ (del A)! ~ !

det A del A del A

2.4 Determinantes e inversas 207

La primera parte de este teorema es el teorema 2.3.2. Si det A yi= O, entonces se demues­
tra que (l/det A)(adj A) es la inversa de A multiplicándola por A y obteniendo la matriz

identidad:

Observe que el teorema 1.8.4, en la página 100, para matrices de 2 x 2 es un caso espe­
cial de este teorema.

Sea A una matriz de n x n. Entonces A es ¡nvertible si y sólo si det A ~ O. Sí det A -=F- 0,
entonces

(lIde! A)adj A = A- 1

Pero por elleorema 1.8.7, de la página 107, si AS. = 1, entonces B = A -1. Así,

Uso del determinante y la adjunta para calcular la inversa

Como det A = 3 yl'- Ose ve que A es invertible. Del ejemplo 1

[
2 4 3]

SeaA= O 1 -1. Determine si Aes invertible y, de serasL caJcule A-l.

3 5 7

TeOREMA El

EJEMPLO 4

Il. SolucióII

L. DéMOSTRACIÓN

[ 12
-13 -¡]adjA= -3 5

-3 2

4
13 7- -

[ 12
-13 -7]

3 3
n

A- ' =1 -3
5 2

Así 5 2 ~ -1 - -

3 3
-3 2 2 2 2

-] - -

3 3

Ve";ji('Udóll

A'A~~[~~
-13 -¡m 4

-+~[~
O

~] ~ !
5 1 3

-3 2 5 O



Determine si A es invertibles y. si lo es. calcule A- l ,

• Solució" Haciendo uso de las propiedades de los determinantes. se calcula del A "" -1 # OYpor lo lanlo
A- 1 existe. Por el ejemplo 2 se tiene

EJEMPLO 5

Determinantes

A=[ 3 -~~ -~ =~J
~2 10 2 5

-\ 6 1 3

adJA=[-~ ;i =¡ =~l

x' =~[-~ -: ~ =~]=[ ~ -: -~ ~]
-1 o -1 -3 3 o 1 3-3

2 -2 -3 2 -2 2 3-2

Así

Calculo de la inversa de una matriz de 4 x 4 usando el determinante y la adjunta

Sea

Sea A una matriz de 11 X 1/. Las siguientes siete afirmaciones son equivalentes. Es decir.
cada una implica a las otras seis (de manera que si una es cierta. todas 10 son).

i. A es inverlible.

ii. La unica solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución unica para cada n-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de 11 X n, /.'

v. A es el producto de matrices elementales.

,'i. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

"¡j. det A :F- O.

Notu /. Como Y¡l se habrá observado. si 1/ > 3. por lo genentl es más f¡¡cil calcular A I con la
reducción por renglones que utilizando adj A; aun p¡ml el caso de 4 X 4 es necesario calcular
17 determinantes (16 para la adjunta de A más del A). Sin embargo. el teorema 3 es de suma
importancia )'<1 que. antes de hacer la reducción por renglones. el cúlculo de del A (si se puede

hacer racilmenlc) dice si A- 1 existe o no existe.

Nota 1. En muchas aplicaciones de la teoria de matrices. las matrices están dadas en forma
simbólica (es decir. en terminas de variables) en lugar de numerica. Por ejemplo. se puede tencr

A ~ (x YJ en lugar de (2 -1 J. En cuyo caso. lu mejor forma de proceder será considerando
z w 3 5

muchas veces el e<'¡1culo de los determinantes. Esto es particularmentc cierto en algunas aplica­

ciones de ingeniería. como la tcoria de control.
En la sección LlO se presentó elteorcma de resumen (teoremas 1.2.1. 1.8.6 Y1.10.4). Éste

es el teorema que una muchos conceptos desarrollados cn los primeros capitulos de este libro.

Teorema de resumen (punto de vista 4)

C\pITUI.O 2

TeOREMA a

208
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En el teorema 1.8.6 se demostró la equivalencia de las partes 1), il), ¡ji), ji') Y 1'1). En el
teorema 1.10.3 se demostró la equivalencia de las parles i) y 1'). El teorema I (o teorema

2.3.2) demuestra la equivalencia de 1) y "¡¡).

AUTOEVALUACIÓN

1. El determinante de [ ~ ~ -~ :]es -149. La componente 2.3 de A-1esta dada
por 5 I 0-3

-4 J 1 6

1 2 4 1 2 4

5 -J,
1

5 -3,a)-- I h) - 1
149 149

-4 J 6 -4 J 6

1 -1 4 -1 4

2 2
1

2 2 4(.) -- 4, ú) -
149 149

-4 1 6 -4 1 6

El d"erm;na",e de [ -! 7

:) es 468. La componente J.I de A-' es11. 5

-4

a) - 26
6)

26
e)

46
ú)

46
- - -
468 468 468 468

Oc los problemas [ al 15 utilice los metados de esta sección para determinar si la matriz dada
es invcrtible. De ser así. calcule la inversa.

1. e~) 2. (_~ _:) J. (-~ ~2~)

(~ ~) 5. [~
1

i) [-:

o

;]4. 2 6. o
5 2

7. [~
2 J 8 [~

1

:J [i
2

~]2 1 9.
1 o

[:

1

~] [~
o

~] [-: -1

:]lO. -1 11. 1 Il. o
1 1 19 -7

13. [ -~
14. r:

1 1

i) r-~
-3 O

-l)
6

2]
2 -t -12 -2 -6

3 5 15.
-1 2 10 2 5

12 ~4

3 3 -1 6 1 3



• MATLAB 2.4

Determinantes

~) es ;nve";ble y encuentre su ;n·

sen 6

cos ti
O

sen eJ - - -es lnvcrtlble y encuentre su Inversa.
cose

11. a)l.",

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

23. Sea 8 un número real. Demuestre que (-~OSon :
versa.

21. Suponga que la matriz A de 11 x 11 es no ¡nvertible. Demuestre que (A)(adj A) es la matriz

, Orden de la matriz de interes

n=4;
t Define matriz de interes
A = rand(n);
t Inicializa matriz que al final sera la matriz adjunta de A
C = zeros(size(A));

\ Ciclo para obtener la matriz de cofactores

for i=l:n

vec renglon=l:n;
vec~renglon(il=[]; \ excluir el renglon i
for j=l:n

vec~columna=l:n;

vec_columna(j)=[]; \ excluir la columna j

16. Utilice determinantes para demostrar que una matriz A de 11 x 11 es invertible si y sólo si A'
es ¡nvertible.

17. Para A=C ~) verifique que dct A-1 = l/del A.

18. Para A=(~ -: ~)"enfiqUeqUedetA-I= I/detA.

2 0-2

9 Pa -1 I (a -3 J - -I . ¿ ra eua es va ores de a la malnz es no mvcrtlble?
4 I-a

20. (,Pam qué valores de a la matriz (-la a; 1 a; 1) no (lcne inversa?

2-a a+3 a+7

1. Genere una matriz aleatoria de 11 X m con A = 2*rand(n,m)-1 para algunos valores de /1

y 11I tales que 11I> 11. Encuentre el dcterminante dc A'A. ¿Cuál cs su conclusión acerca de
A'A? Pruebe su conclusión para otras tres matrices A. ¿Es válida su conclusión si m < 1I?

2. La siguiente secuencia de instrucciones de MATLAB calcula la matriz adjunta dc una
matriz aleatoria A de orden n

cero.
_ ( cosO

22. Sea 8 un numero real. Demuestre que
-sen e

210



(:) Consulte el problema 9 de MATLAB 1.8 sobre encriptar y decodificar los mensajes.
Este problema le pide que encripte un mensaje para su profesor haciendo uso de la

matriz A creada anteriormente.

h) Verifique que det(A) es todavia igual a 1. ¿Por qué es esto de esperarse? Encuentre
inv(A) y verifique que tiene elementos enteros. ¿Por qué es esto de esperarse?

3. Se ha demostrado que A no es invertib1c si det(A) = O. Una suposición natural es que si A

es cercana a ser no invertible. entonces det(A) estará cerca de O.

Considere [a siguiente matriz C. Verifique que e es no invertible. Dé A = e 1 A (3,3)
= C(3,3) + 1.e-10. Verifique que A es invenibley observe que A escercanaalamatriz

no invertib1c C. Encuentre det (A). ¿Qué puede concluir sobre la "suposición natural"

que se mencionó?

4. a) Introduzca una matriz A triangular superior de 5 X 5 con elementos enteros de mane­
ra que el determinante de A es 1. Elija valores de c(entero), i yjy realice varias opera­
ciones con renglones de la forma R. - R. + cR.de manera que la matriz esté completa,, , ,
es decir. que tenga el menor número de ceros posible. Llame A a la nueva matriz.

tic¡adjunta¡toc
tic;adjunta;t_adjunta=toc
En la variable cadjunta se guarda el tiempo que se utilizó para ejecutar el programa

adjunta. m

h) Calcule la adjunta como

tiC;D = det(A}*inv(A) ¡toc
tic; D = det(A)*inv(A} ;t_det inv=toc.

En la variable t_det_inv se guarda el tiempo que se utilizó para ejecutar los co­

mandos que producen la matriz adjunta de A.

c} Compare adj(A), calculada en el inciso a), con D, calculada en el inciso h). ¿Por qué
esperaría eso? [Sugerencia: encuentre la máxima variación entre [os elementos de C y
D, los comandos aba, rnax le pueden ser útiles.]

ú) Compare los tiempos de ejecución. ¿Qué descubrió al comparar estos tiempos?

2.4 Determinantes e inversas 211

Escriba estas instrucciones en el archivo tipo m adjunta.m

a) Modifique el orden de la matriz A dado en la segunda linea a 50. En la pantalla de
comando escriba la siguiente secuencia de instrucciones

C(i,j)= det{A{vec_renglon,vec_columna)}* (_l)Á(i+j) ;
end

end

% Matriz Adjunta, es la transpuesta de la matriz de
% cofactores
C=C' ;

PROBLEMA

PROYECTO

...
Id< 7 7 -7 2 5 6

.' O 5 -10 4 8 6

9 7 -5 3 4 O... C=20*
5 7 -9 5 2 O

5 2 1 9 10 8

1 9 -17 4 2 7



lE!1 REGLA DE CRAMER (OPCIONAL)

I! DEMOSTRACiÓN

•

(3)

(2)

(1)

(4)

D
x ~-"
'" D

-- ~::][::]
~" .. A.. b.

.4"

.4"

Ax = b

GW'I + al:!x:! + o •• + al.x. =b,

allx1 + al!x, + ... + a,.x. =b2

[

A"

A-I b=~(adjA)b=~ ~2
D D :

A"

i. Cree un mensaje para su profesor. Utilizando números en lugar de lelms, tal y
como se describió en el problema 9 de MATLAB 1.8, escriba el mensaje en forma

matricial para que pueda multiplicarlo por la derecha por A para codificar el men­
saje (puede ser que necesite colocar espacios adicionales al final del mensaje).

ii. Utilice A para encriptar el mens<lje.

¡ii. Entregue el mensaje encriptado a su profesor (como una cadena de números) y la

matriz A.

La solución a Ax = b es x = A-lb. Pero

Sea A una matriz de n X n y suponga que det A i:- O. Entonces la solución única al siste­
ma Ax = b está dada por

Regla de Cramer

[ h,
a"

a" ] [ a"
b, --

a" ] [ a"
a" ---

h, ]h, °22 0,. a" h, °l. a" 0" --- b,
A ~ - A, ~ - A. = .,

h, a., a" a" h, a" a" a" --- h,

Es decir, A, es la matriz obtenida al reemplazar la columna i de A por b. Por último, sea DJ =
det Al' D¡ = det A!.... , D. = det A.

Si det A '1'= O, el sistema (2) tiene una solución única dada por x = A-lb, Se puede desarrollar
un metodo para encontrar dicha solución sin reducción por renglones y sin calcular A-l.

Sea D = det A. Se definen 11 nuevas matrices:

que puede escribirse en la forma

En la presente sección se examina un viejo método para resolver sistemas con el mismo número
de incógnitas y ecuaciones. Considere el sistema de 11 ecuaciones lineales con 11 incógnitas.

DeterminantesC\I'iTULO 2

TEOREMA a
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Considere la matriz

Ahora bien, (adj A)b es un n-vector cuya componente) es

(8)

(5)

D.=bA .+bA.+"· +b A
J ll¡ ¡~ n"}

["" "" b,
a,. ]

A) = G~I "" b, a,. (6)

a., Gn , b. a••
t

columnaj

y la prueba queda completa.

[
X'] [D'] [D'ID]xli D DID

x= x: =A'b= D(adjA)b= D D: = D:/D

Por esta razón se trata de 10 mismo que el lado derecho de (5). Por lo tanto, la compo­
nente ¡de (adj A)b es D

j
y se tiene

Nota histórica. La regla de Cramer recibe su nombre en honor del matemático suizo Gabriel
Cramer (1704-1752). Cramer publicó la regla en 1750 en su libro Introduction to the Ana/y­
sis of Unes of A/gebraic Curves. De hecho, existe evidencia que sugiere que Colin Maclaurin
(1698-1746) conocía la regla desde 1729; Maclaurin fue quizá el matemático británico más
sobresaliente en los años que siguieron a la muerte de Newton. La regla de Cramer es uno de
los resultados más conocidos en la historia de las matemáticas. Durante casi 200 años fue fun­
damental en la enseñanza del álgebra y de la teoría de las ecuaciones. Debido al gran número
de cálculos requeridos, se utiliza muy poco en la actualidad. Sin embargo, el resultado fue muy
determinante en su tiempo.
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Si se expande el determinante de A
j

respecto a su columna), se obtiene

D
j

= b¡ (cofactor de b
l
) + b¡ (cofactor de b¡) + ... + bn (cofactor de bJ (7)

Pero para encontrar el cofactor de bj' por ejemplo, se elimina el renglón i y la columna
) de A} (ya que b; está en la columna) de A). Pero la columna) de A} es b, y si se elimina
se tendrá simplemente el menor U, Mij' de A. Entonces

cofactor de b; en A
j

= A~

De manera que (7) se convierte en

Resuelva el sistema usando la regla de Cramer:

Solución de un sistema de 3 x 3 utilizando la regla de CramerEJEMPLO 1



(9)

(10)

6

6 = 24.

-2

18 4

24 5

4 I

6

6 =6;>tO

-2

5 2

3 4

9 6

4 8

3

-1

1

2

2~, + 4x~ + 6xJ == 18

4.\"1 + 5xl + 6x
J

== 24

3.\"1 + Xl - 2xJ == 4

2 4

D= 4 5

3 I

2 4 18

P I
DI 24

S 24 =18. or olanlo. XI =0=(;=4.
I 4

2 18 6

24 6=-12 Y

4 -2

Determinantes

En el ejemplo 2.2.14 de la página 191 se vio que

1. Considere el sistema

El presente ejemplo ya se resolvió en el ejemplo 1.3.1 de la púgina: haciendo uso de la reducción
por renglones. También se pudo resolver calculando A- l (ejemplo 1.8.6. p¡igina 101) Ydespués
encontrando A-lb. Ahora se resolvera usando la regla de Cramer. Primero. se tiene

2x + 3y + 4:: = 7
3x + Sy - :: = 2

-5x - 12y + 6:: = II

AUTOEVALUACIÓ.

de manera que el sistema (9) tiene una solución única. Después DI =

Demuestre que el sistema

Xl + 3x~ + 5xJ + 2,'~ == 2

-Xl + 3x) + 4x~ "" O

2x, + x: + 9x) + 6x~ == - 3

3.\", + 2.\": + 4xJ + 8x~ == -1

liene una solución única y encuéntrela utilizando la regla de Cramer.

Solución de un sistema de 4 x 4 usando la regla de (ramer

Por lo que el sistema tiene uml solución unica. Para encontnlrla se calcula DI = -464: D~ =

280; D) = - 56; D~ = 112. Asi, XI = DJD = -464/160, x~ = D2 1D = 280/160. x
J
= DJ/D =

-56/160 Yx~ D~/D = 1121160. Estas soluciones se pueden verificar por sustitución directa
en el sistema 10.

CA"inJLO 2

•• So{udólI

•• Sol"ció"

EJEMPLO 2

214

problemas 2 5



X 2 + Xl + x~ = 6
- x) - x~ = 4

3x) + 6.\". = 3
- x. = 5

4', XI + Xl + X, = 8
4x

1
- x

J
=-2

3.\"1 - Xl + 2x) = O

6. 2x1 + 5x¡ - Xl = -1

4.':1 + Xl + 3.\) = 3

-2.\1 + 2x, = O

8.

+acosC=be cos A

x, = 7

=2
= - ]

Xl - ".1 = 4

Xl = 2

x 2 + 5x) = 1

x ,

2.\"1 +
XI +

2x2 + Xl

4.1:
1
+ x

2

bcosA+acosB =c

ccos B+ bcos C= (/

a) Demuestre. utilizando la trigonometría elemental, que

h) Si se piensa que el sistema del inciso a) es un sistema de tres ecuaciones con tres in­
cógnitas. cos A, cos By cos e, demuestre que el determinante del sistema es diferente
de cero.
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7.

Figura 2.2

Dc [os problemas 1 al 9 resuelva el sistema dado usando la regla de Cramer.

1. 2x
1
+ 3.\":: = -1 2. 3x 1 - x! = O

-7.1: 1 + 4x
1

= 47 4x 1 + 2x~ = 5

9.

3. 2.\1 + Xl + Xl = 6
3.\"1 - 2.\"2 - 3x J = 5

8.\"1 + 2x, + 5xJ = 11

5. 2.\"1 + 2x¡ + x) = 7

x, + 2x2 + x) = O
-x

1

+ .\,+3.':)=1

3x
J

- 5.\". = 2

*10. Considere el triángulo en la figura 2.2

2 -] 4

SiD= ] 8 - 1 , entonces J' -

-5 -12 6

6n
2 -]

lé-5
7 -] 4 7

1 1
al - 2 8 -1 b) - ] 8 2

O O
11 -12 6 -5 -12 11

2 7 4 2 -7 4

e¡ 1
á)

1
] -2 -1- ] 2 -1 -

O D
-5 11 6 -5 -1 6

J, =

v=
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216 CAI'iTUW 2 Determinantes

e) Utilice la regla de Cramer para despejar cos C.

J) Utilice el inciso e) para probar la ley de cosenos: (..J. = (/2 + b2
- 2ab cos C.

RESPUESTA A LA AUTOEVALUACIÓN

1. e)

1. Las siguientes instrucciones resuelven el sistema Ax=b utilizando la regla de Cramcr

% Orden del sistema a resolver
0=50;
% Generar matriz A y vector b;

A=rand(n) ;
b=rand (0,1) ;

% Inicializacion del vector de resultados
x=zeros (0, l) ;

% Calculo del determinante de A
detA=det (A) ;

% Ciclo para encontrar vector x utilizando
% regla de Cramer
for i=l:n

C=A;
e (:, i) =b;

x(i)=det(C)/detA;

end

Guarde las instrucciones en un archivo tipo m con nombre crumcr.m

a) Ejecute las siguientes instrucciones desde la línea de comando de MATLAB

tic;cramer¡toc
tic;cramer¡t cramer:toc

En la variable Ccramer se guarda el tiempo de ejecución de este programa.

h) Resuelva el sistema usando l = A\b. Dé los siguientes comandos

tiC¡z=A\b¡toc
tic;z:A\b;t lu=toc

En la variable Uu se guarda el tiempo de ejecución.

e) Compare x y z calculando x - z y despliegue el resultado utilizando format short c.
Compare los tiempos de ejecución. ¿Cuáles fueron sus hallazgos con estas compara­

ciones?

J) Repita para una matriz aleatoria de 70 x 70. ¿Qué otras afirmaciones puede hacer
sobre los tiempos de ejecución?



Sea A una matriz de 1/ X n. Entonces (p, 172)

(p. 169)

(p. 171)

(p. 168)

(p. 183)

(p. 184)

(p. 170)

(p. 188)

(p. 187)

(p. 187)

(p. 173)

(pp. 186. 199)
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.
··+aA ='<'0 A

"''' L..'11j,-,

del A = lIilA" + QilA,! + ... + a.A", = L0¡¡.Ajl,.,

.
det A =1I 11 A1\ =al!~2 + .. +al.AI• = LauAI ¡,.,

[ a" "
ll

del a 21 an

a" ""

RESUMEN

Teorema bá.\';co

El determinante de una matriz de 2 X 2. A = [all
(

12 ) está dado por
a21 Qu

Determinante de A = det A = IAI = au"n - "lf'~1

Determinante de 3 x 3

Si A = LVes una factorización LV de A. entonces del A = del V

Si PA = LVes una ractorización LV de PA. entonces del A = det Vldet P = ±det V

Si A es una matriz de 11 X 11, enlonces

para i = L 2, ... , n y) = 1. 2..... n.

Es decir. el determinante de A se puede obtener expandiendo en cualquier renglón o columna de A.

SI cualquier renglón o columna de A es el vector cero. entonces det A :::: Q.

SI cualquier renglón (columna) de A se multiplica por un escalar, entonces det A se multiplica por e,

La suma anlerior se denomina la expansión de del A por cofaclorcs en el primer renglón.

Si A es una matriz de" X 11. triangular superior. triangular inferior o diagonal. cuyas compo­

nentes en la diagonal son a!l'an , ... ,ami' entonces

SI.-l YB son dos matrices de 11 X 11 que son iguales excepto por la columna) (renglón i) y e es la matriz
.:;U~ es idéntica a A y B excepto que la columna) (renglón i) de e es la suma de la columna) de A y la
.::,-~Iumna) de B (renglón i de A y renglón ¡de B). entonces del e = det A + det B. (p. 188)

El inlercambio de cualesquiera dos columnas o renglones distintos de A tiene el erecto de mulo
::plicar det A por -l.

Determinante de n x 11

El menor ij de [a matriz A de 11 X n. denotado por Mij' es la matriz de (n - 1) X (11 - 1) obtenida
al eliminar el renglón i y la columna) de A.

• El cofactor ij de A. denotado por A•. está dado por

A., = (-i);~j det M.
~ ~

•



donde D
j

es el determinante de la malriz oblenida al reemplazar la columnaj de A por el vector columna b.

• Regla de Cmmer

Sea A una matriz de 11 x 11 con del A "'" O. Entonces la solución única al sislema Ax = b está dada por (p. 219)

_DI _D! _D"
XI ---, \, ---, ••• ,X ---

detA' detA "delA

• Sea A una matriz de 11 X 11. La adjunta o adjugada de A, denotada por adj A, es la matriz de 11 x !I

cuya componenle ij es Aji' el cofactor ji de A.

• Si del A :;<: O. enlonces A es invertible y

(p. 208)

(p. 207)

(p. 207)

(p. 207)

(p. 190)

(p. 190)

(p. 191)

(p. 204)

(pp. 183. 204)

DeterminantesCAI'iTUI.O 2

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

jji, El sislema Ax = b tiene una solución única para cada l1-vector b.

h', A es equivalente por renglones a la matriz identidad de 11 x JI, 1".

l', A es el producto de matrices elementales.

l'i, La forma escalonada por renglones de Aliene 11 pivoles.

A- ' =_1_ adj A
det A

vii. det A "'" O.

Sca A una matriz de IJ x 11. Entonces las siguientes siete afirmaciones son equivalentes:

i. A es invcrtiblc.

det AH = del A det H.

La matriz A de 11 x 11 es invertiblc si y sólo si det A ~ O.

Si cualquier renglón (columna) de A sc multiplica por un escalar y sc suma a cualquier otro
renglón (columna) de A, entonces det A no cambia.

Si un renglón (columna) de A es un múltiplo dc otro renglón (columna) de A, entonces det A = O.

det A = del A',

• Teorema de re~'umen

•

det A-1 =_1_
del A

•

•

•

• Si A es Invertib1c, enlonces del A :;<: OY

•

• EJERCICIOS DE REPASO

En los ejercicios 1al 10 calcule el determinante.

I-~ ~I 1-3

~l I-~ -~I1. 2. 3.
-7

I -2 3 5 O O I -1 2

4. O 4 5 5. 6 2 O 6. 3 4 2

O O 6 10 100 6 -2 3 4

218



24. XI +x~ =8

-x)-x,=3

x
l
-x¡=-1

Xl + X~ = 2

20. XI - x 2 + x
J

= 7

2x
I

- 5x
J

= 4

3x
1

- x
J

= 2

22. 2x
1

+ 3x
1

- xJ = 5

-XI + 2x2 + 3x
J

= O

4x
I

- x
2
+ x

J
= -1

De los ejercicios JI al 18 utilice determinantes para calcular la inversa (si existe).

12 [~
-5

-:J [~
O

~](-3 4)11. 2 13. -2
2 ]

O O

[] -] 2]
[l

]

:] 16 Ir
] o

-~]14. 3 1 4 15. o -] 3
5 -] 8 ] O O

O -]

17. I :
-] 2

l] U
] O

!]
] o 18.

O ]

-2 4 ] O O

6 -4 ] -3 -]

En los ejercicios 19 al 24 resuelva el sistema utilizando la regla de Cramer.

21. x l +x¡=8

-x)-x,=3

XI -2x, =-)

23. XI - x3 + x~ = 7

2x1 + 2x.1 - 3x~ =-1

4x
I

- x
1

- x
J

= O

- 2x
I
+ x

2
+ 4x

J
= 2

19. 2x
I

- x
2

= 3

3x
l
+2x

2
=5

Ejercicios de repaso 219

-] O O 3 ] -2

7. ] -] ] 8. 4 O 5

101 O 3 4 -6 ] 3

111 ] -] 2 3 3 ]5 ]7 ]9

041 4 O 2 5 O 2 2] 60
9. 10.

()JI -] 2 3 7 O O ] 50

5 ] O 4 O O O -]

0>1



ID VECTORES EN EL PLANO

SEGMENTO DE

L RECTA DIRIGIDO

Capítulo

3
VECTORES EN f:¿2 Y f:¿3

•
En la sección 1.5 se definieron los vectores columna y vectores renglón como conjuntos oro
denados de 11 números reales o escalares.. En el siguiente capítulo se definirán olros tipos de
conjuntos de vcelores.. denominados ('sfH'cios I"('c/oria/t's.

En principio. el estudio de los espacios vectoriales arbitrarios es un lema abstracto. Por
esta razón es útil poder contar con un grupo de vcclores que se pueden visualizar rácilmenre

para usarlos como ejemplos.
En el presente capítulo se discutir:m las propiedades básicas de los veclores en el plano xy

yen el espacio real de tres dimensiones. Los estudiantes que conocen el cálculo de varias varia·
bies yu hélbrún conocido este material. en cuyo caso se podrít cubrir rápidamente. a manera de
rep¡¡so. Para los que no. el estudio de esle capílulo proporcionara ejemplos que harán mucho
mas comprensible el malcríal de los CHpilUlos 4 y 5.

Como se definió en la sección 1.5. ~ es el conjunlo de vectores (XI. Xl) con XI y x 2 números
reales. Como cualquier punlo en el plano se puede escribir en la forma (x. y) es evidente que
se puede pensar que cualquier punto en el plano es un vector en~. y viceversa. De este modo.
los terminas ··cl plano·· y ..1)'.. con frecucncia son intercambiables. Sin embargo, para muchas
aplicaciones fisicas (incluyendo las nociones de fuerza. velocidad. acelerdción y momenlO) es
import1.lOtc pensar en un vector no como un punto sino como una entidad que tiene '"'longitud"
y '·direcciÓn··. Ahord se ver:" cómo se lleva a cabo esto.

Sean P y Qdos pUnlosen el plano. Entonces cl segmento de recta dirigido de Pa Q. denotado
por iQ. es el se~menlo d!.rcct<l que va de P a Q(vea la figur.l 3.1(1). Observe que los segmentos
de recta dirigidos PO y QP son diferentes puesto que (ienen direcciones opuestas (figurd 3.lb).
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1" .º )"

/Figura 3.1 pi--; ;eg~tos ~recta

- - ~'dos PO y OP apuntan
~: ~ direcciones oplJ€51aS p.

x
O O

~

b) QP(1) PQ

f"erra 3.2
-;r _~lO de segmentos

j,ngidos equivo-

~ PUNTO INICIAL

PUNTO TERMINAL

SEGMENTOS DE

'l.ECTA DIRIGIDOS

EQUIVALENTES

DEFINICiÓN a

,.

//
/ /

----c4''-----~x

/ / o/

/

El punto P en el segmento de recta dirigido FQ se denomina punto inicial del segmento y el
punto ºse denomina punto terminal. Las dos propiedades más importantes de un segmento
de recta di~ido son su magnitud (longitud) y su dirección. Si dos segmentos de recta dirigi­
dos PQ y RS lienen la misma magnitud y dirección. se dice que son t'quh'ulentes sin importar
en dónde se localizan respecto al origen. Los segmcnlos de recta dirigidos de la figura 3.2 son
todos equivalentes.

Definición geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de
recta dirigido dado se llama \·cctor. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se
denomina una representación del vector.

Ohsen'"dólI. Los segmentos de recta dirigidos en la figura 3.2 son todos representaciones del
mismo vector.

De la definición 1 se observa que un vector dado \' se puede representar de múltiples formas.
Sea PQ una representación de \'. Entonces. sin cambiar magnitud ni dirección. se puede mover

PQ en forma paralela de manera que su punto inicial se traslada al origen. Después se obtiene
~

el segmento dc rccta dirigido ORo que es otra representación del vector \' (vea la figura 3.3).
Ahora suponga que la R tiene las coordcnadas cartesianas (a, h). Entonces se puede describir
el segmento de recta dirigido oR por las coordenadas (a. h). Es decir. oR es el segmento de recta
dirigido con punto inicial (O. O) Ypunto terminal (lI. h). Puesto que una representación dc un
vector es tan buena como cualquier Olnl. se puedc escribir el vector \' como (a. b).



EJEMPLO 1

•
(1)

R(a. b)
o
¡,,,,,
:b,,,,

J'

Ivl = magnitud de v = Ja 1 +b~

-;:j''--'-----,,---...... x
O o

Cálculo de la magnitud de seis vectores

Esto se deduce del teorema de Pilagoras (vea la figura 3.4). Se ha usado la nolación Ivl para

denolar a la magnitud de ". Observe que 1"1 es un escalar.

Ohst'n'ucioll J. Con esta definición es posible pensar en un punto en el plano xy con coordena­
das (a. b) como un vector que comienza del origen y termina en (a. b).

Ohst'nuóólll. El vector cero liene magnilUd cero. Por lo tanto. puesto que los punlOs inicial y
terminal coinciden. se dice que el vector cero l/O ¡iene direccióll.

Oh~wl'adó" 3. Se hace hincapié en que las definiciones I y 2 describen. precisamente.. los mis­
mos objetos. Cada punto de vista (geométrico o algebnlico) tiene sus ventajas. La definición 2
es la definición de un 2-veclor que se ha estado utilizando.

Puesto que en realidad un vector es un conjunto de segmentos de recta equivalentes. se define

la magnitud o longitud de un H'ctar como la longitud de cualquiera de sus representaciones y su
dirección como la dirección de cualquiera de sus representaciones. Haciendo uso de la represen­
tación oR y escribiendo el vector " '= (a. b) se encuentra que

oR

Calcule las magnitudes de los vectores j) v=(2.2): ji) "=(2.2J3): jji) "'=(-2J3,2):
jl')"= (~3. -3): I')\' = (6. -6): l'j),· = (O. 3).

-"t=-----x
O

p~oQ

Vectores en IY 'J I)l

Un '"cetor \' en el plano xy es un par ordenado de numeros reales (o, b). Los números a y
b se denominan elementos o componentes del vector v. El \'eclor cero es el vector (O, O).

Definición algebraica de un vector

J'

C,\I>iTLlO 3

Figura 3.4
la mill)'litud de un vector
con COOI'denada x igual aa
ycoordenada Y igual ab es

"r;;-;t;

DEFINICiÓN a

MAGNITUD o
LONGITUD DE UN

VECTORIJ!,-_':':":'-

Figura 3.3
se puede rnOYef Pó para
obten!!' lM'l 5e9'"f1E'I110 de
recta dirigido equivalente
con su pl.II10 Ocial en el
~ Observe que M y
PO 500 paroJlelos 'f tienen
la misma longitud

222



EJEMPLO 2

•• Soludó"

(2)

,.
(0.3)

2-,+":---L_ x
O

fJ

b)

J

(22J3)

b
tanS=­

a

,.

5.

4

y

JlL
2~

,
O

o O,. ,
7.-
4

•(-3. -3) (6. -6)

d) ,.)

Estos seis vectores están dibujados en la figura 3.5.

3.1 Vectores en el plano 223

i. 1'1 =j2'd =J8 =2J2

Ii. 1'1 =)2' +(2/3)' =4

¡;j. 1'1 =)(-2/3)'+2' =4

iv.I'I=)(-J)'+(-Jl'=J18=JJ2

v. 1'1 =J6' +(-6)' =m =6J2

vi. Ivl =Jo~ +31 = J9 = 3

Nor". tan 8 es periódica con periodo rr. entonces si ti *-°siempre existen dos números en [0, 21t)
b. rr5rr

tales que tan e= -. Por ejemplo. tan - = tan - = 1. Para determinar ede manera única es ne-
a 4 4

cesario determinar el cuadrante de \', como se apreciará en el siguiente ejemplo.

Calcule las direcciones de los vectores en el ejemplo l .

Cálculo de las direcciones de seis vectores

Se defme la dirección del vector \' = «(1, b) como el ángulo e. medido en radianes. que forma el
vector con el lado positivo del eje x. Por convención, se escoge e tal que 0:$ e< 21t. De la figura
3.4 se deduce que si ti *- 0, entonces

DIRECCiÓN DE

UN VEaOR
I!!

•• Soludó"

f"IgUTa 3.5
~:: ones de seis vectores



Figura 3.6
El ve<tor 2v tiene la misma
dirección que v y el doble
de su magnitud. El ve<tor
-2v tiene dirección opues­
la a v yel doble de su
magnitud

Vectores en J.)l y 1)'

(3)

(4)

c) -2v

y

,Ji
o

(-2. -2)

--+--h"7f.,---~x
Oe),; 12.2)", (l, 1)

y

--~,*'-t--t-~ xo

Dirección de av

•
Dirección de Ol' = dirección de v, si a > O
Dirección de av = (dirección de v) + 1t si a < O

(1. 1)

y

-..,;t'--i--+-'o
a) El vcctor original \'

vi. No se puede usar la ecuación (2) porque bla no está definido. No obstante. en la figura

3. 5/ se ve que e= re/l.

Dirección de (O. b) =~ y dirección de (O, - b) = 3; b > O

•

Multiplicar un vector por un escalar diferente de cero tiene el efecto de
multiplicar la longitud del vector por el valor absoluto de ese escalar.

V. Como l' está en el cuarto cuadrante y tan -1 (-1) = -rr./4, se obtiene e= 21t - (lt/4)
=7./4.

Magnitud de a v

i. l' se encuentra en el primer cuadrante ycomo tan e:= 2/2 = 1, e= rt/4.

iL e = tall-12J3/2 = tan- l J3 = rr./3 (ya que l' está en el primer cuadrante).

iiL l' estú en el segundo cuadrante y como tan- I 2/2,{j = tan- I
[/J3 = rr./6, y de la figura

15,' que e=. - (./6) =5./6.
¡v. ,. está en el tercer cuadrante, y como tan-Il =rr./4, se encuentra que 8=1[+(71:/4)

= 5./4.

En general, si b > O

es decir.

Más aún, si a > O, entonces a\' está en el mismo cuadrante que \' y, por lo tanto, la dirección
de W' es la misma que la dirección de l' ya que tan-I(ablaa) = tan-'(bla). Si a < O, entonces av
tiene dirección opuesta a la de \'. En otras palabras,

En la sección 1.5 se definió la suma de vectores y la multiplicación por un escalar. ¿Qué sig­

nifican cn términos geométricos estos conceptos? Se comienza con la multiplicación por un
escalar. Si l' = ((1, b), entonces av = (all, ah). Se encuentra que
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,

b)

,.

Desigualdad del triángulo

lu + vi -; lul + 1'1

al

s," ,. = (1.11. Entonces 1vI =~ =Ji y12,1 =1(2. 211= )2' + 2' =J8 =2Ji =21'1. Tod"""

más. ]-2\'1= J(-2)2 + (_2)2 =2J2 =21"1. As!. la dirección de 2,' es rt/4_ mientras que la direc­

ción de -2\'Cs 5Tt/4{vea la figur;l 3.6).

Ahora suponga que se suman dos vectores: u = (u l , b.) y " = (u!, b!) como en la figurd 3.7.
De la figura se puede apreciar que el vector u + "= (al + (/l' b¡ + b!) se puede obtener trasla­
dando la representación del vector \' de manera que su punto inicial coincidu el punto terminal
(a

l
_ b,) del vector u. Por lo tanto. se puede obtener el vector u + ,. dibujando un paralelogramo

con un vértice en el origen y lados u Y", Entonces u + "es el vector que va del origen a lo largo
de la diagonal del paralelogramo.

Multiplicación de un vector por un escalar

Nota. Al igual que un segmento de recta es la distancia mÍls corta entre dos puntos. sc deduce
de inmediato. de la figura 3.7. que

__J~:::::::,,:::::=:(,~,,:.:b~,) _'"
O

:t1 Vedores en el plano 225

Por razones que resultan obvias en la figura 3.7. la desigualdad (5) se denomina desigualdad
del triángulo.

También se puede utilizar la figura 3.7 para obtener una representación geométric<1 del vcc­

lor u - Y. Como ti = U - " + \'. el vector u - "es el vector que se debe sumar a "p<lnl obtener
u. Este hecho se ilustra en la figum 1Sa. Un hecho similar se ilustra en la figura 18b.

EJEMPLO 3

3.8
-~;'MU~YYY-U

...- a mlSf1l<l magnitud
; 'e«lone~ opuestas

Figura 3.7
•.1 r~l<l del p<!f<lleJC!gf<lmo
:'a sumar vedores
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y

rigura 3.9
los wetor~ i y j

(o. 1)

---::-I-...,...~I--_x
O (1.0)

Existen dos vectores especiales en I)l que nos permiten representar otros vectores en el plano
de una forma conveniente. Se denota el vector (1, O) por el símbolo i y el vector (O. 1) por el
simbolo j (vea la figura 3.9). Si \' = (a, b) es cualquier vector en el plano, entonces como (a, bJ
=a( 1. O) + b(O, 1), se puede escribir

\' = «(l. b) = ai + bj (6)

DEFINICiÓN El

Con esta representación se dice que \. está !'xpresat/o en sus compom'lIu!s "or;=olllol y "cr/iea/.

Los vectores i y j lienen dos propiedades:

i. Ninguno de ellos es multiplo del otro. (En la terminologia del capítulo 4, son líneo/fllmte

¡ndí·pendientes.)

ii. Cualquier vector v se puede escribir en términos de i y j como en la ecuación (6).'

Nola histórica. Hamilton utilizó por primera vez los símbolos i y j. Definió su
cuaternión como una cantidad de la forma a + bi + cj + dk, donde a es la ·'par·
te escalar" y bi + ('j + tlk es la "parte vectorial". En la sección 3.3 se escribirán
los vectores en el espacio en la forma bi + cj + tlk.

Bajo estas dos condiciones se dice que i y j forman una base en ~l. En el capítulo 4 se estudiu­
nin las bases en espacios vectoriales arbitrarios.

Ahora se definirá un tipo de vector que es muy útil en ciertas aplicaciones.

Vector unitario

Un vector unitario

Un \'eclor unitario es un vector con longitud 1.

...---------
El vector u =(1j2)i + (J3/2)i es un vector unitario ya que

.,---
En la ecuaCión (6) se dICe que v se puede eSCribir como una comblrlilción Imeal de i y j Se estudiará el concepto de
combinación lineal en la seCCIón 4 5,



rt2:ura 3.10
;'.~w tE'lTllínal de 1.11

_-:' unitario que tiene su
-'- Illtial en el origen se

- _~tr,,!dlre el drcuIo
. ']' o (e-cuIo centrado en
'~)Oll con radio 1)
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!'

.....-t--_ u = ui + bj

bj

----t------:*"....:':-....+----,
O ui

Sea u = (Ji + bj un vector unitario. Entonces lul = J0 1 +b1 = 1. de manera que (r + Ir = 1 Yu
se puede representar por un punlO en el círculo unitario (vea la figura 3.10). Si aes la dirección
de u. es claro que tI = cos eyh = sen a. De este modo. cualquier veclor unitario u se puede
escribir en la forma

EJEMPLO 5

Representación de un vector unitario

u = (cos 9)i + (sen 9)j

donde ees la dirección de u.

Cómo escribir un vector unitario como (cos e)i + (sen e)j

(7)

EJEMPLO 6

•• SO¡'Il'iÓIl

El vector unitario u = (1/2) i +{J3/2)j del ejemplo 4 se puede escribir en la forma de (7) con

e= cos·' (1/2) = ./3.
También se tiene (vea el problema 23)

Sea v un voclOr diferente de cero. Entonces u = v~vl es
un vector unitario que tiene la misma dirección que l'.

•

Cómo encontrar un vector unitario con la misma dirección

que un vector dado diferente de cero

Encuentre un vector unitario que tiene la misma dirección que l' = 2i - 3j.

Aqui lvI = J. + 9 = J13. poclo que u = v~vl = (2/J13)¡ - (3/JI3¡) es el vcelo< que se busca .

Se concluye esta sección con un resumen de las propiedades de los vectores.
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Tabla 3.1

Expresión en términos de componentes si

Objeto
Definición u =u.i + "li, v = "Ii + "Ji, y
intuitiva

u=(ul,UZ), V=(V1,V1)

Vector v
Un objeto que tiene

Vii + v1 j o (vI' \/2)
magnitud y dirección

[vi Magnitud (o longitud) de v Jv1 + v~, ,

av l'v ~v avli +uv1j O (avl , (Xv])

(en este dibujo a = 2)

-v l'v ¿-v -Vii - v1 j o (-vl,-Vz) o -(V
1
,V

1
)

u+v uzJv (11. + vl)i + (112+ ,,!)j O (Ut +"1,112+"2)
U

u-v I:s.-v (ul-v.)i+(uz-v1)j o (U1-V.. "z -v:)
u

problemas 3,1

AUTOEVALUACIÓIll

1. Un I'('clor es _

a) dos puntos en el plano xy.

11) un segmento de recta entre dos puntos.

(.) un segmento de recta dirigido de un punto a otro.

d) una colección de segmentos de recta dirigidos equivalentes.

11. Si P = (3. -4) YQ = (8. 6) el vector iQ tiene longitud _

a) ~1+I-41 bl (3)' + (-4l' el (3 - 8)' + (-4 - 6l' d) ~r:(8---'3-')'-+-'(6'----('---'--4l-')'

111. La dirección del veclor H. 8) es _

IV. Si u = (3. 4) Yl' = (5.8). entonces u + v _

a) (7.13) bl (8. 12) el (2.4) d) (15.32)

V. Si u = (4. 3). entonces el vector unitario con la misma dirección es que u es _

a) (0.4.0.3) b) (0.8,0.6) e) (H) á) (H)
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De [os problemas 1 al16 encuentre la magnitud y dirección del vector dado.

1. v=(4,4) 2. v=(-4.4) 3. ,~(J3.-2) 4. v=(4.-4)

5. v=(-4,-4) 6. ,~(-J3.-2) 7. ,. ~(13.11 8. '~(I.13)

9. F(-2,13) 10, '=(-1.13) 11. ,= (1, -13) 12. v=(3.2)

'3. '~(-I.-13) 14. F (1.2) 15. v =(-5, 8) 16. v=(11,-14)

17. Sea u = (2. 3) Y v = (-5,4). Encuentre a) 3u: b) u + l'; e) l' - u; el) 2u - 7l'. Bosqueje eslOs
vectores.

18. Sea ti = -3i + 2j y" = 4i + 5j. Encuentre: a) u + v: b) u - l'; t') l' - u: el) -2u + 3,':
e) 2u - kI) u + 2l', Bosqueje estos vectores.

19. Sea u = 2i - 3j Y v = -4i + 6j. Encuentre a) u + ": b) u - l'; e) 3u: el) -7v; e) 8u - 3v:
n 4v - 6u. Bosqueje estos vectores.

20. Demuestre que el vector (;. -t) es un vector unitario.

21. Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios.

22. Demuestre que el vector (1/ J2.)i + (1/J2.)j es un vector unitario.

23. Demuestre que si v = ai + hj:;6 O. entonces u = (a/ Ja 2 + h! ) i + (b/ Ja! + b! )j es un vector
unitario que tiene la misma dirección que v.

De los problemas 24 al 29 encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que el
vector dado.

24. v = 2i + 3j 25. v=4i-6j 26. \'=i-j 27. l'= -3i+4j

28. l'= -3i-Sj 29. l' = ai + aj; a"*O

30. Si l' = ai + bj demuestre que a/Ja 1 + bl
= cos ayb/Ja 1 +bl

= sen e. donde ees la direc­
ción de l'.

31. Si l' = 2i - 3j encuentre sen eycos e.

32. Si l' = 4i - j encuentre sen eycos e.

Un vector l' tiene dirección opuesta a la del vector ti si dirección de \' = dirección de u + rr. De
los problemas 33 al38 encuentre un vector unitario l' que tenga dirección opuesta a la dirección
del vector dado u.

33.u=i+j

37. u=-2i+3j

34. u = 2i - 3j

38. u= -3i-Sj

35. u=4i-6j 36. u=-3i+4j

39. Sea u = 2i - 3j Y\' =-i + 2j. Encuentre un vector unitario que teng<lla misma dirección
que: a) u + l'; b) 2u - 3v; e) 3u + 8l'.

40. Sea P = (c. el) y Q = (e + (1, el + h). Muestre que la magnitud de i0. es Ja 1 +b l
.

41. Demuestre que la dirección de PQ en el problema 30 es la misma que la dirección del vector
(a, b). [Sugerencia: si R = (a. b), demuestre que la recta que pasa por los puntos P y Q es
paralela a la recta que pasa por los puntos Oy R.]
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De los problemas 41 al 47 encuentre un vector "que tenga la magnitud y dirección dadas.

42. 1v1-3; &-./6

45. 1vI-1; &:./4

43. Ivl:4; e:.

46. 1"1: 2; e: ./2

44. Ivl:8; &:./3

47. 1vI- 6; &: 2./3

*48. Demuestre de manera algebraica (es decir. estrictamente de las definiciones de sum<l y m<lg­

nitud de vectores) que para cualesquiera dos vectores u y ".10 + "I:s lul + 1"1.

49. Demuestre que si u y ,. son diferentes del vector cero. entonces lu + "1 = 101 + 1"1 si y sólo si
u es un muhiplo escalar positivo de v.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClólll

1. Ji 11. Ji 111. Ji IV. b) V. b=r:

MANEJO DE LA CALCULADORA

Se puede trabajar con vectores en la calculadora HP 50g. Primero seleccionamos el
modo de coordenadas rectangulares para la representación de veclores, con la bandera
177 del sistema en la posición de elección. ;11 oprimir~~ 1 se presenta la si·
guiente ventana

1;. TI 11(.

l.U'l1l..
UJSL
~_nrtIIklc..

..."L
'.'1lSL1.tut.tU"_
I.rn_

El menú de VECTOR conliene las siguientes funciones:

.. mOlll(fW••
l."'J.CUSS..~..........
?JaI"
'.CT\1I "

y hay que asegurarse que la opción 7 este seleccionada (esto se verá como texto blanco
sobre fondo negro)

J.C.OSS
~.,.

5."'12
'."'13
1.UU"
'.aLln·
).SUl:lE "

-,'-'-'-'-- "

Se pueden escribir vectores directamente en la pila utilizando la secuencia ~!L----I
y escribiendo los mimeros separados por comas o espacios, finalizando con la tecla (fNTf"),
por ejemplo el vector (3,5)
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Se pueden guardar en memoria vectores como cualquier otro objeto utilizando el co­
mando (STO. J. esto es. se escribe el vector a guardar. se escribe el nombre de la variable
donde se quiere guardar el vector y por último se oprime (STO. ¡.

Para obtener la magnitud de un vector se utiliza el comando ABS.
Si se quiere expresar un vector en forma de magnitud y angula se tiene que cambiar

el sistema de coordenadas de la calculadora. esto se puede hacer siguiendo los pasos
mostrados al inicio de esta sección pero eligiendo la opción 8 en la figura 2 de la pagina
anterior. (Observación. asegúrese de incluir un punto decimal en las cantidades de Jos
vectores. de lo contrario la conversión no se efectuara en forma automútica.)

Tambien se pueden describir vectores en forma polar y la calculadora hara la con­
versión adecuada con respecto al sistema de coordenadas que se este utilizando. Para es­
pecificar un vector en forma de magnitud-ángulo, se abren corchetes con C5:lu--­
I seguido de la magnitud y el simbolo de ángulo (AU'HAI(EJ[D seguido del ángulo.
es decir. si queremos describir un vector con magnitud de 5 y ángulo de 3 radianes la
secuencia de teclas es la siguiente

~!L--ICD(AU'HA)®CDCDI(ENTEA)

La suma entre vectores y la multiplicación por un escalar se realiza de modo transparen­
te para el usuario siempre y cuando las dimensiones sean compatibles.

En los problemas 50 al61 utilice la calculadora para encontrar la magnitud y direc­
ción (en radianes y grados) de cada vector en 1)2.

SO. (1.735,2.437) 51. (1.735. -2.437)

52. (-1.735. 2.437) 53. (-1.735, -2.437)

54, (-58,99) 55. (- 58. -99)

56. (58.99) 57. (58. -99)

58. (0.01468. -0.08517) 59. (0.01468, 0.08517)

60. (-0.01468. -0.08517) 61. (-0.01468,0.08517)

• MATLAB 3.1

Información de MATLAB.

Introduzca un vector como una matriz de 2 x I o de 3 X 1. La suma y muhipliC<lción por un
escalar es la misma que para las matrices.

Producto /!.fcalar de u y \: u'.\,

Magl1iwtl (/Ol1gillUIJ de \': sqrl(\"*\') o 110rlll(\')

Dirección de 1': vea el ejemplo 2 y use el hecho de que lan-I(c) se encuenlrd con al:lII(cJ. Tam­
bién se puede utilizar el comando alaIl2(x.)·) (ver doc alan2)

Gráfims: varios problemas utilizan gráficas. Se proporcionan instrucciones específicas en cada
problema.
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1. a) Utilice MATLAB para vcrificar los resullados obtenidos con lápiz y papel para la
magnitud y dirección de los vectores de los problemas impares 1 al 12 de esta sección.

Nollt. Ji se encuentra con sqrl(J).

h) Utilice MATLAB para encontrar la magnitud y dirección de los vectores en los proble­

mas pares 38 al 49 en esta sección.

2. Las combinaciones lineales de vectores seran importantes en el trabajo futuro. Este pro­
blcmu describe una manera de visualizar las combinaciones lineales de veclores en el plano
(vea (amblen el problema 3 siguiente).

a) Se quieren graficar varias combinaciones lineales de dos vectores dados en el mismo
conjunto de ejes.. Cada vector sera representado por un recta de (O. O) al punto termi­
nal del vector. Scan u y \' dos matrices (vectores) de 2 X I dadas. Se quieren graficar

vurios vectores z. donde z = au + h\' con -1 S a. b s: I pam ayudar a la comprensión
de la geometria de una combinación lineal. Lea la nota sobre gráficas que se presentó

antes de estos problemas de MATlAB.

Introduzca u y \' como vectores columna. elegidos por usted tales que no sean parale­

los. Dé lo siguiente:

wzu+v;ww=u-v;aaz[u',v',w',ww'j ;M=max(abs(aa))

axis ( 'square ' ) ; axis ( [-M M -M M))

plot ([O v (l)) , (O. v (2) 1 , [O, u (l)) , [O, u (2) J )

hold on

grid

Con esto verd u y \' graficados. los siguientes comandos de MATLAB gmfican la

combinación lineal entre los vectores u y \'

a_l; b""l;

z;a*ulb*v;

plot( [O z (1) l, [O z(2) J, 'e',' linewidth', S')

Repita cinco veces los tres renglones de comandos anteriores. pero modifique la elec­
ción de a y b COIl OS a. b S I (recuerde que puede usar las "echas hacia arriba). Observe
la geometría de cada combinación lineal conforme obtenga cada una de las gníficas.

¿Cómo se verd la pantalla de gr.ificas si se grafican multiples casos de a y h?
Repita seis veces los últimos tres renglones de comandos con los siguientes cam­

bios: cambie 'e' a 'r' y elija al menos otras seis ti y b para O:S CI:S 1 Y-1 s: b:s; O. Sea (1 =

I Yb = - I la primerd elección. Observe la geometria y conteste la pregunta anterior.
Repita los ultimas tres renglones de comandos seis veces con los siguientes mo­

vimiemos: cambie 'c':. 'm' y elija por lo menos otras seís ti y b para -1 :S CI:S O Y
OS h:s; J. Sean (1 = -1 Yb = 1 los primeros valores. Observe la geometría y conteste la

pregunta anterior.

Repita seis veces rnús los últimos tres renglones de comandos con los siguientes mo­

vimientos: cambie 'e' lt 'k' Yelija por lo menos olros seis valores de ti y b para -1 :S l/.

b :S l. Sean (1 = -1 Yb = -1 los primeros valores. Observe la geomelria y responda
la pregunta. igual que antes.

¿Cómo se vería la pantalla de graficas si se graficaran C'dda vez más combinaciones

lineales?
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Al terminar este problema de el comando hold off.

b) Siguiendo las instrucciones anteriores. explore 10 que ocurre si comienza con u y \'
pamlelos.

Al terminar este problema, de el comando hold off.

3. (E:'ilt' problelJla u.m l'Iarc!Jil'O Iincomh.m) Dados dos vectores no paralelos en el plano. se
puede escribir otro vector cn el plano como una combinación lineal de estos dos vectores.

M El archivo /illcomh.m se presenta a continuación.

function lincomb(u,v,w)

• LINCOMB funcion que grafica los vectores u,v,w y

• se expresa w como la combinacion lineal del u,v es decir

• w . a u + b v, con a,b reales

•
• u, vector de 2xl

• v, vector de 2xl

• w, vector de 2xl

\ define el origen

origen",{O;O] ;

% se encuentran los valores de las constantes de la combinacion
lineal

A=[u,v];

xx=A\w;

Ou= (origen, u] ;

Ov=[origen,v];

Ow=[origen,w] ;

PPl=[origen,xx(1)*u,xX(1)*u+xx(2)*v,xx(2)*v,origen]

\GraEica de vectores

plot(OU(1.:),Ou(2,:),'-*b',OV(l,:),Ov(2,:),'­

*b' ,0111'(1,:) ,Ow(2,:), '-*g')

text(u(1)/2,U(2)/2, '\bE u')

text(v(1)/2,v(2)/2, '\bE v')

text(w(1)/2,w(2)/2, '\bf w')

hold on

plot (PP1 (1,:), PPl(2,:),' :r ' )

grid on

•
title( ['u: [, ,num2str(u(l)),';' ,num2str(u(2)), '],

'v= [' ,num2str(v(l)), '; I ,num2str(v(2)) , ,] ,

'ws [, ,num2str(w(1l), '; ',num2str(w(2)) , 'l 'l )

xlabel(['w (',num2str(xx(I),2), ') u + (',num2str(xx(2),2

') v' J )

•
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axis square

a:axis;

axis ([mio (a{ [1, 3)) 1,max(a ([2,4)) 1,min(a ([1, 3J)) ,max(a( [2,4))) 1),
hold off

Una vez que se haya escrito la función en un archivo con nombre /illcomb.11I. dé el comando
doc Iincomb para tener una descripción de este archivo con extensión m.

Sean u y l' dos \'~lOres de 2 X 1 que no son paralelos. Sea", = 5*(Z*rand(2,1)-1).
Dé lincomb(u.\'.w). Primero verd graficados u. l' y w. Oprima cualquier tecla y apareo:ra
la geometria de w escrita como una combinación lineal de u y l'. Repita para diferentes
vectores w. u y l'.

m EL PROOUCTO ESCALAR y LAS PROYECCIONES EN 1)'

En la sección 1.6 se definió el producto escalar de dos vectores. Si u = (a l - b,) Y" (a~. b!). entonces

Ahora se verd la interpretación geométrica del producto escalar.

(1)

DeFINICióN a

TeOREMA a

Ángulo entre vectores

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces el ángulo lp entre u y v está definido
como el ángulo no negativo más pequeñot entre las representaciones de u y vque tienen
el origen como punto inicial. Si u = av para algún escalar a, entonces lp = Osi a > Oy
lp = ¡{ si a < O.

Esta definición se ilustra en la figura J.ll. Observe que q> siempre se puede elegir para que sea
un ángulo no negativo en el intervalo [O. nJ.

Sea v un vector. Entonces

L. DEMOSTRACIÓN Sea l' = (a, b). Entonces

y

v· v= (o, b) . (a. b) = a . a + b . b = al + bl = Ivf

•
, Este angulo eo>tdfd I'fl ellOlt'fVdlo lO. n)

(2)
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,.,. ",.
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• .,
"

O
x

x
O , ,

a) b) e)

,

Figura ).11
Angulo lp enlJe dos

""'~~

J ,

Ijl=O

"
x

O

d)

----11--;,1';;---- x

"

TEOREMA a Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Si lp es el ángulo entre ellos., entonces

(3)

C. DEMOSTRACiÓN La ley de los cosenos (vea el problema 2.5.10, página 215) establece que en el triángulo
de la figura 3.12

c!= O!-+ b2 - 2abcosC

,.

B

l' - u. ",
-----':+"----_ x

O

(a:!> ~)

e

a

A

Figura 3.12
Triárn:¡ulo (011 lados d. b Ye

Figura 3.13
Tri~ngulo (Colados Iu~ IvI
yIv - ul
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Ahora se colocan las representaciones de u y \' con los puntos iniciales en el origen de
manera que u = (u

l
• b

l
) Y" = (u

2
, h

2
) (vea la figura 3,13), Entonces de la ley de los cose­

nos. 1v - u f = I\f + lul 2
- 21ull\'1 cos 19. Pero

de (2) teorema 1¡ji), pág. 59

Iv - uf = (\' - u) . (v - u) = \' . " - 2u • " + u • u
= I\f- 2u'" + lul2

Así. despues de restar I\f + lul2 en ambos lados de la igualdad. se obtiene - 2u . \'
- 2lull"l cos ¡p. y el teorema queda demostrddo.

Obsermáolf. Haciendo uso delleorema I se puede definir el producto escalar u . \' como

u . " = lull"l cos lJl

"'~__C_á_lc_u_l_o_d_e_l_á_n~g~u_l_o_e_n_t_'_e_d_o_,_v_e_"_o_'_e'__

Encuenlre el ángulo enlre los vectores u = 2i + 3j y " "" -7i + j.

• Soluciá"

de manera que

u'\' -11

00' ~ = ["11'( Ji3:rso -F. -0.431455497'
"650

DEFlNlCION El

EJEMPLO 2

lp =:; cos- I (-0.431455497) .. 2.0169: ('" 115,6°)

NOIII. Como O== <p ~ rr. cos-I(eos <p) "" <p.

Vectores paralelos

Dos vectores diferentes de cero u y \' son Imralclos si el ángulo entre ellos es cero o n,
Observe que los vectores paralelos tienen la misma dirección o direcciones opuestas.

Dos vectores paralelos

Demuestre que los vectores u = (2. - 3) Y\' = (-4.6) son pardlelos.

•• Solució"
-8-18 -26 -26
J1jJ52 - Ji"i(2JiJ) - 2(13)-

Por 10 tanlo. 19 = ][ (de manera que u Y" tienen direcciones opuestas).

•
, htos~ di IlJual que otros en ~ Oro. se obtu....eron con una calcul.:ldofa
, Al Mc:t'f este uk:ulo. asequrese de que su calculadora f'5~ en lTllXIo de fadlanes
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DEFINICiÓN El

EJEMPLO]

•• Soludófl

TEOREMA 1:1
L DEMOSTRACIÓN

TEOREMA a

~ DEMOSTRACIÓN
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Si u *- 0, entonces l' = au para alguna constante a si y sólo si u y v son paralelos.

La prueba se deja como ejercicio (vea el problema 44).

Vectores ortogonales

Los veclores u y l' diferentes de cero son ortogonales (o perpendiculares) si el ángulo
entre ellos es n/2.

Dos vectores ortogonales

Demuestre que los veclOres u = Ji + 4j y l' = -4i + Jj son ortogonales.

u . l' = 3 . 4-4 . 3 = O. Esto implica que cos cp = (u . \')I(lullvl) = Oy como cp eSI'" cn el intervalo

(O. rrJ. ~ =1Ú2.

Los vectores u y v diferentes de cero son ortogonales si y sólo si u . v = O.

Esta prueba también se deja como ejercicio (vea el problema 45).

Muchos problemas inleresanles se refieren a la noción de la proyección de un vector sobre otro.

Antes de definir esto se demuestra el siguiente teorema.

Sea l' un vector diferente de cero. Enlonces para cualquier airo vector u el vector

(u· v)
w=u---v

]vi'
es ortogonal a \'.

nv=[u-lu1tlv=uv (UI~;V)

(u.v>ivf
=U'l'- u·v-u·v=O

]vi'

Los veCIOres u. l' y W se iluslmn en la figura 3.14.

Figur:1 3.14

.;Klor "
, ,

u-W'

!'

[

U,, J11- ~ \'=W\\'

, u,v

~_ I,r v=proy."
-,1f.,;."""'------------x
O
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DEFINICiÓN a Proyección

Sean u y l' dos vectores diferentes de cero. Entonces la pro)"ección de u sobre ves un vec­

tor denotado por proy, u, que se define por

u'v
proy u=--, v

• 1vI'

la componente de u en la dirección
u,v

de v es M' y es un escalar,

Observe que vll"1 es un vector unitario en la dirección de v.

(4)

(5)

Oh.\·('I'I'(/dáll 1, De las figuras 3.14 y 3.15 Ydel hecho de que cos (¡l = (u . ") (ful,'j), Se encuentra

que

vyproY,utienen:
i. la misma dirección si u . v > Oy

ii. direcciones opuestas si u . " < O. •

u

rr.>­2
u ·V<O

Figura 3.15
a) v y proy. u tienen la rM­
lT\iI direa:i6n si u . v > O,
bl v yproy. u tieol'n dile<­
ciones opuesta5 si u . v< O

u

rr.<­2
u ·v>O

, , ,,, , ,

•
proy" u

a)

, , , , , , ,

b)

•
proY,o u

,.

Ohsefmdó" 2. Se puede pensar en la proy, u como la "v-componente" del vector u.

Ohscn'udón 3. Si u y ,. son ortogonales. entonces u . \' = Ode manen! que proV. u = O.

Oh.~efl'adóI14. Una definición alternativa de la proyección es: si u y" son vectores diferentes de
cero. entonces prov. u es el unico vector con las siguientes propiedades:

i. proy, u es paralelo a v.
ji. u - proy, u es ortogonal a",

•
1IImIIIIII__C_á_lc_u_lo_d_e_u_n_a---,p_r_o~y_e_«_i_ó_n _

Sean u = 2i + 3j y \' = i + j. Calcule proy, u.

•• Solución Proy, u = (u 'v)vll'f = [51(J2n ,. = (512)i + (512)j (vea la figura 3.16).



Figura 3.16
la Pfoyt'(ción de (2, 3)
sobre O, 1) es ('1-. n

J'

3.2 El producto escalar y las proyecciones en

-ti + t j

(2.3).~

,- (H),,,
" ",,,

fi +fj

2J9

EJEMPLO S

•• Soludón

Figura 3.17
.J Pfoyt'(óón de 2i - 3i
.:>brei~jes-2.i j

problema5 3,2

-;:-i<---t-r'---+--f--x
°

Calculo de una proyección

Sean u :: 2i - 3j Yl' :: i + j. Calcule proy. u.

En este caso (u . v)/l'12 :: -t: así. proy, u :: -ti - tj (vea la figura 3.17).

J"

\' =' i + j

-j-,"0>tf--If--+- x

AUTOEVALUACI6.

1. i·j= .

a) 1

e) °
11. (J. 4)' (J. 2) = .

a) (J + J)(4 + 2) = 36

e) (3 - J)(2 - 4) = °

b) ~(O-I)' +(1- O)'

ti) i + j

b) (3)(3) + (4)(2) = 17

d) (3)(3) - (4)(2) = 1

111. El coseno del ¡¡ngulo entre i + j e i - j es _

a) Oi + Oj b) O e) Ji
IV. Los "cclores 2i - 12j Y3i + H}j son _

a) Ni paralelos ni ortogonales h) Paralelos

e) Ortogonales á} Idénticos
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V. Diga cuál de las siguientes afirmaciones es cierta sobre el sistema.

a) U·""

M
..

b) H U·""""e) --HH

De los problemas I al 10 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del ángulo
entre ellos.

2. u = 3i: \' = -7j 3. u = 2i - 3j; v = -i + Jj

5. u = (ti: v = ~j: a. ~ reales 6. u=-4i-2j:v=5i+7j

8. u=2i+5j:v=5i-2j 9. u=-3i+4j;v=-2i-7j

l. u=i+j:v=i-j

4. u=-5i;v=18j

7. u=2i+5j;v=5i+2j

10. u=4i+5j;v=5i-4j

11. Demuestre que para cualesquiera números reales a y~. los vectores u = ni + ~j y \' = ~i

- aj son ortogonales.

12. Scan u." y w [res vectores •• rbitrarios. Explique por qué el producto u . \" "' 1/0 estú defi­

l/ido,

De los problemas 13 al 19 determine si los vectores dados son ortogonales. paralelos o ninguno
de los dos. Después esboce cada par.

13. u = 3i + 5j: \' = -6i -lOj 14. u=2i+3j:v=6i-4j

15. u=2i-3j:v=-9i+6j 16. u=2i+Jj:v=6i+4j

17. u=2i+3j;v=-6i+4j 18. u=7i:\'= -23j

'9. u = 2i - 4j:" = -i + 3j

20. Sean u = 3i + 4j y \' = i + ajo Determine a lal que:

a) tl Y \' son ortogonales.

e) El ¡"¡ngulo entre u y \' es n/4,

h) u y v son paralelos.

ti) El ángulo entre u y \' es n/3.

21. Se.m u = - 2i + 7j y \' = ni - 2j, Determine o: tal que:

a) tl Y \' son ortogonales.

e) El ángulo entre u y " es 2 TI/J.

h) u y \' son paralelos.

ti) El ángulo entre u y \. es n/3.

22. En el problema 20 demuestre que no existe un valor de a pan. el que ti y \·tienen direcciones

opuestas.

23. En el problema 21 demuestre que no existe valor de a para el que u Y" tienen la misma
dirección.

25. u= -5j;v=i+j

27. u=2i+j:v=i-2j

29. u = -i - 2j: " = 5i + 7j

31. u=i+j:v=2i+Jj

En los problemas 24 al 37 calcule proy, u,

24. u=Ji;\'=i+j

26. u = 2i - 3j; \' = -9i + 6;

28. ti = 2i + 3j: \' = 4i + j

30. u = i + j; v = 2i - 3j

32. u = 4i - j: v = -2i + 3j

33, tl = ni + ~j: v = i + j; a.y ~ rcales positivos
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34. u = i + j: ,. = ai + ~j: ay ~ reales positivos

35. u=7i+2j:"=4i-6j

36. u = ai - ~j: ,. = i + j: ay ~ reales positivos con a> ~

37. u = ai - ~j; \' = i + j: ay Preales positivos con a< ~

38, Sean u = (jli + blj y v = u2i + bJ. Eswblezca llllU condición sobre (jI' bl. a: y b: que asegure
que v y proy, u tengan la misma dirección.

39. En el problema 31 establezco. una condición que asegure que \' y proy. u tengan dirITr:ione~

opuest:ls.

~ -
40. Sean P = (2. 3). Q = (5. 7). R = (2. ~3) YS = (l. 2). Calcule proyR! RS Yproy ;¿ PQ.

~ -
41. Se-dn P = (~J. 3). Q = (2.4). R = (-6. -2)y S = (3. O). CalculeproYiQ RS yproYi\ PQ.

42. Pruebe que los vectores diferentes de cero u y ,. son paralelos si y sólo si ,. = au p<1f<t alguna
constante a. [SlIgerelláll: Demuestre que cos q¡ = ±1 si y sólo si \' = nu.]

43. Pruebe que u y v son orlogonales si y sólo si u . " = O.

44. Demuestre que el vector \' = aj + bj es ortogonal ¡¡ la recta ax + by + (' = O.

45. Demuestre que el "ector u = hi + aj es paralelo ¡¡ la recta tlX + by + (. = O.

46. Un triangulo tiene vertices (1.3). (4. - 2) Y(- 3. 6). Encuentre el coseno de c:.d:••ingulo.

47. Un triángulo tiene verticcs (al' !JI)' (a:. b} y (ti)' b}l. Encuentre la rórmula pam el coseno de

cada angula.

*48. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualesquiera numeros reales "l' a:.b,
y b,

Utilice el producto escalar para probar esta rórmula. ¿Bajo qué circunstancias se puede susti­
tuir la desigualdad por una igualdad?

*49. Pruebe que la distancia más corta entre un punto y una recta se mide por una linea que
pasa por el punto y es perpendicular a la recta.

SO. Encuentre la distancia entre P = (2. 3) Yla recta que pasa por los puntos Q :: (-1. 7) y

R - (J. 5).

51. Encuentre la dislancia cnlre (3. 7) y la recIa que va a lo largo del vector" = 2i - 3j que pasa
por el origen.

52. Sea JI una matriz de 2 X 2 tal que cada columna es un vcetor unitario y que las dos co­
lumnas son ortogonales. Demuestre que A es invertible y que A- I = A' (A se conoce corno

matriz orlol!,onal).

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

1. el 11. h) 111. b) IV. el V. c)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Se puede obtener el producto punto entre dos vectores utilizando el comando DOT. Se
necesitan tener dos vectores de dimensiones comp."1tibles en las posiciones I y 1 de la
pila y escribir el comando DOT seguido de la tecla entero esto si se quiere obtener el
producto punto entre los vectores vI con magnitud 5 y ángulo 3 radianes y el vector v2
con magnitud 3 y ángulo 5 radianes

C5J!L-CD(AU'HAI~CDCD(fNn'RI

C5J '_f_CD(MPHA)~CDCD(fNn'RI

(Al.'HAI(Al.'HAlc:::Elc:::Elc:::DIfNn'R)

Si queremos obtener el vector unitario asociado a vi (magnitud 4 y ángulo 3 radianes)
podemos proceder como sigue

Para calcular el operador proy. U, si tenemos guardados vectores U y V, por ejemplo
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En los problemas 53 al 57 utilice una calculadora para encontrar un vector unitario que
tenga la misma dirección que el vector dado.

53. (0.231,0.816) 54. (-91,48) 55, (1295, -7238)

56, (-5.2361. -18.6163) 57, (-20192,58116)

De los problemas 58 al 61 utilice una calculadora para encontrar la proyección de ti

sobre v y esboce u. v y proy, u.

58. u "" (3.28, - 5.19). \' ""( -6.17. -11.526)

59. u = (0.01629. -0,03556). \. "" (0.08171. 0.(0119)

60. U"" (-5723,4296). \' "" (17171.-9816)

61. u = (37155,42136). ,. = (25516, 72385)

• MATLAB 3,2

l. Para los pares de vectores de los problemas 24 a 32. verifique los vectores proyección cal­

culados con lápiz y papel usando MATLAB (cons,ulte 1" información de manejo de MAT­
LAB anterior a los problemas de MATLAB 3.1).

1Vf 2, (Este proble/l/a usa el archil'O prjlll.m) El problema se refiere .. la visualización de las pro-
yecciones. A continuación se presenla la función prjln.m.

function prjtn(u,v)

\ PRJTN funcion proyeccion. Grafica la proyeccion del vector u

\ en la direccion del vector v

•
\ u: vector de 2xl

\ v: vector de 2xl

origen: [0;0];

P_ (u' *v) / (v' *v) *V;

Ou_[origen,uJ;

Ov:(origen,vl;

OP: [origen, P];

uMP: [u, p] ;

plot(Ou(l,:) .Ou(2,:), '22b*',Ov(l, :l,Ov(2, :l, '22b*', ..

OP(l,:) ,OP(2,:), '-go' ,UMP(l,:) ,uMP(2,:),' :m')

text(u{1)!2,u(2)!2,'\bf u');

text(u(1),u(2) ,'1')

text(v(1)/2,v(2)/2, '\bf v');

text (v(l) ,v(2), '2')

text(P(I)/2,P(2)/2, '\bf P');

text(P(U,P(2),'3')
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a=axis;

axis([min(a([1,3]))-1,max(a([2,4]))+l,min(a([l,3]))

-l,max(a( [2,4)) )+1])

axis square

grid on

title('P es la proyeccion de u en v'l

xlabel{'u termina en 1, v termina en 2, P termina en 3')

Una vez que se ha escrito la función en un archivo con nombre prjtn de el comando doc
prjtn para tener una deS(ripción de este archivo con eXlensión 11/.

Para los pares de vectores u y l' dados enseguida:

a) Introduzca u y \' como matrices de 2 X I Ycalcule p = proyección de u sobre ",

h) Dé el comando prjtn(u. \,) (este archivo despliega u y l' en la pantalla de gráficas. Opri·
ma cualquier teela y baja ni una perpendicular del punto terminal de u hasla la recta
determinada por '1'. Oprima cualquier teela y se indicará el vector proyección).

,.) Mientras observa las gráficas en la pantalla. verifique que el vector p grafic<ldo sea el
\'eClor calculado en ll). localice el "ector (paralelo a) u-p. ¿Cual es la relación geomé·
trica entre u - p y"?

i. u = 12;11

;;;. u=12;11

l' = 13;01

,= 1-1;21

n. u ~ 12;31

iv. ti = 12;31

,. ~ 1-3;01

v = 1-1;-21

l'. Elija sus propios vectores u y v (al menos tres pares).

ID VEaORES EN EL ESPACIO

Se ha visto que cualquier punto en el plano se puede representar como un par ordenado de
números reales. Dc manera Hnúloga. cualquier punto en el espacio se puede representar por una
tcrna ordcnada de números reales

(a. b. e) (1)

1-'
ORIGEN

EJE X

""
"El

Los vectores de la forma (1) constituyen el espacio~. Para representar un punto en el espacio.
se comienza por elegir un punto en V. Se denomina a este punto el orig<,n. denotado por O.
Despues se dibujan tres rectas perpendiculares entre si. a las que se llam¡t el eje x, el eje J' y el
eje :. Dichos ejes se pueden seleccionar de diferentes formas. pero la mas común tiene los ejes
x y)' horizontales y el eje =vertical. Sobre cada eje se elige una dirección positiva y la distancia
a 10 largo de cada eje se mide como el número de unidades en esta dirección positiva a p.utir
del origen.

Los dos sistemas básicos para dibujar estos ejes se describen en la figura 3.18. Si los ejes se
colocan como en la figura 3.18a. entonces el sistema se denomina sistema derecho: si se colocan
como en la figura 118b. se trata de un sistema iZ1ltlicrdo. En las figuras las l1echas indican la
dirección positiva de los ejes. La razón para la elección de estos lerminos es la siguiente: en un
sistema derecho. si coloca su mano derecha de manenL que el dedo indice señale en la direc­
ción positiva del eje x mientras que el medio apunta en la dirección positiva del eje)'. entonces
su pulgar apuntará en la dirección positiva del eje:. Este concepto se ilustra en la figura 3.19.
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La misma regla funciona pant el sistema izquierdo con los dedos de 1.. mano izquicrda, En el
resto de este libro se seguira la práctica comun de describir los ejes de coordenadas usando un
sistema der~ho.

Fi!!ura 3.18
a ~"SlSlema deredJo;
b ~ si'stema iu,.¡ierdo

->'é-----~,.
O

,,)

,-

->'é-----.,.
O

b)

Figura 3.19
. mano derecha indica las
~ 'ecciones de un sistema
~~,echo

f'lAHos

, =":.::'0."'=::'",=""'=u-
Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres planos coordenados. que se denominan

plano xy. plano x= y plano J=. El plano xycontiene los ejes x y r y es simplemente el plano con
el que se ha venido trabajando hasta ahora en la mayor parle del libro. Se puede pensar en los
planos.c y ,1'= de modo similar.

Al tener nuestra estructura construida dc ejes coordenados y planos, podemos describir
cualquier punto P en ~ de una sola manera:

P"" (x. y. =l (2)

SISTIMA OE

COORDENADAS

CARTISLANAS

'" 1)'I;,-----------=c..:.:.

en donde la primem coordenada x es la distancia dirigida del plano y= a P (medida en la dirceo

eión positiva del eje x a lo largo de una recta paralela al eje x). la segunda coordenada r es la
distancia dirigida desde el plano.c hasta P (medida en la dirección positiva del eje y y a lo largo
de una recta parale];l al eje.rJ y la tercera coordenada =es la distancia dirigida desde el plano xy
hastu P (medida en la dirección positiva del eje =y a lo largo de una recta paralela al eje =).

En este sistema los tres planos coordenados dividen al espacio 1)' en ocho octanlcs. de la
misma forma que en I)! los ejes coordenados dividen al plano en cuatro cuadrantes. El octante

en el que los tres ejes coordenados son positivos siempre se selecciona como el primero.
El sistema coordenado que acaba de establecerse con frecuencia se conoce como sistema

de coordcnluJas rectangul:lfl's o sistema de coordenadas cartesianas. Un;l vez que la Ilación de
describir un punto en este sistema le resulte familiar pueden e1ttenderse muchas de las ideas .1

partir del plano.
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TEOREMA a

Vectores en IY y IY

Sean P = (xl' yl' =.) y Q = (x2, Yr =2) dos puntos en el espacio. Enlonces la distancia PQ
entre P y Q esta dada por

(3)

Se pide alleclor que pruebe este resuhado en el problema 49.

"-L__C_á_Ic_"_I_o_d_e_la_d_i,_,_a_n_ci_a_e_n_'_,_e_d_o_,_p,-"_n_'o_'_e_n_"'__

Calcule la distancia entre los puntos (3. - l. 6) Y(- 2. 3. 5).

•• Soludó"

SEGMENTO OE

~ RECTA DIRIGIDO

U VECTOR EN I)l

PQ= J[3 -(-2))' +(-1- 3)' +(6- 5)' - m
En las secciones 3.1 y 3.2 se desarrollaron las propiedades geomerricas de los vectores en el
plano. Dada la similitud entre los sistcmas dc coordenadas en 11 y !)l. no es una sorpresa que
los vectores en 11 y~ tengan eSlructUrdS muy similares.. Ahora se desarrollara el concepto de
un vector en cl espacio. El desarrollo seguira de cerca los avances de las ultimas dos secciones
y. por lo tanto. se omitirim algunos delalles. .-

Sean P y Q dos puntos distintos en 1<'. Entonces el segmento de recta dirigido PQ es el
segmento de recta que se extiende de P a Q. Dos segmentos de recta dirigidos son cqu¡'-alentes
si tienen la misma magnitud y dirección. Un ,'cctor cn li es el conjunto de todos los segmentos
de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta dirigido dado. y cualquier segmento

~

dirigido PQ en ese conjunto se llama una rt'llT('St'ntación del vector.
Hasta aqui las definicion~ son idénticas. Por conveniencia. se elige P en el origen para

poder describir el vector " = OQ mediante las coordenadas (x. y. =) del punto Q.
Entonccs la magnitud de v = Ivl = ~Xl + i + Zl (del teorema 1).

_'---_c_a_'I_C"_I_o_d_e_la_m_a,,9_n_i'_"_d_d_e_"_n_v_e_"_o_,_e_n_'"__

Sea y = (l. 3. -2). Encucntre 1"1.

•• Soludó" H= JI' + 3' + (-2)' - fI4,

Sea u = (XI' )'1' =.) Y" = (x2• J'r :!l dos vectores y sea a un numero real (escalar). Enlonces se
define

y

Suma de vectores y multiplicación por un escalar en~

u +" = (x. + x¡'YI + Y2, =. + :~)

au = (axl' ay!' az) •
Ésta es 1<1 misma definición de suma de vectores y multiplicación por un escalar que se tenía: se
ilustra en la figura 3.20.
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Figura 3.20

~
Ilustración de la suma de " + ,
V€dores y la multiplicación \ 7':por un escalar en l.' /( " '/

, r r
O O " O

,
"

a) b) ,'j

l' - u u - l'

"
,

"
O O

r

x ,
<1) e)

VEaOR

m. UNITARIO

Un \'cctor unitario u es un vector con magnitud 1. Si \' es un vector diferente de cero. entonces
u = vllvl es un vector unitario que tiene la misma dirección que ".

_L~c:a:' 1~(:u~lo::..:d:e::u~n,-,v:e~(:'o::.:..' :u~n~il:a:':i:o_e:n::I)~'_

Encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que \' = (2,4. - 3).

•• Solución

DEFINICiÓN a

Como \' = ~22 + 4l + (_3)2 = J29 se tiene

Ahora sc puede definir formalmente la dirección de un vector en P'. No se pucde definir como
el ángulo eque forma el vector con el eje.\" positivo ya que, por ejemplo. si O< e< re/2, por lo

que existe un número infinito de vectores que forman un úngulo () con el lado positivo del eje.r.
y estos vectores juntos forman un cono (vea la figura 3,21).

Dirección en [?l

La dirección de un vector" en JlI se define como el vector unitario u = v/lvl.

Figura 3.21
Todos 105 vectores que
están en este cono forman
un ángulo (} COl1 la palte
positiva del eje x

x

_-7I;;---r
O
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(O. o. =0)

Figura 3.22
el veetof v forma l.Wl~

a con rilado po!>itMl del
~ x, ~ con el LxIo positivo
del eJE! yyycon el eje
POSI\lVO del eje z

ÁNGULOS

L OlREaOftE5

,,,,
(- --,,,,,,

OhsermdólI. Se pudo haber definido la dirección de un vector l' en II)! de esta manera. ya que si

u = \·~"I. entonces u = (cos 9. sen 9). donde {) es la dirección de l'.

Resultaría satisraclorio definir la dirección de un vector '0 en terminas de algunos <'Ingulos. Sea
~

\' el vector OP descrito en la figura 3.22. Definimos a como cll\ngulo entre ,. y el eje.\" positivo.
13 el úaguJa enlre \' y el eje)' positivo. y yel ángulo entre v y el eje =positivo. Los ángulos a.13 y
YSt denominan ángulos dirl'Clorcs del vector \', Entonces. de 1.. figura 3.22.

x,
cosa= Ivl (4)

Si \' es un vector unitario. entonces 1\'1 "" I Y

cos a"" .\'0' cos R "" l'1" • 11' cos'f "" =0 (5)

COSENOS

e DIRECTORES

Por definición. cada uno dc estos tres angulas cac cn el intervalo de [O. "j. Los cosenos de estos
ángulos se denominan cosenos directores del vector v. Observe. de la ecuación (4). que

x~+y~+=~

Ivr
x;+y~+=~

:c;+.v;+=;
(6)

NÚMEROS

1: DIfIECTORES

EJEMPLO 4

• Solució"

Si Ct., ~ YYson tres números cualesquiera entre cero y rr tales que satisracen la condición (6,.
entonces determinan de manera única un vector unitario dado por ti "" (cos a. cos ~. cos y).

Oh.~I'ITudó". Si \' "" (l/. h. e) y 1"1 =1- l. entonces los números (l. b Ye se llaman "umeros direclores
del vector v.

Cálculo de los cosenos directores de un vector en I)J

Encuentre los cosenos directores del vector \' =:: (4. -1.6).

Lad;reccióndc V" v/H = vI./53 = (4/./53. -1/./53.6/./53). Entonreseosa = 4/./53 ~ 0.5."'.

rosp =:: - 1/J5j :::: -0.1374 Y ros'f "" 6/J5j :::: 0.8242. Con estos vdlores se usan tablas o una
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(4. -1.6)

J::-''---r
O

y
,,,,
,,,,,,

{-l. -1.0) .... (-I.O.Ol

Figura 3.23
Los cosenos directores de
(4, -1. 6) son eos u. eos
pyeosy

x

calculadora para obtener a. '" 56.7° '" 0.989 rad. ~ '" 97.9° '" 1.71 rad y y = 34.50
'" 0.602

rad. En la figura 3.23 se presenta un esbozo del vector. junto con los ángulos 0.. ~ Y y.

EJEMPLO 5 Cálculo de un vector en I~) dados su magnitud y cosenos directores

Encuentre un vector ,. de magnitud 7 cuyos cosenos directores son 1/16, l/J) Yl/fi.

•• Soludó" Sea u = (1/16, I/.{j Yl/Ji). Entonces u es un vcctor unitario ya que lul = 1. Asi. la dirección

de "esta dada por u y " = 1"1 u = 7u = (7/16. 7/J). 7/Ji).

Nota. Este problema se puede resolver porque (¡/JóY + (¡/.J3y + (¡/.[ir = l.

Es interesanle observar que si " en ~ es un vector unitario y se puede escribir " = (cos O)i +
(sen O)j. dondc Oes la dirección de ". entonces cos Oy sen Oson ros cosenos directores de ". En
cste caso. a = OYse define ~ como el úngulo que forma ,. con el eje y (vea la figura 3.24). Por
lo tanto. ~ = (11:!2) - a. de manera que cos ~ = cos (re!2 - a)= sen a y ,. sc puedc cscribir cnla
forma dc "cosenos dircctores"

" = cos ni + cos ~j

En la sección 3.1 se observó que cualquicr vcctor en el plano se pucde escribir en terminos de
los vectores base i y j. Para extender esta ide:. a IY se define

;=(1.0.0) j=(0.1.0) k =(0.0.\) (7)

Aqui. i. j Yk son vectores unitarios. El vector i estú sobre el ejc x. j sobre el ejc y y k sobre el
eje:. En la figura 3.25 se puede ver un bosquejo. Si,' = (x. y.:) es cualquier vector en 1)1. en­
tonces

9=0.nt"'-.L:.--:::'-----x
O

Figura 3.24

SiIJ~AI({(, ,
yv es uii vectof ....Itafio.
entonces

.,'".e¡ ...:n9¡

,~"'(Li ,·, ... lJj

, H= 1 ,
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Figura 3.25
Los vectores base i, j Yk
en[J

(O. O. 1)
k

j. )::-'----,., O
10. J. DI

(1.0.0)

\' = (x.)', =) = (x. O. 0)+(0. y. O) + (O. O. =) = xi + )'j + :k

Esto es. tlIa/quiel' vCClor l' el1 [!l se puede escribir de /llanera única e/l terminos de los I'('c/o/"es i.
j)' k.

La definición de producto escalar en I)l es la definición que se presentó en la sección 1.6.
Observequci' i = J.j.j = I.k· k = l,i·j = O.j· k =Oci' k =0.

TEOREMA E3I

I! DEMOSTRACiÓN

EJEMPLO 6

Si tp denota el ángulo positivo más pequeño entre dos vec~ores u y v diferentes de cero,
se tiene

(8)

La prueba es casi idéntica a la prueba del teorema 3.2.2 de la página 235 y se deja al
lector como ejercicio (vea el problema 50).

Cálculo del coseno del ángulo entre dos vectores en 123

Calcule el coseno del ángulo entre u = 3i - j + 2k y v = 4i + 3j - k.

•• SolllciólI " . ,. =7, 1"1 =,¡¡¡ y H=J26. po> lo que eos ~ =7/J(14X261 - 7!J364 =0.3669 Y~ = 68.50 =

l.2 rad.

i. Paralelos si el ángulo entre ellos es cero o n.

Dos vectores u y v diferentes de cero son:

DEFINICiÓN a Vectores paralelos y ortogonales

ji. Ortogonales (o perpendiculafL'S) si el ángulo entre ellos es nl2.

i. Si u ~ O, entonces u y ,. son paralelos si y sólo si v = uu para algún escalar a '# O.

ji. Si u y \' son diferentes de cero, enlOnces u y ,. son ortogonales si y sólo si u . \. = O.

De lluevo la prueba es sencilla y se deja como ejercicio (vea el problema 51).

TEOREMA E3I

L. DEMOSTRACiÓN
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Ahora se dará la definición de la proyección de un vector sobre otro. Primero se establece el
teorema análogo al teorema 3.2.5 (y cuya demostración es idéntica).

TEOREMA a Sea v un vector diferente de cero, entonces para cualquier otro vector u,

u-v
w=u---v

[vi'
es ortogonal a v.

DEFINICiÓN El Proyección

Sean u y v dos vectores diferentes de cero. Entonces la proyección de u sobre v, denotada
por proy, u está definida por

u-v
proy, u~ -Iv-I'_v (9)

u-v
La componente de u en la dirección de vestá dada por JvI (10)

_L__C_á_lc_u_l_o_d_e_u_n_a~p~r_o~y_e_'_'_ió_n_e_n_[)'__

Sean u = 2i + 3j + k y l' = i + 2j - 6k. Encuentre proy, u.

La componente de u en la direc-U=~i+~j-~k.
41 41 41

En "le caso (u -v)/[vI' ~ 2/41 Yproy,

ción , es (u -v)/[vI ~ 2/'¡;¡¡_
Observe que, igual que en el plano, proy, u es un vector que tiene la misma dirección que \' si

u . \' > Oy la dirección opuesta a la de l' si u . " < O.

•• Solución

problemas 3 3

AUTOEVALUACIÓN

1. Responda si la afirmación siguiente es falsa o verdadera. La práctica común segui­
da en este libro es desplegar los ejes xy= para I)l como un sistema derecho.

11. La distancia entre los puntos (l. 2. 3) Y(3. 5, -1) es -

a) Jo + 2+ 3)' +(3+5-1)'

h) J21 + 32 +21

e) J2 2 +Y +42

ti) J4" +ii. +2'
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111. El punto (0.3. 0.5. 0.2) esta __ la esferd. unitaria.

a) en la tangente a

e) dentro de

b) sobre

d) fuera de

IV. (x - W + ll' + Sr + ~ = 81 es la ecuación de la esfera con' _

a) centro 81 y radio (- 3. 5. O)

b) radio 81 y centro (-3. 5.0)

e) radio -9 y centro (3. -5. O)

d) radio 9 y centro (3. -5. O)

V. j- (4k - 30 = __

a) (l. -4. - 3)

,) (-3. 1, -4)

h) (1, -4.3)

ál (3.1.-4)

VI. (i + 3L: - j) . (L: -4j + 2i) = _

a) 2 + 4 + 3 = 9

h) (1 + J - IXI - 4 + 2) = -J

e) I + 12~2= -13

t!)2-4-3=-5

VII. El vector unitario en la misma direcrión que i + 3k - j es _

a) i-j+k

e) t(2i-2j+k)

h) ¡(2i-2j+k)

ál ¡(2i+2j+k)

VIII. El componente de u en la dirección wes

u·\\'
a)

w
h) H u·ww

,)
u· w u

álrwn;;r

De los problemas 1a14 encuentre la distancia entre los puntos:

1. (J. -4. J): (3. 2. 5)

J. (J. -4. 1): (J. -4.4)

2. (J. -4. 7): (J. -4. 9)

4. (-2.1. J): (4.1. J)

En los problemas 5 al 23 encuentre la magnitud y los cosenos directores del vector dado.

5. \' = 3j 6. \'=2i-3j 7. v = -3i

8. \'=4i-2j+k 9. \'=4i-j 10. \'=i+2j

11. l' = -3i-5j-3k 12. v=i-j+L: 13. \'=i+j+k

14. v=i+5j+2k 15. \' = -i + j + k 16. l'=i-j-k

17. v=6i+7j 18. \' = -i + j - k 19. l' = -i - j + k

20. "= -j - j - k 21. \'=2i+5j-7k 22. \'=-3i-3j+8k

23. \'=-2i-3j-4L:

24. Los tres angulos directores dc cierto vector unitario son los mismos y están entre cero y
Tr/2. ¿Cuúl es cl vector?
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Q(x~.y~. =l)

Figura 3.26
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25. Encuentre un vector de magnitud 12 que tenga la misma dirección que el vector del proble­
ma 24.

26. Demuestre que no existe un vector unitario cuyos angulas directores sean n/6. rt13 )' rJJo.

27. Sea P = (2. 1. 4) Y Q = O, -2.8). Encuentre un vector unitario en la misma dirección
~

de PQ.

28. Sea P = (- 3. l. 7) YQ= (8. l. 7). Encuentre un vector unitario cuya dirección es opuesta a
~

la de PQ.
~ ~

29. En el problema 28 encuentre todos los puntos R tales que PR ..L PQ.

*30. Demuestre que el conjunto de puntos que satisfacen la condición del problema 29 y la
~

condición IPRI "" I forman un círculo.

31. Desigualdad del Iriángulo Si u y ,. estan en I)J demuestre que lu + vi ~ lul + Ivl.
32. ¿Bajo qué circunstancias puede sustituirse la desigualdad en el problema 31 por un signo

de igualdad?

En los problemas 33 a 48 sea u = 2i - 3j +4k.,' = -2i- 3j + Sk. w = i - 7j + 31.; y t = 3i
+4j +Sk.

33. Calcule u + v 34. Calcule 2u - 3\'

35. Calcule 3u - 2\· 36. Calcule t + 3\\' - ,.

37. Calcule 2u + 7w + 5\' 38. Calcule""' (u + v)

39. Calcule 2" + 7. - ". 40. Calcule u . "

41. Calcule (31 - 2u)· (5" + 2\\') 42. Calcule 1""1

43. Calcule u . w - w· I 44. Calcule el ángulo entre u y W

45, Calcule el angula entre I y"' 46. Calcule proy. "

47. Calcule pray, "" 48. Calcule", proy, ,.

49. Pruebe el teorcm:. l. {Sugerencia: Utilice el teorema de Pitágoras dos veces en la figura

3.26·1

P(X1'YI' :1) SI .. -)__________ ~ ·\1')"-1

, ... , I
, I ... , ,

" ...,' I
, I "'...' ,

:- - - - ~- - - - -.,. R(x~.y~. =1)

I ' --J----i
I " 1,

h--"'¡"~~''----,<-+'-~''----.!.
O

50. Pruebe el teorema 2.

51. Pruebe clleorema 3.

52. Pruebe el teorema 4.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. V

VI. (f)

11. el

VII. e)

111. d

VIII. a)

IV. d) V. ti)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Las instrucciones para calculadora presentadas en las secciones 3.1 y 3.2 para vectores
en ~ se extienden a (}J. con la obscrYdción que ahor'd sc tienen coordenadas esféricas
además que cilíndricas y cartesianas para representar vectores,

Resuelva los siguientes problemas en una calculadora.

En los problemas 53 al 56 encuentre la magnitud y dirección de cada vector.

53. (0.2316.0.4179, -0.5213)

55. (17.3. 78.4. 28.6)

54. (-2356. -8194. 3299)

56. (0.0136. -0.0217. -0.0448)

En 105 problemas 57 al 60 calcule proy,u.

57. "=(-15.27.83); ,=(-84,-77,51)

58. "= (-0.346. -0.511, -0.824); ,= (-0.517.0.811. 0.723)

59. u = (5241, -3199.2386): ,,= (1742. 8233. 9416)

60. "= (0.24.0.036.0.055); ,= (0.088. -0.064. 0.037)

EII EL PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES

Hasta el momento el unico producto de vectores que se ha considerado ha sido el producto
escalar o producto punto. Ahom se define un nuevo producto. Ilam¡ldo producto cm: (o pro­

dUCIO ,·('cloria/). que esta definido sólo en VJ.

Nota histórica. El producto cruz fue definido por Hamillon en uno de una serie
de artículos publicados en Phifosophiml Maga:i"" entre los años 1844 y 1850.

DEFINICiÓN a

EJEMPLO 1

Producto cruz

Sean u = (/Ii + b,j + c,k y v = (/¡i + b~ + c¡k. Entonces el producto cruz (cruz \'Cctorial)
de u y l'. denotado por u Xv, es un nuevo vector definido por

Nole que el resultado del pAAluclo cnc es un \'eClOr, miellfrtls que el resultado del producto

escalar es 111/ escalar.

Aquí el producto cruz parece estar definido de una manera arbitraria. Es evidente que exis­
ten muchas maneras de definir un producto vectorial. ¿Por qué se escogió esta definición? La
respuest~1 a esta pregunta se da cn la presente sección demostrando algunas propiedades del
produclo cruz e ilustrando algunas de sus aplicaciones,

Calculo del producto cruz de dos vectores

Sean u = i - j - 1'- Yl· = 1i + 3j - 4'-. Calcule w = u x v.



• Soludóu

TEOREMA a

DEMOSTRACIÓN
L..~==

EJEMPLO 2

3.4 El producto cruz de dos vectores 255

Usando la rórmula (1) se obtiene

w ~ l( -IX -4) - (1)13)li + [(lXl) - 11 X-4)li + [11 X3) - (-l)ll)lk

= ~1i + 8j + 5k

Nota. En este ejemplo u . w =(i - j + 1k) . (-1i + 8j + 5k)= -1 - 8 + 10 = O. De manera

similar. v . w = O, Es decir. u X l' es ortogonal tamo a u como a l', Como se ver:" en breve. el

producto cruz de u y l' es siempre ortogonal a u y v.

Antes de continuar el estudio de las aplicaciones del producto cruz se observa que existe una
forma sencilla de calcular u x l' usando determinantes.

j k

uxv= ", b, e,

", b, e,

que es igual a u X \. según la definición l.

Uso del teorema 1 para calcular un producto cruz

Calcule u x \'. donde u = 2i + 4j - 5k Y\' = - 3i - 2j + k.

• Soludóu
j

Ux\'= 2 4

-3 -1

k

-5 = (4 - ID)i - (1 - 15)j + (-4 + 11)k

1

=-6i+13j+8k

TEOREMA E3I

El siguiente teorema resume algunas propiedades del producto cruz. Su demostración se deja
como ejercicio (vea los problemas 38 a141 de esta sección).

Sean u, \' y w tres vectores en I)l y sea o: un escalar. entonces:

i. uXO=Oxu=O.

ii. u x l' = -(v X u) (propiedad anticonmutath'a para el producto l"ectorial).

¡ii. (au) x \' = et(u X \').

iv, u x (v + w) = (u X \,) + (u X w) (propiedad distributiva paro el producto \·cctarial).

v. (u X v) . w = u . (l' X w). (Esto se llama triple produclo escalar de u, l' y \\".)

vi. u' (u X v) = v . (u X v) = O. (Es decir. u X ves ortogonal a u y a v.)

viL Si ni u ni v son el vector cero, entonces u y v son paralelos si y sólo si u x l' = O.

•
En realidad no se tiene un determinante porque i. j Yk no son numeras Sin embargo, al usar la n .,td

nantes, elleorema 1ayuda a recordar cOmo calcular un producto cruz
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"

/0
0
---------------

Figura 3.27
E~lslen exadamenle d~
vectores, ny -no ortogo­
~ales a dos vectores no
paralelos 11 yVen V'

x

"

Figura 3.28
La dirección de 11 x vse
puede detelminar usando
la r€'9la de la mallO derecha

"

u X r

TEOREMA E3I

La parte \'i) de este teorema es la que se usa con más frecuencia. Se vuelve a establecer como
sigue:

El producto cruz u X l' es ortogonal tanto a u como a v.

•
Se sabe que u X l' es un vector ortogonal a u y v, pero siempre habrá dos vectores unitarios
ortogonales a u y \' (vea la figura 3.27). Los veClOres n y -o (n por la letra inicial de normal)
son ambos ortogonales a u Y". ¿CuÍlI tiene la dirección de u X v? La respuesta estÍl dada por
la regla de la mano dl'rccha. Si se coloca la mano derecha de manera que el índice apunte en la
dirección de u y el dedo medio en la dirección de l'. entonces el pulgar apuntará en la dirección
de u x,' (vea la figura 3.28).

Una vez que se ha estudiado la dirección del vector u X ", la atención se dirige a su mag­
nitud.

Si cp es un ¡'¡ngulo entre u y v, entonces

(2)

L. DeMOSTRACiÓN No es dificil demostrar (comparando coordenadas) que lu X vl2= lul21vF - (u . V)2 (vea el
problema 37). Entonces, como (u . V)2 = lul21vF cos2cp (del teorema 3.3.2, p¡'¡gina 255),

lo xvi' = 101' H' -1uI' H' cos' ~ = 101' Ivl' (1 - cos' e)

= 10 1' H' sen' ~

y el teorema queda demostrado después de sacar la raíz cuadrada a ambos lados de la
ecuación. Observe que sen cp 2: Oporque O:si cp:si 1'1:.

Existe una interpretación geométrica interesante del teorema 3. Los vectores u y v están di­

bujados en la figura 3.29 y se puede pensar que son dos lados adyacentes de un paralelogramo.
Entonces de la geometría elemental. se ve que

El área del paralelogramo que tiene lados adyacentes

u y" es igual a lullvl sen cp = lu X vi •
(3)
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Figura 3.29
. es el ángulo emre u yv.

'~"<p de manera que

" ,,
\\ /, ,
\ Ivl sen lp JJ

J¡ \ J, ,, ,

Figura 3.30

Un paralelogramo en _:ti

Q{2. 1. 4)

E'HI-+-!L+-+- !'

EJEMPLO 3

• Soludón

Calculo del área de un paralelogramo en 1)3

Encuentre el úrea del paralelogramo con vértices consecutivos en P = (l. 3. -2). Q = (2. 1.4)
Y R = (-3. 1.6) (ver figura 3.30).

El paralelogramo.

. ->->
Area = IPQ x QRI = In - 2j + 6k) x (-5i + 2k)1

j k

1 -2 6 = 1-4i - 32j - 10kl = j1l4O unidades cuadradas.

-5 O 2

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LOS DETERMINANTES DE 2 X 2
(OTRA VEZ)

En la sección 2.1 se estudió el significado geomctrico dc un dcterminante de 2 X 2 (página 175).
Ahora se observarú el mismo problema. Haciendo uso del producto cruz se obtiene el resulta­

do de la sección 2.1 en forma mús sencilla. Sea A una matriz de 2 x 2 y sean u y \' dos vectores

de 2 componentes. Sean ti = ['" Jy v = [" J. Estos vectores están dados en la figura 3.31.
1/1 1'1

:::::::::'::::::::c:::e:'::"::::::'::::::1Pp~:::I:~,"::o~:~:: :n~[ t].n~ :l~r
área genemda por uy v=lu x VI=[¡:I 1:1 o]

1'1 v: O

=1(//11'1 -U11',)kl=I II ,1'1 -u1vJ

Ahora sea A =[a11 al! J. u' =Au y \" = Av. Entonces u' = [alll/¡ +a¡2l/¡ Jy \" =[all \'1 + al~ \'~ l.
a ll al, a¡ll/¡ +a11 //¡ (/!Il"1 +G::\":

¿Cuál es el área generada por ti' y \",? Siguiendo los pasos anteriores se calcula

• r", ,,)
t Observe que éste es el villor absoluto de del

11 "
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Figura 3.31
El área de la región som­
breada es el área generada
poruyv

Figura 3.32
Tres vectores u, v y w, que
no están en el mismo plano
determinará un paralelepí­
pedo en I~

Área

--".-/"-------_x
O

,

"

i j k

Área generada por u' y \" =Iu' x v'l= I°11 1/1 + al2 112 0"u1 + a 22 11, O

0llv,+a,,1'2 o"vl+a"l', O

=IColIlI, +0"U2 )(U2I V, +0"v2 )-(a21 111 +022 112)(0IlV) +0'2 V2)1

La manipulación algebraica verifica que la última expresión es igual a

l(a lla 22 - {/¡P21)(U,1'2 - u21'1)1 = ±det A (área generada por u y \,)

Entonces (en este contexto): el determinante tielle el efecto de multiplicar el área. En el problema
45 se pide al lector que demuestre que de cierta forma un determinante de 3 x 3 tiene el efecto
de multiplicar el volumen.

INTERPRETACiÓN GEOMÉTRICA DEL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

Sean u, \' y w tres vectores que no están en el mismo plano. Entonces forman los lados de un
paralelepípedo en el espacio (vea la figura 3.32). Calculemos su volumen, La base del paralele­
pípedo es un paralelogramo. Su área, de (3), es igual a 1u x \'1.

El vector u X \' es ortogonal tanto a u como a v y. por lo tanto, es ortogonal al paralelo­
gramo determinado por u y \', La altura del paralelepípedo, h, se mide a lo largo del vector

ortogonal al paralelogramo.
Del análisis de la proyección en la pÍlgina 238, se ve que h es el valor absoluto de la compo­

nente de w en la dirección (ortogonal) u X \', Asi, de la ecuación (lO) en la página 251

I d I d··· Iw.("x»[1 = componente e w en a IreCClon u x v = lu x vi

Entonces

Volumen del paralelepípedo = área de base x altura

Es decir,

El volumen del paralelepípedo determinado por los tres

vectores u, v y w es ígual a I(u X v) , wl = valor absoluto
del tríple producto escalar de u, v y w.

•
(4)
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Josiah WiIlard Gibbs y los orígenes
del análisis vectorial (1839-1903)

JO!II.h WiII.rd Glbbs
(The GrUIIger Col/fe/ion.

NlI<!IYI York)

Q

Y<'?-:..¡----- ...

1·I=j·j=k·k=l

·j=j·l= i·k= k'i=j' k= k·j= O

l'

~

La efectividad de F en la dirección de oP es la como
~

ponente de F en la dirección de oP (= u) si u = 1

x

o

Siguió a esto la definición más general. Gibbs aplicó el producto

escalar en problemas referentes a la fuer:za (recuerde, primero

era fisieo). Si F es un vector de fuer:za de magnilUd IFJ que aCllia
~

en la dirección del segmento 00 (Vt!a la figura 3.331. entonces,

la efectivid~ de esta fuerza al empujar un objeto a lo largo del

segmento OP (es decir, a lo largo del vector u) está dada por F . U.

Si lul = l,entonces F' u es la componente de Fen la dirección de

U. También el producto cruz tiene un significado físico. Suponga

que un vector de fu~r:za F actúa en un punto Pen el espacio en la
~ ~

dirección de PO, Si u es el vector representado por oP , entonces

el momento de fuer:za ejercido por F alrededor del origen es el

vector u x F (vea la figura 3.34).

Figura 3.33

Como se ha observado anteriormente, el estudio de los vectores
se originó con la invención de los euaterniones de Hamillon. Ha­

miltan y otros desarrollaron los cuaterniones como herramientas

matematicas para la eKploración del espacio fisico. Pero los resul­

tados fueron decepcionantes porque vieron que los cualernio­
nes eran demasiado complicados para emenderlos con rapidez y

aplicarlos fácilmente. los cienlificQS se dieron cuenta de que mu­

chos problemas se podían manejar considerando la parte vecto­
rial por separado y de este modo comenzó el análisis vectorial.

E5te trabajo se debe principalmente al físico americano
Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Como nativo de New Haven,

Connecticut, Gibbs estudió matematicas y fisica en la Universidad

de Yale y recibió el grado de doctor en 1863. Posteriormente es­

tudió matemáticas y fisica en París, Berlín y Heidelberg. En 1871,

fue nombrado profesor de física en Yale. Era un fisico original

que realizó muchas publicaciones en el área fisico-matemática.

El libro de Gibbs Vector Anofysis apareció en 1881 y de nuevo en

1884. En 1902 publicó Elemenrary Principies ofStatisticol Mecha­

nics. Los estudiantes de matemáticas aplicadas se encontraron

con el singular fenómeno de Gibbs en las series de Fourier.

El libro pionero de Gibbs, Vector Analysis era en realidad un

panfleto pequeño impreso para la distribución privada-en prin­

cipio para que sus estudiantes lo usaran-o De cualquier forma,

creó un gran entusiasmo entre aquellos que veían una alternati­

va a los cuaterniones, por lo que pronto el libro fue ampliamente

difundido. Finalmente, el material se convirtió en un libro formal

escrito por E. B. Wilson. El libro Vector Ana/ysis de Gibbs y Wilson

se basaba en la catedra de Gibbs. Se publicó en 1901.

Todos los estudiantes de física elemental se encuentran con

el trabajo de Gibbs. En la introducción a la física, un espacio vec­
torial se ve como un segmento de recta dirigido, o flecha. Gibbs

dio definiciones de igualdad, suma y multiplicación de vectores;

estas son esencialmente las definiciones dadas en este capilUlo.

En particular, la parte Vt!ctorial de un cuaternión se escribia como

oi + b; + ck, y esta es la forma en que ahora se describen los

vectores en DJ.
Gibbs definió el producto escalar, inicialmente sólo para los

vectores i, j, k:
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Q

F

p

"
)L------y
O

,

Figura 3.34 El vector u x F es el momento de la fuerza alrede­

dor del origen

problemas 3,4

AUTOEVALUACIÓN

1. ixk-kxi=

Tanto el producto escalar como el producto cruz entre Ye<:­

tores aparecen frecuentemente en las aplicaciones fisicas que in­

Yolucran el cálculo de varias yariables. tstas incluyen las famosas

ecuaciones de Maxwell en electromagnetismo.

Al estudiar matematicas al final del siglo xx, no debemos

perder de vista el hecho de que la mayor parte de las matema­

ticas modernas se desarrollaron para resolyer problemas del

mundo real. Los vectores fueron desarrollados por Gibbs y otros
para facilitar el análisis de los fenómenos físicos. En ese sentido

tuvieron un gran éxito.

a) O h) j (.) 2j ti) ~ 2j

11. i· (j X k) = ~_.

a) O

111. ixj X k~_.

(1) O

h) O

h) O

e) I

e) 1

ti) i-j+k

ti) no está definido

b) O

IV. (i + j) X (j + k) ~ _

tl) O <-¡ I ti) i-j+k

V. El seno del úngulo entre los vectores u y w es

a)
1" x,,1

b)
lu x,,1

IuIIw1 lu .,,1

e)
lu .,,1

á) 1" x"I-lu .,,1
1" x"1

VI. uXu=

a) 1"1' h) 1 e) O á) O
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En los problemas I a126 encuenlre el producto cruz u X \'.

t. U"" i - 2j; \' = 31.:

3. u "" 2i - 3j; \. "" -9i + 6j

5. u = -71.:; \' = j + 21.:

7. u""-2i+3j; \'=7i+4k

9. u = ai + bk; \. = ci + dk

11. u = 2i - Ji + k; \' = i + 2i + k

13. u=i+2j+k; \'=-i+6j-k

15. u = i + 7j - Jk; \' = -i - 7j + 3k

17. u = 2i - 3i + 5k; "= 3i - j - k

2. u "" Ji - 7j; \' = i + 1.:

4. u""i-j; \'''''j+1.:

6. u "" 2i - 71.:: " = - 3i - 4j

8. u""ai+bj; v=ci+{f¡

10. u "" aj + bl.:: \' "" ci + dI.:

n. u "" 3i - 4j + 21.:; \' = 6i - 3i + 51.:

14. u=-3i-2j+k; \'=6i+4j-2k

16. u = i - 7i - 3k; "= -i + 7j - 3k

18. u = ai +!Jj + {'k; "= i + j + k

19. u = \Oí + 7i - 3k; \' = -3i + 4j - 3k 20. u = 2i + 4j - 61.:; \' = -i - j + JI.:

21. u = -i - 2j + 51.:; "= -2i + 4j + 81.: 22. u = 2í - j + k; \' = 4i + 2j + 2k

23. u = 3i - j + 8k; \' = i + j - 4k 24. u = ai + {Ij + l/k; \' = bi + bj + bk

25. u = ai + bj + ck; \' = ai + bj - el.: 26. u = -4i - 3j + 51.':: \' = -i - 3j - JI.:

27. Encuentre dos veclom unitarios ortogonales tanto a u = 2i - 3j como a \. = 4j + 31.:.

28. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a u = i + j + 1.: como a \' = i - j - k.

29. Utilice el producto cruz para encontrar el seno del angula lp entre los vectores u = 2i + j

- kyv = -3i - 2j + 41.':.

JO. Utilice el producto escalar para calcular el coseno del ángulo lp entre los vectores del pro­

blema 29. Después demuestre que para los valores calculados. scn~ q> + cos~ q> = l.

En los problemas 31 al 36 encuentre el area del paralelogramo con los vértices adyaccntes dados.

31. (1, -2, 3); (2, O. 1UO, 4, O)

33, (-2.1.0);(1.4,2);(-3,1.5)

32, (- 2, 1. 1); (2. 2, 3); (- 1, -2,4)

34, (7,-2,-3);(-4,1.6);(5,-2.3)

35, (a, 0, O); (O, b, O); (O. O. d 36, (a, b, O); (a, 0, b); (O, a, b)

37. Demuestre que lu x \f = luF I\f - (u . \')~. [Sugerencia: Escribalo en términos de compo­
nentes.)

38. Utilicc las propiedades 1.4.2 Y 3 (en ese orden) en la sección 2.2 para probar las partes i).

ii). iii) Y il') dcl teorema 2.

39. Pruebe el teorema 2 parte 1') escribiendo las componentes de cada lado de la igualdad.

40. Pruebe el teorema 2 parte 1'1). (Sugerellcia: Utilice las partes ii) y 1') Y el hecho de que el
produclo escalar es conmutativo para demostrar que u . (u X \,) = -u . (u x \').)

41. Pruebe el teorema 2 parte l'il). (Sugerencia: Use el teorema 3.3.3. pág. 250. la propiedad 6.

pág. 190 Yla ecuación (2).J

42. Demuestre que si u = (al' b l • CI)' \' = (lI!. b2• c2) y W = (lI). bJ, el)' entonces

", b, c,
Il'(vxw)= a, b, c,

", b, c,



262 C\I'iTULO 3 Vectores en ~ y I)l

43. Calcule el volumen del paralelepipcdo determinado por los vectores i - j. Ji + 2L:. - 7j+ 3k..
~ ~ ~

44. Calcule el volumen del pamlelepipedo determinado por los veclOres PQ. PR YPS. donde
P = (2. J. -1). Q = (- 3. 1.4). R = (- J. O. 2) y S = (- 3. - J. 5).

-45. El mlUlllcn generado por tres veclores u. \' y wen IY esta definido como el volumen dd
paralelepipedo cuyos lados son u, \' y w (como en la figum 3.32). Sea A una matriz de 3 x 3­
y sean u l = Au. \'1 = A\' Yw

1
= Aw demuestre que

Volumen generado por u
l
• \'1' w

l
= (±det A)(volumen generado por u. \'- w).

•
Esto muestra que el determinante de llnH matriz de 2 X 2 multiplica el úrea, el determinante de
una matriz de 3 X 3 multiplica el volumen.

a) Calcule el volumen genemdo por u. l' y w.

b) Calcule el volumen genemdo por Au. Al' y Aw.

e) Calcule del A.

ti) Demuestre que [\"Olumen en el inciso b)] = (±del A) x (volumen en el inciso a)].

47. Ellriple producto cruz de tres veclOres en lYesla definido como el vector \' X (v X w). De·
muestre que

u X el' X w) = (u' W)l' - (u· v)w

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. r1)

IV. ú)

11. e)

V. a)

111. h) = vector cero INofO: i X j x k e.I'/á definido
porque (i X j) x k = O= i x Ij x k)1

VI. ,.) = vector cero

MANEJO DE LA CALCULADORA

El producto cruz de dos veclores se puede encontrar directamente utilizando el coman­
do CROSS, esto es

C5J !L--CTIC'!SlCDIENmI

C5J!L--CDIAU'HAI~CDCTI(ENm)
(AU'HA)(A<PHAIC9C3C3C9C9(ENm)

En los problemas 48 al 51 calcule u x l' con calculadora.

48. "=(-15.27,83);<=(-84.-77,51)

49. "= (-0.346. -0.517. -0.824); ,. = (-0.517, 0.811. 0.723)

50. u = (5241, -3199.2386); \. = (1742. 8233, 9416)

SI. u = (0.024, 0.036. 0.055);, = 10.088, -0.064.0.037)
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• MATLAB 3.4

l. Utilice MATLAB par.! calcular el producto cruz de los \'eclOres dados cn los problcmas l.
2. 3. 4 )' 10 de est•• sección. Verifique sus respuestas calculando los productos esca];.res de

los resultados con los vectores individuales (¿quc valor dcben tener cstos productos escala­

res?). El producto cruz" x \' está definido como un vector de 3 x 1 dado por

lu(2)*\'(3)-u(3)*\'(2); -u(1 )*\'(J) +"(3)*\-(1); u( I )*\-(2)-\-(1)*11(2)1.

También puede utilizar el com¡lndo eross. Para mús información utilice doc cros.<¡ desde 1<1
pamalla de comandos dc MATLAB.

2. a) De tres vectores aleatorios de 3 X 1. u. \. y W (usc 2*rand(J.I)-I). Calculc u· (\' X w).

el producto escalar de u con \' x w (esto es 1I'*cross(\'.w»). Sea B = [u \. wl. Encuentre

det(B). Compare det(B) con el producto escalar. Haga lo mismo para variosjucgos dc

u. \. y w. Formulc una conclusión)' despuCs pruébcla (lápiz)' papel).

b) Sean u, \.)' w tres vcctorcs aleatorios de 3 X I Ysea A ulla matriz •• lcatol'ia de 3 x 3.

Sca f\ = round(IO*(2*nmd(3)-I». Calcule 111' (v x w)I.IAu· (.Ih' X A\\')I YIdet(A)I. (En
MATLAB. abs(a) dé la].) Haga esto IXlra varias matrices A hasta que pueda formular

una conclusión respecto a las tres cantidades calculadas. Pruebe sus conclusiones para

otras matrices aleatorias A.
Según sus conclusiones. ¿quc significado geolllctrico tiene Idct(A)I?

(') (Ltipi: y l)(Ipef) Usando (1) demuestre que Au . (A\' X Aw) = del ((Au A\' AwJ). donde
A es una matriz dc 3 x 3. Argumente por qué [Au A\' AW] = A /J. donde 8 = lu \' wJ.

Ahora pruebe la conclusión obtcnida en el inciso b).

E!1 RECTAS y PLANOS EN EL ESPACIO

En el plano~ se puede encontrar la ecuación de una recta si se conocen dos puntos sobre la
recta. o bien. un punto y la pendiente de la misma. En I)lla imuieión dice que las ideas básicas
son las mismas. Como dos puntos determinan una recIa. debe poderse calcular la ecuación de

una recta en el espacio si se conocen dos puntos sobre ella. De manera alternativa. si se conoce

un punto)' la dirección de una recta. tambien debe ser posible encontrar su ecuación.

Comenzamos con dos puntos P = (xI')'r' :r»)' Q= (xrY~' :~) sobre una recta L. Un \cetor
~

paralelo a L es aquel con representación PQ. Entonces.

(1)

~

es un vector paralelo a L. Ahora sea R = (x, y. :) otro punto sobre 1;1 recta. Entonces PR es
~

paralelo a PQ. que a su vez es paralelo a \'. de manera que por el tcorelll'. 3.3.3 en l•• p<igina 150.

~

PR = /\' (2)

para algún número real f. Ahora vca la figura 3.35. Se tiene (en cada uno de los tres casos po­

sibles)

y al combim¡r (2) y (3) se obtiene

~ ~ ~

OR "" OP + PR

~ ~

OR=OP+H'

(3)

(4)
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Figura 3.35
En los tres casu.;

Vectores en ~ y I)J

º

R-_-;'f::-_~ ...
O

x

a)

R
•

P~---}':--- ...
O

x

h)

º
R__*,-__~ ...

x

ECUACiÓN

VECTORIAL DE

UNA RECTA

La ecuación (4) sc dcnomina ecuación \'cctorial de la recta L. Si R cstú sobre L. entonccs (4)

se satisface para algún númcro real/. Inversamente. si (4) se cumple. entonces invirtiendo los
~

pasos. se ve que PR es paralelo a \'. lo que significa que R estú sobre L.
Si se extienden las componentes de la ecuación (4) se obtiene

osea

X=XI +t(x: -Xl)

y= Y, +/(J! - JI)

===1+(=:-=')
(5)

ECUACK>NES

PARAMrnncAs DE

~ U~N~A~'~E~a",A

Las ecuaciones (5) se denominan l"CUllciones paramelricas de una recia.
Por último. al despejar, en (5) y definir Xl ~ XI = O. J 1 - .1'1 = by =1 - =, = t". se encuentra

que si ti. b. e*- O.

(6)

Lo

ECUACIONES

SIMrnlCAS DE

UNA RECTA

Las ecuaciones (6) se llaman ecuaciones simétricas de UIl:! rec!:l. Aqui (l. b Y(' son números di·
rectores del vector v. Por supuesto. las ecuaciones (6) son válidas sólo si (/. b Y e son diferentes
de cero.

EJEMPLO 1

• Solució"

Determinación de las ecuaciones de una recta

Encuentre las ecuaciones vccloriales. paramélricas y simétricas de la recia L que pasa por los
puntos P = (2. -1. 6) Y Q = (3. 1. - 2).

Primero se calcula ,. = (3 ~ 2)i + 11 - (-I)ü + (-2 - 6)k = i + 2j - 8k. Despues. de (4). si

R = (x. y.;) esta sobre la recta. se obtiene OR = xi + )"j + =k = OP + 1\' = li - j + 6k T

tU + 2j - 8k). o sea.

x=2+t )'=-1+21 ==6-81 ecuaciones ¡>:lramélricas

Por lIltimo. como (J = 1. b = 2 Ye = -8, las ecuaciones simétricas son

x~2 1'+1 =-6
-~=_._=--

2 -8
e~u;¡~ioncssimclric:1S (7)



EJEMPLO 2

• Solución

EJEMPLO 3

•• Solución
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para verificar estas ecuaciones. se comprucba que (2. - l. 6) Y(J. l. - 2) estén en realidad en la
recta. Se tiene [después de insertar estos puntos en (7)]

2-2 -1+1 6-6
--~--~--~O

1 2 -8
J-2 1+1 -2-6
-~-~--~I

1 2 -8

Se pueden encontrar otros puntos en la recta. Por ejemplo. si t = 3 se obtiene

x-2 )1+ 1 .::-6
3~--~-'-~-

1 2 -8

Lo que lleva al punto (5. 5. -18).

Obtención de las ecuaciones simétricas de una recta

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos (1. - 2.4) Yes paralela
al vector " = i + j - k.

Se usa la fórmula (6) con P = (XI' .1'1' :1) = (1. -2. 4) Y\' como se dio. de manera que a = l.
b = 1 yc = -l. Esto lleva a

x-l y+2 z-4

-1

¿Qué pasa si uno de los números directores a, b y (" es cero?

Determinación de las ecuaciones simétricas de una recta

cuando un numero director es cero

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que contiene los puntos P = (3. 4, -1) YQ=
(-2.4,6) .

Aquí \' = - 5i + 7k ya = - 5. b = O. e = 7. Entonces una representación para métrica de la recta
es x = 3 - St. J = 4 y.:: = -1 + 7/. Despejando 1se encuentra que

x-3
-5

.::+ 1

7
y y=4

EJEMPLO 4

• Solución

La ecuación J = 4 es la ecuación de un plano paralelo al plano .c. así que se obtuvo una ecua­
ción de una recta en ese plano.

Determinación de las ecuaciones simétricas de una recta

cuando dos números directores son cero

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos P = (~. 3. -2) YQ =
(2. -1. -2) .

Aquí \' = -4j de manera que {/ = O. b = -4 Y(" = O. Una representación param¿'trica de la
recta es, por la ecuación (5). dada por x = 2. l' = 3 - 41. : = -2. Ahora x = 2 es la ecuación
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de un plano paralelo al plano y:. mientras que:: = -2 es la ecuación de un plano paralelo al

plano .\y. Su intersección es la recta x = 2,::: = - 2. que es paralela al eje y y pasa por los puntos
(2. O. - 2). De hecho. 1<1 ecuación y = 3 - 4r dice. en esencia. que y puede tomar cualquier valor
(mientras que.r y::: permanecen fijos).

EJEMPLO 5

Las ecuaciones paramétricas o simétricas de una recta /10 son únicas. Para ver esto, simple­

mente comience con otros dos punlOs arbitrarios sobre la recta.

Ilustración de la falta de unicidad en las ecuaciones simétricas de una recta

En el ejemplo 1 la recta cuyas ecuaciones se encontraron contiene al punto (5, 5. -18). Al elegir

P = (5. 5. -18) YQ= (3. l. -2). se encuentra que v = - 2i ~ 4j + 16k de manera que x '= 5
- 21, r '= 5 - 41 Y='= -18 + 161 (Observe que si I '= i se obtiene (x. J. z) '= (2. - 1 . 6).) Las

ecuaciones simétricas son ahora

x-s y-S ::+18
-2 -4 16

Noteque(-2.-4, 16)'= -2(1.2.-8).

La ecuación de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto sobre la recta y un
vector paralelo a esta recta. Se pueden derivar ecuaciones de un plano en el espucio especifi-

VECTOR cando un punto en el plano y un vector ortogonal a todos los vectores en el plano. Este vector
e NORMAL ortogonal se llama vector normal al plano y se denota por n (vea la figura 3.36).

DEFINICIÓN a Plano

Sea P un punto en el espacio y sea n un vector dado diferente de cero. Entonces el con­
~

junto de todos los puntos Q para los que PQ . n '= Oconstituye un plano en 1Jl.

Noftldáll. Por lo general, un plano se denota por el símbolo 11:.

Sea P '= (xo' Yo, ::1)) un punto fijo sobre un plano con vector normal n '= ai + bj + ck. Si Q=
~

(x. y. =) es Otro punto en el plano. entonces PQ = (x - ·\·o)i + (y - yo)j + (= - =o)k.
~ ~

Como PQ 1. n. tenelllos que PQ . n = O. Pero esto implica que

"

(8)

Figura 3.36

ti vector n e> ortogonal
a todos los vectores en el
oano

,
I Q(x,y,z),
, ~

, PQ
O~ _
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Una manera mús comlln de escribir la ecuación de un plano se deriva de (8):

Ecuación cartesiana de un plano

ax + by + e: = d
~

donde 1/ = a.\·o + byo + c:o = OP . n
•

(9)

EJEMPLO 6

• Solució"

Determinación de la ecuación de un plano que pasa por un punto dado

y tiene un vector normal dado

Encuentre un plano TI que pasa por el punto (2. 5. 1) Yque tiene un vector normal 11 = i - lj

+ 3k.

De (8) se obtiene directamente (x - 2) ~ 2(.1" - 5) + 3(= - 1) = O. o sea.

x-21'+3:= -5

Los tres planos coordenados se representan de la siguiente m¡lllera:

(10)

i. El plano sy pasa por el origen (O. O. O) y cualquier yector a lo largo del eje: es normal a él.
El vector más simple es k. Asi. de (8) se obtiene O(x - O) + O(y - O) + 1(: - O) = O. 10 que

lleva a

(11)

como la ecuación del plano .\"): (Este resultado no debe sorprender.)

ii. El plmlO x: tiene la ecuación

.1'=0

iii. El plallo y: tiene la ecuación

x=O

El DIBUJO DE UN PLANO

No es dificil dibujar un plano.

(12)

(13)

Caso 1. El plal/o es paralelo {/ 1111 plmlO eoo,.dellado. Si el plano es paralelo a uno de los planos

coordenados. entonces la ecuación del plano es una de las siguientes:

x=(/

y=h

: = e

(paralelo al plano y:)

(paralelo al plano x:)

(paralelo al plano xy)

Cada plano se dibuja como un rectúngulo con lados paralelos a los otros dos ejes coordenados.
La figura 3.37 presenta un bosquejo de estos tres planos.

Caso 2. El plano imcrseca (f ('(Ida eje coordenado. Suponga que una ecuación del plano es

ax+by+e:=d con abe*- O.

El cruce con el eje.\" es el punto (~. O. O). el cruee con el eje J' es el punto ( o. ~. OJ ~ el cruce

con el eje: es el punto ( O. o. ~)-
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Figuro 3.37
Tres plimos paralelos a
:¡Igun plano coordenado /0

,. ,.

"
x x

a) hl

x

o,~--- ...

EJEMPLO 7

• So/ució"

Paso 1. Grafique los tres puntos de crucc.

I'aso 2. Una los tres puntos de cruce para formar un triúngulo.

Paso J. Dibujando dos lineas paralelas. dibuje un par..llelogmmo cuya diagonal es el tercer
lado del triángulo.

I'aso 4. Extiendu el paralelogramo dibujando cuatro lineas paralelas.

Este proceso se ilustr..l con la gr:lfka del plano x + 2.1' + 3= = 6 en la figura 3.38. Los cruces
ron (6. O. O). (O. 3. O) Y(O. O. 2).

Tres puntos no colineales determinan un plano ya que determinan dos veclores no p.·Ha­
lelos que se intersecan en un punto (vca la figura 3.39).

Determinación de la ecuación de un plano que pasa por tres puntos dados

Encuentre la ecuación del plano que pasa por los puntos P = (l. 2. 1). Q= (- 2. 3. -1) YR =
(1. 0.4). - -Los vectores PQ = - Ji + j - 2k Y QR = Ji - Jj + 5k estún en el plano y por lo tanto son

ortogonales al vector normal de manera que

I~igura 3.38
Dibujo del plano x + 2y
]1 6en cuatro pasos

x

(O. O. 2)

°H-++-

{6. O. O)

- -n = PQ x QR = -3

3

(O. O. 2)

(6.0.0)

j k

I -2 =-i+9j+6k

-3 5

(O. O. 2) r.-+---8hi-- y



Figura 3.39
.os puntos P, O y Rdeter­
""In~n un pl~no siempre
~ue no sean colineales
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Figura 3.40
El plano
-x+9y+6z=23

(0.0.;;')

,.

Q

R

O)"--+- ...

p
,.

,,,,,,,,,, ,
O , '

- -,~ -0;-----,,<---), ,,,,
(o. 'l. O)

(-23.0.0)

DEFINICIÓN El

Figura 3.41
Se dibuj~ron d05 pl~nos

paralelos

EJEMPLO 8

y se obtiene. usando el punto P en la ccuHción (8),

n:-(x-l)+9(r-2)+6(:-I)=0

es decir.

-x + 9)' + 6: = 23

Observe que si se escoge otro punto. digamos Q. se obtiene la eCll<lción -(x + 2) + 9(y - 3) +
6(= + 1) = O. que se reduce a - x + 9.1' + 6: = 23. L¡¡ figura 3.40 prescntll un bosquejo de este
plano.

Planos paraletos

Dos planos son paralelost si sus vectores normales son paralelos, es decir, si el produclo

cruz de sus vectores normales es cero.
En la figura 3.41 se dibujaron dos planos paralelos.

o

x

Dos planos paralelos

Los planos 1r
1

: 2x + 3y -: = 3 Y1r,; -4x - 6)' + 2: = 8 son paralelos ya que tl
l

= 2i + 3j - k.

11:, = -4i - 6j + 2k = -211
1
(y 11

1
X 11, = O).

Si dos planos no son paralelos. entonces se intersecan en una línea recIa,

•
I Observe que dos planos paralelos pueden ser coincidentes Por ejemplo, los planos Ir ~ Y + Z 1v 2,

2 son coincidentes (son el mismo)
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EmlBL__P_"_"_,_o_'_d_e_i"_'_e_,,_e_'_'_iO_'"_d_e_p~l_a_"_O_'__
Encuentre todos los puntos de intersección de los planos 2\" - Y - : = 3 Yx + 1.1' + 3: = 7.

• Solució"

problemas J 5

Las coordenadas de cualquier punto (x. y.:) sobre la recta de intersección de estos dos planos
deben satisfacer las ecuaciones x + 2y + 3: = 7 Y2x - .r - : = 3. Resolviendo este sistema
de dos ecuaciones con tres incógnitas mediante reducción por renglones se obtiene sucesiva·
mente,

(; 2 3 I ;) 1/,-4//, 1//, 1 (1 2 3 I -In-1 -1 I o -5 -7 I
.,-4-~", e2 3

~J
.,..... ", f o 1 I

~)
,

1 2 2 o I 2 I, ,

Por lo tanto. y = lf -(f): y x = T-(t):. Por último. con: = I se obtiene una reprcsenlilción
paramétric'l de 1.1 recta de intersección: .r =lf - ti. y = lf - ti y: = l.

A partir del teorema 2 inciso ri). en la púgina 255. se puede derivar un hecho interesante.
Si w estú en el plano de ti Y", entonces w es perpendicular a ti X \'. lo que signific<l que'

\\'. (ti X \,) = O. Inversamente. si (u Xl') . W = 0, entonces w es perpendicular a (u X \,) de
manera que \1' se encuentra en el plano determinado por 11 y \'. Se concluye que

Tres vectores u. \' y W son (aplanares si y
sólo si su producto triple escalar es cero.

•

AUTOEVALUACIÓN

1. La recta que pasa por los puntos (l. 2. 4) Y(5. lO. 15) satisface la eeuaeiónl _

,,) (x.)'.,)=(1,2,4)+/(4.8.11)

e) (x,)',=)=(5, 10, 15)+,(4,8.11)

x-I y-2 z-I
h) -=-=-

4 8 II

x-S y-lO :-15
d) -=-=-

4 8 11

11. La recta que pasa por el punto (7. 3. -4) Yes paralela al vector i + 5j + 2L: satisface
la ecuación' _

,,)
x-7 c- 3 =+4 h) (x. y. ,) = (1, 5. 2) + 1(7,3, -4)=-'-=--

5 2

el x-7 y-3 z+4 d) (x, y, =)= (7, 3. -4)+s(8, 8,-2)=--=--
8 8 -2

111. La ecuación vectorial (x. J. :) - (3, 5. -7) = I( -1,4, 8) describc: _

a) la reel3 que pasa por (-1.4.8) Yes paralela a 3i + 5j - 7k

h) la recta que pasa por(-3. -5. 7) yes paralela a·-i + 4j + 8L:

e) la recta que pasa por (3. 5. -7) Yes perpendicular a -i + 4j + 8L:

ti) la recta que pasa por (3. S. - 7) Yes parcllcla a -j + 4j + 8L:



3.5 Rectas y planos en el espaCIO 271

IV. El plano que pasa por (S. -4.3) que es ortogonal a j satisfacc _

a) y = -4

e) x + )' + : = 4

b) (x - 5) + (o - 3) ~ O

á} 5x - 4)' + 3: = -4

V. El plano que pasa por (5. -4. 3) que es ortogonal a i + j + k satisfacc .

a) y = ~4

(')x+)'+:=4

b) (x - 5)11 ~ (y + 4)11 ~ (o - 3)/1

J) 5x - 4)' + J: = -4

VI. El vector__es ortogonal al plano que satisface 2(x - J) - Jlr + 2) + 5(: - 5)
~ o.
a) -3i+2j-5k

e) (2 - 3)i + (- 3 + 2)j + (5 - 5)k

h) 2i - 3j + 5k

ú) (2)(-3)1 + (-3X2)j + (5X-5)k

VII. El plano que satisface 6x + 18.1' - 12: = 17 es al plano - 5x - 15)' +
lOo ~ 29.

a) idéntico

e) ortogomll

h) paralelo

tl) ni paralelo ni ortogonal

En los problemas I al 18 encuentre una ecuación vcctorial. 1;ls ecuaciones paramétrieas y las
simétricas de la recta indie;lda.

1. Contiene a (l. 1. 3) Y(1. 2. -1)

2. Contienea(!. -1.1)y(-1.1. -1)

3. Contienca(!.1. I)y(l. -1.1)

4. Contiene a (-4. l. J) Y(2. O. -4)

5. Contiene a (2. 3. -4) Y(3. 2.1)

6. Conticnea(I.2.3)y(3.2.1)

7. Contienea(7.I.J)y(-J.-2.3)

8. Contienea(J.2.3)y(-J.2.-2)

9. Contiene a (2. 2. 1) Yes paralela a 1i - j - k

tOo Contiene a (-1. -6.2) Yes panllela a 4i + j - 3k

11. Contiene a (-l. -2. 5) yes paralela a -3j + 7k

12. Contiene a (-2. J. -2) Yes paralela a 4k

13. Contiene a (-2. J. 7) Yes paralela ;¡ 3j

14. Contiene ¡l (a. b. d y es paralela a di + d

15. Contiene a (a. b. c) Yes paralela a (Ik

16. Contiene a (-2. 3. 7) Yes ortogonal a 3j

17. Contiene a (4. l. -6) Yes paralela a (x - 2)/3 = {J' + 1)/6 = (: - 5)/2

18. Contiene a (3. l. -l)yesparalelaa(x + 1)/3 = (l' + 3)12 = (: - 2)1(~4)
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19. Sea L
1

la recta dada por

X-XI = .1'-.1'1 ==- =,
al bl C I

y sea L
1

la recta dada por

.r~X, .1'- .1'1 __-_,

a~ b: c1

Demuestre que L, es ortogonal a L1 si y sólo si " ,(/1 + h,h1 + '"1'"1 = o.

20. Demuestre que las rectas

y L1:
x-3 .1"+1 .:;-3

= =--
5 -2 2

son ortogonales.

21. Demuestre que las rectas

x-3 r-I =-8
L'--=-'-=-

1· 3 6 9

son paralelas.

La rectas en [lJ que no tienen la misma dirección no necesitan tener un punto en común.

22. Demuestre que las rectas L,:.\' = I + l.)' = -3 + 21. == -2 - 1Y L
1

: x = 17 + 3.\'.)" = 4
+ .~.= = -8 - Jlienenel punto(]. -1. -3)encomún.

23. DcmuestrequelasrectasLI"·x=2-t. .I' I +1.:=-2/yL
1
:x= I +s.y=-2s.==

3 + 2f l/O tienen un pumo en común.
~ ~ ~

24. Sea L dada en forma vectorial OR = OP + n'. Encuentre un numero t tal que OR sea per-
pendicular a '0.

25. Utilice el result¡¡do del problcm:l 24 para cncontrar la diswncia entre la recta L (que con·
tiene a P y es p:tralel;¡ a ") y el origen cuando

a) P = (2. 1. -4): v = i + j + k

h) P = (1. 2. -3):" = 3i - j - k

(.) P = (- l. 4. 2); 'o = -j + j + 2k

De los problemas 26 al 30 encuentre una recta L ortogonal .. las dos recl<ls d:tdas y que pase
por el punto dado.

26,

27.

28,

x+2 1'-1 = .\"-3 F+2 =-8
--=-'-=-'-=-'-=-'(1 -J 2)

-3 4 -5· 7 -2 3'"

x + I = Y - 2 = =+ I ; x - I = Y + 2 = =+ 3; (0o O. O)
2 4 -3 -2 S 6

x-2 \"+3 =+1 x+2 y-5 =+3
--=-'-=-,--=--=-,(-4,7,3)

-4 -7 3 3 -4 -2

29. X = 3 - 21.)' = 4 + 31. == - 7 + 5,;.r = - 2 + 4s. .I" = J - 2s. == J + s; (-2. 3. 4

30..\"=4 + 10/.)'=-4-81, == 3+ 71;x=- 21, .1'= I +41. == -7 - 31;(4, 6, O)
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*31. Calcule la distancia entre las rectas

[Sug('f('//árl' La distancia se midc a lo la rgo del vector \' q ue es pcrpelldicubr a L
1
y a L

1
, 5eH P

-+
un punto en L I y Q un punto en L

1
. Entonces la longitud de la proyección de PQ sobrc \'

es la distancia entre las recias. medida a lo largo del vector que es perpendicular a ambas.]

*32. Encuentre la dislancia entre las rectas

.1'+2 \'-7 :-2 y [ . .1'-1_.1"+2_:+1
[1:3=4=-4- l' -J - -1- -

De los problemas 33 al 50 encuentre la ecuación del plano.

33. P ~ (O. O. O), n = i 34. P ~ (O. O. O), 11 = j

35. P ~ (O. O. O), n = k 36. P = (l. l. J): 11 = i + j

37. P = (lo 1.3): n = i + k 38. P=(-Ll.3): n = li + Jj

39. P ~ (\. 2. J), n = j + k 40. p'~ (2. -\. 6): 11 = Ji - j + 2k

41. P ~ (-4. -7. 50): n=-3i-4j+k 42. P ~ (-3.11.2)0 n = 4i + j - -k

43. P = (O. -1. ~l): n= 4j - 3k 44. P = (3. -l. 5): 11 = li - 7j - Sk

45. Contiene a (1.2. -4). (2. 3. 7) Y(4. -1. J)

46. Contiene a (l. -2. -4). (3. 3. 3) Y(O. O. -1)

47. Contiene a (-7. 1.0).(2. -1.3)y(4.1.6)

48. Contiene a (1. O. O). (O. l. O) Y(O. O. 1)

49. Contiene a (1. O. -4). (J. 4. O) Y(O. - 2. [)

50. Contiene a (2. 3. -1). (4. -1. -1) Y(3.1.1)

Dos planos son ortogonales si sus vectores norl11Hlcs son ortogonales. Dc los problemas 51 al

57 determine si los planos dados son paralelos. ortogonales. coincidcntcs (es decir. el mismol o
ninguno de los anteriores.

SI. 1t1: x + ,. + - ~ 2: 1t,: 2x + 2)' + 2: ~ 4-

52. 1[ I : x + 1.1' + J, ~ I 1[,: 2x + 4)" + 6, ~ 2

53. 1[ I : x - ,. + - ~ J: 1[1: - 3.y + 3.1" - J, ~ -9-
54. ni: 2x - ,. + - ~ 3, 1t1: x + ,. - - ~ 7- -
55. ni: 2x - ,. + - ~ 3: n1: , + J + - ~ 3- -
56. 1t

1
: 3.r - 21' + 7, ~ 4, n,: -2x + 4.1' + 2: ~ 16

57. 1[1 : Jx - 2)' + S: ~ O, 1[, : x + 4.1' - 6, ~ O

De los problemas SS al 61 encuentre la ecuación del conjunto de todos los puntos de intersec­
ción de los dos planos.

59. ni: J.r - )' + 4: = 3:

lt!: 2x - 3)" + 4: = 7

lt!: -4x - 2y + 7: = 8
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60. It l : Jx - 2y + 5: = 4: It!: x + 4.1' - 6: = I

61. /tI: -lx- .1'+ 17: =4: It!: lx - .,. -: =-7

"'62. Se<l 11 un plano. P un plllllO sobre el pl<l11O, n un vector normal al plano y Qun punto fUer.!
del plano (vea I¡l figura 3.41). Demuestre que la distancia perpendicular D de Q al plano
esta dada por

Q

Figura 3.42

,
,,

-'Proy. PQI,,,,
~

"PO

p

De los problemas 63 ..166 encuentre 1;, dislancia del punto dado al plano dado,

63. (4. O. 1): h - Y + 8: = 3

64. (-7. -2. -1): -h + 8: =-5

65. (-3. 5. -1); -3x + 6: =-5

66. (-3.0.2);-3x+y+5:=O

67. Pruebe que la diSlilncia entre el plano a.\· + by + j': = dy el punto (.\"0' -'"D' :Dl esti¡ dado por

o

El ángulo entre dos planos esta definido como el ill1gulo agudot enlre sus vectores normales.
De los problemas 68 al 70 encuentre el ángulo enlre los dos planos

68. Los dos p]¡11l0S del problema 58

70. Los dos planos del problema 61

69. Los dos pl¡lllOS del problema 59

*71. Sean u y" dos vectores no pamlelos diferentes de cero en un plano It, Demuestre que si"
es cualquier otro vector en 1[. enlonces existen escalares o. y pwles que w = o.u + 11'" Esto
se denomina rCprlOSClIlación paramélrica del plano 11. [SlIgermda: Dibuje un paralelogramo
en el que au )' fJ" formen lados ¡¡dyacentcs y el vector diagonal sea w.)

*72. Tres veClores u." y w se l!¡lman eaplanarlos si est¡in lodos en el mismo plano 1[, Demuestre

que si u." y wpas,mtados a través del origen. enlonces son coplanares si y sólo si el triple
producto escalar es igual ti cero: ti . (1' X w) = O.

•
, Recuerdp que un "nqulo "'(Judo {( (~ un angula enlr¡> Oy 90° es decJr. (t " (O, rrl21



Resumen 275

De los problemas 73 al 78 determine si los tres vectores de posición dados (es decir. con punto
inicial en el origen) son eoplan:lres, Si lo son. encuentre la ecuación del plano que los collliene.

73. u=2i-3j+4k:\'=7i-2j+3k:w=9i-5j+7k

74. u=-3i+j+8k:v=-2i-3j+5k:w=2i+14j-4k

75. u = 2i + j - 2k: \' = 2i - j -1k: w = 1i - j + 1k

76. u=5i+4j+7k: \'=-1i+1j-3k: w=-i-j-k

77. u=3i-2j+k:l'=i+j-5k:w=-i+5j-16k

78. u=2i-j-k:,'=4i+3j+1k:w=6i+7j+5k

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

•
l. al, hl, el, d)

v. (.)

RESUMEN

11. a)

VI. hl

111. d)

VII. h)

IV. u)

~

El segmento de recta dirigido que se extiende de P a Qen 1:¿2 o [?3 dcnowdo por PQ es el segmen-
lO de recta que va de P a Q. (pp, 210. 246)

Dos segmentos de rectól dirigidos en 1:¿2 o ~J son equi\'alcntts si tienen la misma magnitud (lon-

gitud) y dirección. (pp. 221.1-16)

Definición geométrica de IIn \'eUor

Un vector en 1:¿2([?3) es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en 1:¿2(1ll) equiva­

lentes a un segmento de recta dirigido dado. Una representación de un vector ticne su punto
~

inicial en el origen y se denota por OR. (pp, n: 1.146)

Dt'jillidólI {/Igehm;ca l/e 1111 ¡'ecto,.

Un veclor \' en el plano xy (1:¿2) es un par ordenado de números reales (a. bl. Los números a y"
se llaman componentes del vector l'. El \"Celar cero es el vector (O. O). En Ill. un vector l' es una
terna ordenada de números reales (a. h. c~ El \'cclor cero en Vl es el vector (O. O, O). (PP. 221. 1-16)

Las definiciones geométrica y algebmica de un \'cetor en 1:¿2 [Dl) se relacionan de la siguien-
~

te maner.t: si \' = (a. b) [(a. b. c)J, enlonces una representación de \' es OR , donde R = ((l. 11)
[R = ((l. h. e)]. (p,222)

Si v = ((1, b), entonces la lllllgnitud de 1', denotada por 11'1. estÚ dada por 1\'1 = J(I~ +h'. Si v =
((l. b. e), entonces 1"1 = JtI~ +b' +c'. (pp. 222. 246)

Si \' es un vector en IY. entonces la dirección de \' cs el ángulo en (O, lit) que lorm:l cualquier
representación de ,. con dIado positivo del eje x. (p. 223)

Desigualdad del triángulo

En 1:¿2 o 1).1

lu + "1 S lu! + 1"1
En [(l sean i = (l. O) Yj = (O, 1): entonces l' = ((l. b) se puede escribir como \' = lIi + bj.

(p,225)

(p. 226)
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En[?J sean i = (l. O. O), j = (O. 1, O) Y k = (O. O. 1); entonces \' = (a. b. e) se puede escribir corno

V = ai + bj + ck (p. 2501

Un reclor unitario ti en I:P- o [?J es un veclOr que satisface lul = 1. En V, un vector unitario se

puede escribir corno

11 = (cos 8)i + (sen 8)j (pp. 226. 227)

donde €l es la dirección de u.

Sean ti = (al" b l) y v = (a," 17,): en lances c1llroducto escalar o producto IJlII110 de ti y v. denotado
por ti . \'. estú dado por (p. 234)

(pp. 234. 235)

Si ti = (al' bl" () y \' = {(I,. h,. eJ entonces

ti· \' = (/1(/1 + b,b~ + CIC~

El ángulo qJ entre dos vectores ti y \' en l'!" o l?J es el único número en [O. 11] que satisface
u·\,

ca, ~ = ¡;;n;:¡
Dos vectores en [?l o l1J son paralelos si el ángulo enlre ellos es Oo 7I. Son paralelos si uno es un
múltiplo escalar del otro (pp. 236. 250)

Dos veclores IY o I:?J son ortogonales si el úngulo entre ellos es rrl2. Son ortogonales si y sólo si
su producto escalar es cero (pp. 237.250)

Sean u y l' dos vectores diferentes de cero en I:ll o 1)3. La pro~'ccción de u sobre \' es un vector.

denotado por proy, u. que eslú definido por (pp. 238. 251)

proy, "VII=--V

Ivl'
u·v

El esca!<lr M se llama la cOlllllonclltc de u en la dirección de ".

proy, u es paralelo a \' y U - proy, u es ortogonal a v.

La dirección de un vector \'1)3 es el vector unitario

. a be.
SI l' = (a. b. e). entonces cosa = R' cos ~ =Ry cos y = Iv! se llaman cosenos directores de \'.

Sea u = t/li + b¡j + (",k y l' = a) + bj + c,k. Entonces el producto cruz o producto \cetorial de
u y v. denotado por u X ". esta dado por

k

u x v = al b, "
(11 b, ,,

Propiedfl/les ,IdpJ'OlluClo CnlZ

i. uxO=Oxu=O.

¡i, UX\'=-\,Xu.

¡ii, tauIX\·=a(ux\').

(pp. 239, 251)

(p. 24))

(p. 248)

(pp. 254. 255)

(p. 255)
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iv. UX(v+w)=(uxv)+(uxw).

\'. (u X \,. w)= U ·(v x w) (el triple Jlroductoescalar).

\'i. u x ves ortogonal tanto a u como H \'.

vii. Si ni 11 ni v son el veclOr cero, entonces u y \' son paralelos si y sólo si u X v = O.

Si lp es el úngulo entre u y \', entonces lu X vi = IUIl\'1 sen lp = área del paralelogramo con
lados ti y \'.

Sean P = (XI' )"1' :1) y Q = (X" .r,. :,) dos puntos sobre una recta L enl)l, Sea \' = (.", - x,)i +
Ve - .J'1)j + (:~ - :I)k y sea a = Xl - XI' h =)', - )'1 Y e = ::'. - :1'

~ ~

Ecuación \'cctorial de una recta: OR = OP + n'.

Ecuaciones paramétricas de una recta: \' = XI + al

y =)'1 + !JI
:=:I+ CI

x-x 1'-1" :-:
Ecuacioncs simétricas dc una recta: --' = -'-'-' = __1 , si a, !J y {" son diferentes de cero.

a b e
Sea P un punto en [tJ y sea n un vector dado diferentes de cero; entonces el conjunto de todos

~

los puntos Q para los que PQ , n = Oconstituye un plano en [?J. El vector n se llama n~c:lor

nornllll al plano.

Si 11 = ai + bj + ck y P = (xo,.l'1f :u) el1lOnces la ecuación del plano se puede escribir

lIx+hy+c:=d

donde
~

d = (/."u + b.l'u + c:u = OP . n

El Jllano xy tiene la ecuación: = O: el plano.c tiene la ecuación J = O; el Jllano y;:: tiene la eClJ:l­
ción x = O.

(p. ~641

(p. ~65l

(p. 166)

(p. 267)

(p. 277)

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son paralelos. Si los dos planos no son para­

lelos. entonces se intersectan en una línea recta .

• EJERCICIOS DE REPASO

En los ejercicios I al 8 encuentre la magnitud y dirección del vector dado.

1. "=(3.3) 2. v=-3i+3j 3. v=2i+3j

4. '=(2.-2,13) 5. ,=(,13,,) 6. '=(3-J5)

7. v=-12i-12j 8. v = i + 4j

(p,280)

~

~ los ejercicios 9 al 13 escriba el vector v. representado por PQ, en la forma ui - hj Bosqueje

PQy".

9. P = (2. 3), Q = (4. 5)

11. P=(-3.-2), Q=(4.1)

13. P=(-I.3), Q=(3.-I)

lO, P=(1.-2); Q=(7.1~)

12, P=(-I,-6); Q=(3.--+)
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14. Sea u = (2.1) Y \' = (-3.4). Encuentre a) 5u: h) u - 1': e) -8u + 5v,

15. Sea u = -4i + j y \' = -3i - 4j, Encuentrc a) - 3\': b) u + \'; c) 3u - 6\'.

En los ejercicios 16 al 24 encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección que el
vector dado.

17. , = -; +j 18. \' = -2i + Jj

20. \' = -7i + Jj 21. , = 3i + 4j

23. \' = -2i - 4j 24. \' = ai - (lj

19. \' = 2i + Sj

22. v=-2i-2j

25. Si \' = 4i - 7j encuentre sen 8 y cos R donde 8 es la dirección de \'.

26. Encuentre un vector unitario con la dirección opuesta ¡l \' = 5i + 2j.

16. \' = i + j

27. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a \' = i - j.

28, Encuentre un vector unitario con la dirección opuesta a la de \' = IOi - 7j.

En los ejercicios 29 al33 encuentre un vector \' que tenga la magnitud y dirección dadas.

29. 1'-1 = 2; 8 = nl3 JO. 1'1 = 6; 8 = 27t13

JI. 1'1 = 1; 8 = nl2 32. 1'1 = 4; 8=1t

33. 1'1 = 7; e = 51t/ó

En los ejercicios 34 al 38 calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del úngulo
entre ellos.

34. u = i - j: v = i + 2j

36, u = 4i - 7j: \' = 5i + 6j

38, u = -i - 2j: \. = 4i + 5j

35. u = -4i: \' = Ilj

37. u=2i-4j: \'=-3i+5j

En los ejercicios 39 al 46 determine si los vectores dados son ortogonales. paralelos o ninguno
de los dos, Despucs bosqueje cada par.

39. " = ,. - 6j: l' = -; + Jj 40. "= 2i - 4j: v= -3i + 5j-,
41. " = 4i - 5j: ,- = Si - 4j 42. " = 4i- Sj: \. = -5i + 4j

43. " = -7i - 7j: l' = ; +; 44. " = -7i - 7j: l' = -; +j

45. " = 5i - 5j: , = -; -j 46_ ,,= -7i - 7j: \' = -; -j

47. Sean u = 2i + 3j y \' = 4i + rij. Determine a tal que

a) u y v sean ortogonales.

h) u y v sean paralelos.

e) El úngulo entre u y \' sea 1t/4.

tI) El ángulo entre u y \' sea 1t/6.

En los ejercicios 48 al 55 calcule proy, u

48. 11 = l4i: l' = i + j

50. 11 = -i - 2j; l' = - 3i + 2j

52. 11 = Ji + 2j; \' = i - 3j

49. u = 14i: \' = i - j

51. u=3i-2j: v=3i+2j

53. u = 2i - 5j; l' = - 3i - 7j



 
 



 



Capítulo

4
ESPACIOS VECTORIALES

•

EII INTRODUCCiÓN

Como se observó en el capitulo anterior. los conjuntos Vl (veclores en el plano) y 1)-' (vcctores
en el espacio) cuentan con diverS;IS propiedades peculiares. Se puede sumar dos vcctores en Ir
y obtener Otro vector en Ir. En la suma. los vectores en 1)2 obedecen las leyes conmutativa y
asociativa. Si x E Ir. entonces x + () = x y x + (-x) = O. Se puede multiplicar veclores en Ir
por escalares y obtener las leyes distributivas. En J>'sc cumplen las mismas propiedlldcs.

Los conjuntos 1)2 y (!l junto con [as opcmciones de suma de vectores y multiplicación por
un escalar se denominan e.I]J{//'ios I'cnori{/!e.\", Se puede decir. de forma intuitiva. que un espacio
vectorial es un conjunto de objetos con dos operaciones que obedecen las reglas que acaban

de escribirse.
En el presente capitulo habrú un cambio. en apariencia grande. del mundo concreto de la

solución de ecuaciones y del manejo sencillo de los vectores que se visualizan. al mundo abs·
tracto de los espacios vectoriales arbitr:trios. Existe una ventaja en este cambio. Una vel. que.
en terminas generales. se establecen los hechos sobre los esp:tcios vectoriales se pueden aplicar
estos hechos a IOdo.,'los espacios de esta naturalez.a. De otro modo. tendria que probarse cada
hecho una y otra vez para cada nuevo espllcio vectorilll que nos encontráramos (y existe un sin

fin de ellos). Pero como se ved mús adeklllte. muchos de los teoremas abstractos que se demos·
tranln. en terminas reales no son más diliciles que los que ya se han estudiado.

DI DEFINICiÓN y PROPIEDADES BÁSICAS

DEFINICiÓN a Espacio vectorial real

Un espacio "eclorial real Ves un conjunto dc objctos. denominados \'eclores. junto con
dos operaciones binarias llamadas suma y multiplicación por un escalar y que satisfacen
los diez axiomas enumerados a continuación.
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NotaciólI. Si x y ~. eslún en Vy si O' es un número real. entonces la suma se escribe como x + ~.

y el producto escalar de a y x como {lX.

Antes de presentar la lista de las propiedades que S¡HisfacCll los vectores en un espacio
veclorial deben mencionarse dos asuntos de importancia. En primer lugar. mientras que puede

ser útil pensar en Vl o P' al manejar un espacio vectori<IL con frecuencia ocurre que el espacio
veclorial parece ser lllUy d¡rerente a estos cómodos espacios (en breve loca remos este lema). En
segunda instancia, la definición 1 ofrece una definición de un espacio veclorial real. La palabra

"rear' significa que los escalares que se usan son números reales. Seria igualmente sencillo de­
finir un espncio vectorial ("olllp!tjo utilizando números complejos en lugar de reales. Este libro
es tú dedicado principalmcnlc a espacios vectoriales reales. pero las generalizaciones a otros

conjuntos de escalares presentan muy poca dificultad.

Axiomas de un espacio vectorial

i. Si x E Vy y E V, entonces x + y E V(cerradura bajo la suma).

ii. Para todo .... ~' y z en V. (x + },) + z = x + Ü + z)
(le)' asocialim de la suma de H.'Ctort'S).

iii. Existe un vector O E V t,tI que par,1 todo x E JI, x + O= U+ x = x

(el Ose llama \"cct9r cero o idéntico aditim).

iv. Síx E V,existeun vector-xen E Jltalquex+(-x)=O
(-x se llama inn~rso adilim de x).

\', Si x y }' es!,in en V. entonces x + }' = y + x
(ley conmut,lti"a dc la suma de \'Celorlos).

"i. Sí x E Vy u es un escalar, entonces ux e V

(cerradura bajo la multiplicación por un escalar),

\'ii. Sí x y}' est:in en Vy u es un escalar. entonces a(x + },) = ax + a}'

(1lrimera le)' dislribulil'U).

viii. Si x e JI y u y /3 son esc<ll¡¡res. entonces (a + /3) x = (fX + /3x
(segunda le)' dislributi\·a).

ix. Si x e JI y u y /3 son escalares. entonces a(/3x} = (a/3)x
(le)' aSOCialim de la multiplicación por t$Calar~).

x. Para c<lda vector x E V, Ix = x

Noftl. En los problemas 23 y 24 se estudian la propiedad de unicidad sobre el elemento neutro

aditivo y el e1cmento inverso aditivo en un espacio vectoriaL

EJEMPLO 1 El espacio 1)"

Cada vector en p, es llna matriz de 11 x 1, Scgún la definición de suma de matrices dada en la

~o·] ,
p:'1gina 48. x + y es una matriz de 11 X 1 si x y y son matrices de 11 X l. Haciendo O =
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EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

EJEMPLO S
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-x ~ [~iJ '" obsm, q" los a,iom" ii) '-') ",oblienen de la definición desuma d<'''lO­

res (matrices) y el teorema 1.5.1 en la púgina 50.

Nora. Los vectorcs cn V" sc pueden cscribir indistintamcnte como vectores renglón o vectores
columnól.

Espado vectorial trivial

Sea V = la}. Es decir. V consiste sólo cn el número O. Como O+ O= 1 . O= O+ (O + O) =
(O + O) + O= O. se ve que Ves un espacio vectorial. Con frecuencia se le otorga el nombre de
espacio vectorial tri\·ial.

Conjunto que no es un espacio vectorial

Sea V = {I f. Es decir. f/ consiste uniC<lmentc del número 1. Éste l/O es un esp<lcio vectorial ya
que viola el axioma i) ---el axioma de cerradura-o Para vcrlo con mús claridad. bas\;l con ob­
servar quc 1+ 1 = 2 Ii'" f/. También viola otros axiomas. sin embargo. con tan sólo demostrar
que viola al menos uno de los diez axiomas queda probado que f/ no es un espacio vccloria!.

Nota. Verificar los diez axiomas puede ser laborioso. En adelante se \'erificar.in úniCilmenle
aquellos <lxiomas quc no son obvios.

El conjunto de puntos en V que se encuentran en una recta

que pasa por el origen constituye un espacio vectorial

Sea f/ = {(x. y): r = /l/X. donde III es un número real fijo y x es un numero real arbitrario}.

Es decir. f/ consiste en todos los puntos que estan sobre la recta J = JIIX que pasa por el origen
y tiene pendiente m. Para demostrar que f/ es un espacio veclOri"l. se puede verificur que se
cumple cada uno de los axiomas. Observe que los vectores en V se han escrito como renglones
en lugar de columnas. lo que en esencia es lo mismo.

i. Suponga que x = (XI' .1'1) y Y= (x~. .I) están en V. Entonces)'. = mx•. y~ = mx~. y

x + y =(Xl . .I'I)+ (x~. y~) =(XI' nLl'"I) + (X~.IIIX~) =(XI + X:' I/Lll + 11L,":)

=(-'", +-,"]"III(.\"1 +-,"~»EV

Por lo lanto se cumple el axioma ¡).

ii. Suponga que {x. y) E 11. Entonces y = /1/X y -(x. y) = -(x. mx) =(-x. lIle - x»). de manera
que -(x. .r) lambién pertenece a Vy (x. /1/x) + (-x. m(-x)) = (x - x. m(.\" - x» = <o. O).

Todo "eelor en JI" es un \'cctor en Ir, y V:es un espacio vcctorial. como se mucStT:l en el ejemplo
1. Como (O. O) = Oestá en JI" (explique por que) todas las demús propicdades se deducen del
ejemplo l. Entonces V cs un espacio vcctorial.

El conjunto de puntos en I)J que se encuentran sobre una recta

que no pasa por el origen constituye un espacio vectorial

Sea f/ = {(x. Y):,l" = 1x + l. x E 1J1. Es decir. 11 es cl conjulHo de puntos que eSl:i.n sobre
la recia)' = 2x + 1. V /10 es un espacio vectorial porque no se cumple la cerradunl bajo IJ
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EJEMPLO 6

EJEMPLO 7
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suma. como sucede en el ejemplo 3. Para ver esto, suponga que (XI' YI) Y(_\-!' y) estún en V
Entonces,

Si el vector del lado derecho estuviera en V. se tendría

Pero JI = 2x I + 1 Y.r~ = 2x! + I de manera que

Por lo tan lO. se concluye que

Por ejemplo. (0.1) Y(3.7) estún en V, pero (O, 1) + (3. 7) = (3. 8) 110 eslá en V porque 8 '1' 2, 3
+ l. Una forma mús sencilla dc comprobar que V no es un espacio vectorial es observ,lr que
O = (O. O) 110 se encuentra en V porque O'1' 1· O+ l. No es dificil demostrar que el conjunto
de puntos en 1)'- que eSlú sobre cualquier recta que no p,lsa por (O. O) no constituye un espacio
vectorial.

El conjunto de puntos en Vl que se encuentran en un plano

que pasa por el origen constituye un espacio vectorial

Sea V = l(x, y. =): (IX + hy + e: = 01. Esto es. Ves el conjunto de PUnlOS en 1)1 que está en
el plano con vector normal (a. b, el y que pasa por el origen. Al igual que en el ejemplo 4. los
vectores se escriben como renglones en lugar de columnas.

Suponga que (XI' .1'1' =1) Y(Xl' .1'2" =!) estún en V. Entonces (XI' YI, =1) + (Xl' y~, =!) = (XI ­

X" Yl + .re' =1 + =!) E V porque

a(xl +x1)+!J(YI + Y!)+C(=I +=l)=(axl +by, +c:I)+(axl + by! +C=l)=O+O=O

Por lo tanto. el axioma i) se cumple. Los otros axiomas se verifican fácilmente. De este modo.
el conjunto de puntos que se encuentra en un plano en p3 que pasa por el origen. constituye un
espacio vectorial.

El espacio vectorial P
n

Sea V = P", el conjunto de polinomios COIl coeficientes reales de grado menor o igual a 11:

p E P". entonces

p(X)=(/"X" +a"_lx"-1 +"'+(/lx+aO

donde cada a¡ es rc¡i1. La suma de p(x) + (¡(x) eslá definida de la manera usual: si q(x) = b".\Jo ­
h" 1.\",,-1 + ... + brr + hu, entonces

p(x) + q(x) = (a" + b,,)x" + (a"_1 + b,,_¡)X"-1 + ... + (al + !JI ).r + «(lo + boJ

Es obvio que la suma de dos polinomios de grado menor o igual a 11 es olro polinomio de grado
menor o igual a 11, por 10 que se cumple el axioma i). Las propiedades ii) y 1') a x) son claras.
se define el polinomio () = 0.\"' + 0.\"' I + ... + Dx + O. entonces O E P" Yel axioma íií) se cump~
Por úllimo. sca -p(x) = -a,/' - (/,,_1.\",,-1 - ... - al.\" - al)' se ve que el axioma Íl') se cumple. coo
lo que Po es un espacio vectorial real.

•
t Se dice que las funCiones constantes (Incluyendo la funcron {(xl" O) son polinomiOS de grado cero
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los espacios vectoriales C[O, 1] y C[a. b]

Sea V= CrOo 1] = el conjunto de funciones continuas de valores reales definidHS en el intcn'<Ilo
[O. lj. Se define

(f+ g)x =Irx) + g(x) y (0111') = a[l(xll

Como la suma de funciones cOlllinuas es continua. el a;.;ioma i) se cllmple y los otros axiomas

se verificnll l'úcihnente con O = la función cero y (-./)(x) = -f(x). Del mismo modo. C[a. h].
el conjunto de funciones de valores reales dcfinidas y continuas en [a. h]. constituye un espacio
vectorial.

El espacio vectorial M
nm

Si JI = M,,", denota el conjunto de matrices de /11 X 11 con componentcs reales, entonces con
la suma de matrices y multiplicación por un escalar usuales, se puede verificar que M"", cs un
espacio vectorial cuyo neutro aditivo es la matriz de ceros de dimensiones 111 X //.

Un conjunto de matrices invertibles puede no fo-rmar un espacio vectorial

Sea 5 J el conjunto de matrices invertibles de 3 X 3, Se define la "suma" A EB B por A EB B = A 13.:
Sí A Y B son invertibles. emonces AB es invcrtible (por cl teorema 1.8.3. púgina 96) de manera
que el axioma i) sc cumple. El axioma ii) es sencillamente la ley asoCÍ<lliv¡l p¡Ha la multiplica­
ción de matrices (teorema 1.6.2. púgina 63): los axiomas iji) y ir) se satisfacen con (J = '., y - A

= A-l. Sin embargo, A B i:- BA en general (vea la púgina 61). entonces el axioma r) no se cumple

y por lo tanto S1 no es un espacio vectorial.

Un conjunto de puntos en un semiplano puede no formar un espacio vectorial

Sea JI = l(x..l'):Y;:::: Ol. l/consiste en los puntos en t:r en el semiplano superior (los primeros

dos cuadrantes). Si)'1 ;:::: OY.l',;:::: O, entonces.\'1 + .\', 2:: O: así. si (XI' JI) E Vy (X" .\) E V, en­
tonces (XI + X" .1'1 + .1) E V. Sin embargo. V no es un espacio vectorial Y¡l que el vector (l. 1).

por ejemplo. no tiene un inverso en V porque (- J, - 1) $. JI. Mús atln. el axioma I'i) falla, Yil
que si (x. y) a JI. entonces a (.r..1") a V si Q' < O.

El espacio en

Sea JI = t::n = H('l' 1'" .... 1.',,): (', es un número complejo para i = 1. 2..... 111 Yel conjunto
de escalares es el conjunto de números complejos. No es difícil verificar quc t::". t:llnbién es un
espacio vectorial.

Como 10 sugieren estos ejemplos, existen difercntes tipos de espacios vectoriales y l1luchas
clases de conjuntos que l/O son espacios vectoriales. Antes de terminar esta sección. se dcmos­

trarún algunos resultados sobre los espacios vectoriales.

•
,'elCA¡j¡,º,,;;:co;;]i Este simbolo se usa en lodo el I,bro para Indicar que el problema o ejemp JI
'St> USil un signo mas enClrwlado para eVitar confUSión con elsH:¡no mas normal OL f' '"Je ':3 a rr " rt'
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Sea V un espacio vectorial. Entonces

i. uO = Opara lOeJO escalar a.

ii. O' x = O para todo x E V

¡ji, Si aX = 0, entonces C\' = Oo x = O(o ambos).

h'. (-1),. = -x para todo x E V.

L: DEMOSTRACiÓN i. Por el axioma iii), O+ O = O; Ydel axioma l¡¡I).

0'0 = 0'(0 + O) = 0'0 + 0'0 (1)

Sumando -0'0 en los dos lados de (1) Y usando la ley asociativa (axioma ji), se
obtiene

aO + (-aO) = [aD +uO] +(-aO)

0= uO + [uO +(-aO)]

O=aO+O

O=aO

ii. Se usa, esencialmente, la misma prueba que en la parte i). Se comienza con O+ O=

OYse usa el axioma l'ií) para ver que O,. = (O + O)x = Ox + Ox o Ox + (-Ox) = Ox
+ [Ox + (-Ox)] o O= Ox + O = Ox.

¡ii. Sea ax = O. Si a "" O. se multiplican ambos lados de la ecuación por l/a para obtener
(l/a)(ax)= (l/a) O = O[porla parte i)].Pero (l/a)(ax) = Ix = x (por el axioma ¡x). de
manera que x = O.

h'. Primero se usa el hecho de que 1 + (-1) = O. Después. usando la parte ¡í). se ob­
tiene

0= Ox = [1 + (-l)]x = Ix + (-I)x = x + (-I)x

Se suma -x en ambos lados de (2) para obtener

-x'=' 0+ (-x) '=' x + (-I)x + (-x) '=' x + (-x) + (-l)x

=O+(-I)x=(-I)x

(2)

problemas 4,2

De este modo, -x = (-I)x. observe que el orden de la suma en la ecuación anterior
se pudo invertir utilizando la ley conmutativa (axioma 1')'

Ohsen'uciólI. La parte iii) del teorema I no es tan obvia como parece. Existen situaciones cono­

cidas en las que .\)' = Ono implica que.r 0.r sean cero. Como ejemplo. se tiene la multiplicacióo

. [0 1) [0 -2)de matrices de 2 x 2. SI A = O O Y B = O O. en donde ni A ni B son cero y. corno se

puede verificar. AH = O. el resultado del producto de estas matrices es la matriz cero.

AUTOEVALUACIÓN

De las siguientes afirmaciones. indique si son falsas o verdaderas:

l. El conjunto de vectores e:)en ~con)' = - 3x es un espacio vectorial real.
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11. El conjunto de vectores (~ ) en I)! con y = -]x + 1 es un espacio vectorial real.

111. El conjunto de matrices invertibles de 5 X 5 forma un espacio vectorial (con "+"
definido como en la suma matrices ordinaria).

IV. El conjunto de múltiplos constantes de la matriz idéntica de 2 X 2 es un espacio
vectorial (con "+" definido como en 111).

V. El conjunto de matrices idénticas de 11 X 11 para 11 = 2.3.4.... es un espacio vecto­
rial (con ,,+., definido como en [[1).

VI. El conjunto de vectores [:] en 1)-1 con 2x - y - 12.:- = Oes un espacio vectorial
real. z

VII. El conjunto de vectorcs [:~:] en I)-l con 2x - y - 12: = 1 es un espacio vectorial
real. z

VIII. El conjunto de polinomios de grado 3 es un espacio vectorial real (con ,,+., definido
como la suma de polinomios ordinaria).

Dc los problemas 1 al 22 determine si el conjullto dado es un espacio vectoria!. De no scr asi
proporcione lIna lista de los axiomas que no se cumplen.

1. El conjunto de matriccs diagonales de 11 x 11 bajo la suma de matrices y multiplicación por
un escalar usuales.

2. El conjunto de matrices diagonales de 11 X 11 bajo la multiplicación (es decir. A $ B = AB).

3. {(x. y):)' ~ O; x. y realesl con la sllma de vectores y multiplicación por un escalar usuales.

4. Los vectores en el plano que est:l en el primer cuadrante.

5. El conjunto de vectores en I)-l de la forma (x. x. xl.

6, El conjunto de polinomios de grado 4 bajo las operaciones del ejemplo 7.

7, El conjunto de polinomios de grado 5 bajo las operacioncs del ejemplo 7.

8. El conjunto de matrices simétricas de 11 X 11 (vea la sección 1.9) bajo la suma y l1lultiplica-

9. :~~~~;~nl:~ ::c:~::r::::'~:s~ X 2 que tienen hl forma (~ ~J bajo la sum:l y multiplicación
por un escalar usuales.

10. El conjunto de matrices de la forma (' aJ con las operaciones de malrices de ~uma ~
multiplicación por un escalar. f3 I

11. El conjunto que consiste en un solo vcctor (O. O) bajo las operaciones usuales en símbolo
1)'.

12. El conjunto de polinomios de grado ~ 11 con término cons1<tnte cero

13. El conjunto de polinomios dc gradO:5 11 con término constante (/ positiyo.

14, El conjunto de polinomios de grado :5 11 con termino constante (/. negativo
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15. El conjunto de funciones continu<lS de valores reales dctinidas en [O. 1] conf(O) = OYI{ 1)
= Obajo las operaciones del ejemplo 8.

16. El conjunlo de punlOS en lique se eneucnlran sobre una recia que pasa por el origen.

17. El conjunlO de punlos en IJ3que se encuenlran sobre la recia x = t + 1. y = 2t. == t ~ 1.

18. ~ con la suma definida por (XI')) + (x" J) = (xl + x
1
+ l. .1'1 + y: + 1) Yla multiplicación

por un escalar ordinaria.

19. El conjunlO del problema 18 con la mulliplicación por un escalar definida por a(x. y) =
(O' + ax ~ LO' + ay - 1).

20. El conjunto que consiSle en un objelo con la suma definida por ohjeto + objeto = ohjelO y

la mulliplicación por un escalar definida por a (objeto) = objeto.

t21. El conjunlo de funciones diferenciables definidas en [O. 1] con las operaciones del ejemplo 8.

*22. El conjunto de números reales de la forma (/ + bj2. donde a y b son números racionales.

bajo la suma de nLJmeros reales usual y la multiplicación por un escalar definida sólo para
escalares racionales.

23. Demueslre que en un espacio veclorial el elemenlo idénlico adilivo es LJnico.

24. Demueslre que en un espacio vectorial lodo veclor tiene un inverso aditivo único.

25. Si x y y son veclores en un espacio vectorial V. demuestre que exiSle un veclor único Z E ¡'

1'11 que x + Z = }'.

26. Demuestre que el conjunto de números reales positivos forma un espacio vectorial bajo las
operaciones x + y = xy y ax = s".

27. Considere la ecuación diferencial homogénea de segundo orden

)'''(X) + a(s)y'(.r) + b(x)y(x) = O

donde a(x) y bes) son runciones continuas. Demueslre que el conjul1\o de soluciones de la
ecuación es un esp"cio veclOrial bajo las reglas usuales para la suma de runciones y multi­
plicación por un escalar.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. V 11. F 111. F IV. V v. F VI. V VII. F VIII. F

• MATLAB 4.2

~ 1. El archivo I'ctrS!J.1II es uua demostracióu sobre la geometría de algunas propiedades de los
espacios vectoriales de vectores en P'.

A continuación se presenla el código de la función I'ctrS!J.1II

function vctrsp(x,y,z,a}

% VCTRSP funeion que ilustra las propiedades geometricas

% de eonmutatividad y asociatividad de la suma de

vectores.

% Tambien la propiedad de distributiva de la
multiplicacion

% por un escalar de la suma de vectores

•
'i (J.lculOl Estl' 51mbolo se U5<l para IndICar que el problema o ejemplo usa conceptos ¡le cal(lllo.
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,,
" vector 2x1, y, vector 2x1,
" vector 2x1, a, escalar

\ Inicializacion de datos usados en la funcion
origen= [O:OJ;
Ox=[origen,xJ;
Oy=[origen,yJ:
Oz= [origen, zJ ;
xy=[x,Y+x);
yx=[y,x+Y):
yz= (y, y+zJ ;
Oyz=[origen,y+zJ:
Oxy=[origen,x+yJ:
xyMz=[x+y,x+y+zJ:
yzMx= [y+z, x+y+zJ ;
Oxyz=[origen,x+y+z) :

, Borrar ventana de comandos y cerrar tedas la ventanas
, de figuras abiertas
clc;
disp('Funcion VCTRSP')
disp(' ')
clase all;
, Conmutatividad
figure(l)
he1d off
subplot(121}
h=plot(OX(l,:) ,Ox(2,:), 'b--*' ,Oy(l,;) ,Oy(2,;), 'b--*');
set(h,'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)/2, '\bf x');
text(y(1)/2,y(2)/2,'\bf y');

grid
axis sguare
axis tight
aa=axis;
axis( [min(aa( [l,3J» -l,max{aa( (2,4J) )+l,min(aa( [1, 3J
l,max(aa( (2,4) }+l)}
title('Vectores originales')
subplot(122)
ho1d off
h=plot (Ox (1, : ) ,Ox (2, : ) , ' b- - *' ,OY (1, ; ) , OY (2, ; ) , 'b- - * , ) ;
set(h,'LineWidth' ,2)
hold on
h=plet(Ox(l,:) ,Ox(2,:),' r:' ,xy(l,:) ,xy{2,:),' r;' ,Ox:: _,.
(2, :) • '-m*' ) ;
set(h,'LineWidth' ,2)
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h=plot (Oy(1, : 1 ,ay(2, :), 'g:' ,yx(1, : l ,yx(2, ;), 'g:' ,axy(1, ;),
axy(2,;),' -m*');
set(h,'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)/2,'\bf x'l;
text(y(11/2,y(2)/2,'\bf y');

text{xy(l,2)/2,xy(2,2)/2,'\bf x+y=y+x')
grid
axis square
axis tight
aa_axis;
axis ([min (aa ([1,3]) 1 -1 ,max (aa ([2,4])) +1, min (aa ([1,3]) l -1,
max(aa( [2,4]) )+1])
title('Suma de vectores, conmutatividad')
hold off
disp('aprima alguna tecla para continuar figura 2');
pause;
1; Asociatividad
figure (2)
holó off
subplot(13l)
h,.plot (ax (1, ; ) ,Ox (2, : ) , 'b- - *' ,Oy (1, ;) ,Oy (2, : ) , 'b- - *' ,az (1, : ) ,
Oz(2,:),'b--*');
set(h,'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)/2,'\bf x');
text(y<l)/2,y(2l/2, '\bf y');

text(Z(1)/2,z(2)/2,'\bf Z');
grid
axis square
axis tight
aa=axis;
axis( [min(aa( [1,3])) -l,max(aa( [2,4]) )+l,min(aa( [1,3))) -1,
max(aa([2,4)))+1])
title('Vectores originales')
subplot (132)
hold off
h.plot (Ox (1, : ) ,Ox (2, ; ) , 'b- - *' ,Oy (1, : ) ,ay (2, : ) ,
'b--*' ,az (1, :) ,Oz (2, :), 'b--*');
set(h,'LineWidth' ,2)
hold on
h=plot (ax(l, :) ,Ox(2, :),' r:' ,xy<l, :) ,xy(2, :),' r:' ,axy(l, :),
Oxy{2,:),' -m*'l;
set(h, 'LineWidth' ,2)
h=plotWxy<l, :),OxY(2, ;l,' :g*' ,xyMz(l, :),xyMz(2, ;1,' ;m*');
set(h,'LineWidth' ,21
h",plot(Oxyz(1, ;) ,Oxyz(2,:),' --c"');
set(h,'LineWidth' ,21
text(x(1)/2,x(2)/2, '\bf x');
text(y(l)/2,y(2l/2, '\bf y');
text(z(l) /2, z(2) /2,' \bf z' l;
text(xy(1,2)/2,xy(2,2)/2,'\bf x+y')
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text(xyMz(I,2)/2,xyMz(2,2)/2,'\bf (x+y)+z')
grid
axis square
axis tight
aa=axis;
axis( (min{aa( (1,3J)) -1,max{aa( [2,4]) )+I,min{aa( [1,3])) -1,
max(aa([2,4]))+I])
title('Suma de vectores, (x+y)+z')
hold off
subplot(133)
hold off
h=plot(Ox(l,:) ,Ox(2,;), 'b--*' ,Oy(I,:) ,Oy(2,:), 'b--*',
Oz (1, : ) ,Oz (2, : ) , ' b- - *, ) ;
set(h,'LineWidth' ,2)
hold on
h=plot(Oy(I,:) ,Oy(2,:),' r:' ,yz{l,:) ,yz{2,:), 'r:' ,Oyz{l,:),
Oyz(2,:),' ·m*');
sec(h, 'LineWidch' ,2)
h=plot (Oyz (1, :) ,Oyz (2, :) , , :g*' ,yzMx (1, :) ,yzMx (2, :) , ' :m*' ) ;
set(h, 'LineWidth' ,2)
h=plot{Oxyz(I,:) ,Oxyz(2,:),' --c*');
set(h,'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)/2,'\bf x');
text(y(I)/2,y(2)/2,'\bf Y');

text(z(1)/2,z{2)/2,'\bf Z');
text(yz(I,2)/2,yz(2,2)/2,'\bf y+z')
text(yzMx(1,2)/2,yzMx(2,2)/2,'\bf x+{y+zl')
grid
axis square
axis tight
aazax~s;

axis( [min(aa( [1,3]}) -1,max(aa( [2,4)) )+l,min(aa( [1,3))) -1,
max(aa([2,4)))+I])
title('Suma de vectores, x+(y+z) ')
hold off
disp('Oprima alguna tecla para continuar figura 3');
pause;
'" Oistributibidad de multiplicacion por escalar sobre suma de

vectores
figure O)

hold off
subplot (131)
h=p1ot {Ox (l, :) ,Ox (2, : ) , ' b- - * , , Oy (1, : ) , Oy (2, : ) , 'b- - *' ) ;
set(h, 'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)/2,'\bf x');
text(y(1)/2,y(2l/2,'\bf y');
grid
axis square
axis tight
aazaxis;
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axis( [min(aa( [1,3))) -l,max(aa( [2,4]) )+l,ffiin(aa( [1,3)))­

l,max(aa ( [2,4))) +1] )

title('Vectores originales')

subplot(132)
hold off
h=plot (Ox (l, ; ) ,Ox (2, : ) , ' b- - * ' I ay (1, : ) I ay (2, : ) I 'b- - *' ) ;

set(h, 'LineWidth' ,2)
hold on
h=plot (Ox (1, : ) I Ox (2, : ) , ' r: ' ,xy (1, : ) I xy (2, : ) , 'r: ' I Oxy (1, ; ) *a, Oxy

(2,:)*a,'-m*')¡

set(h,'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2,x(2)!2, '\bE x');

text(y(1)/2,y(21!2, '\bf y');
text (xy (1, 2) /2*a, xy (2,2) /2*a, I \bE a {x+y} ')

grid

axis square

axis tight

aa=axis;

axisl [minlaa( [1,3])) -l,max(aa( [2,4]) )+l,min(aa{ [1,3]))­

1, max(aa ( [2,4))) +1J )

title('Suma de vectores, a(x+y}l)

hold off
subplot (133)

hold off
h=plot (üx (1, : ) *a, Ox (2, ; ) *a, 'b- - * ' ,Oy (1, : ) *a, Oy (2, : ) *a, ' b- - *' ) ;

set(h, 'LineWidth' ,2)

hold on
h=plot (Ox (1, : ) ,Qx (2, ; ) *a, ' r; , ,xy (1, ; ) *a, xy (2, : ) *a, ' r; , ,Oxy (1, : )

*a,Oxy(2,:) *a,' -m*');

set(h,'LineWidth' ,2)

text(x(1)!2,x(2)!2*a,'\bf x');

text(y(1l!2,y(2)!2*a,'\bf y');

text (xy (1,2) !2*a, xy (2,2) /2*a, ' \bf a (x+y) , )

grid

axis square

axis tight

aa=axis;

ax i s ( [min ( aa ( [1, 3) ) ) - 1 , max (a a ( [2 , 4] ) ) + 1 , ro i n ( aa ( [1, 3) ) ) ­

l,max(aa( [2,4J) )+1])

title('Suma de vectores, ax+ay')

hold off

Después de escribir en un archivo con nombre \'ctrsp.m. dé doc \drSp para ver una descrip­
ción del uso de la función.

Introduzca los vectores x. y y z. y el escalar a dados cnseguida y después dé el comando
\'ctrsp(x,y,z,a). La demostración ilustrani la geometria de las propiedades conmutativa ~

asociativit de la suma de vectores y de la propiedad distributiva de la multiplicación por
un escalar sobre la Sllma de vectores. Puede resultar útil para la mejor visualización de las
figuras maximizar la ventana de interés.

(/) x = [3;0].~' = [2:2]. z = [-2A]. Usca = 2, a = ~2 Ya = -2.
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h) x = [-5:5]. y = [0:-4]. z = [4:4). Use ti = 1. a = III Y ti = -JI!.

e) Su propia elección de x. )'. z ylo a.

2. a) Elija algunos v:Ilores para" y 111 Ygenere tres matrices aleatorias de 11 X m. llamadas X.
)' Y Z. Genere dos escalares alealOrios {/ y b (por ejemplo. a = 2*rand(I)-t), Verifique
todas las propiedades del espacio vectorial para estas matrices y esc'llares. Pura demos­
trar A = B. demuestre que A - B = O; para la propiedad iii) decida cómo generar el
idéntico aditivo para matrices de n X /11, Repita para otros tres juegos de X. )'. Z. {/ y h
(para las mismas 11 y m).

h) (Ltipi= y papel) Pruebe las propicd:ldes del espacio vectorial para M_o las matrices de
11 X 111.

e) (LlÍpi= y papel) ¿Cuál es la diferencia entre los incisos ti) y h)?

DI SUBESPACIOS

DEFINICIÓN a

TEOREMA a

~ DEMOSTRACIÓN

Del cjcmplo 4.1.1 de la púgina 281. se sabc que P' = l(.\'. y): x E 1) YY E ~l es un espacio
vectorial. En el ejemplo 4.2.4 de la púgin¡t 283. se vio quc V = 1{x. y}: y = lII.\'l también es un
esp:lcio vectorial. Adicionalmente. cs evidente que Ve P'. Esto cs. P' tiene un subconjunto
que también es un espacio vectorial. De hecho. todos los espacios vectoriales tienen subcon·
juntos que también son espacios vectoriales. En esta sección se examinaran estos importantes
subconjuntos.

Subespacio

Sea H un subconjunto no "acio de un espacio vectorial Vy suponga que ¡.¡ es en sí un
espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicación por un escalar definidas
en V. Entonces se dice que H es un subespacio de V.

Se puede decir que el subespacio H heretllllas operaciones del espacio veclorial"padrc" V.
Existen nHiltiples ejemplos de subespacios cn este capiltLlo; sin embargo. en primer lugar.

sc demostrará un resultado que hace relativamente sencillo determinar si un subconjunto de l'

es en realidad un subespacio de J'

Subespacio

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial Ves un subespacio de V si se cum­
plen las dos reglas de cerradura:

Reglas de cerradura llara \'cr si un subconjunto no "acío es un subespacio

i. Si X E H Y)' E N. entonces x + y E H.

ii. Si x E H. entonces ax E H para todo escalar a.

Es obvio que si ¡.¡ es un espacio vectorial. entonces las dos reglas de cerradura deben
cumplirse. De lo contrario. para demostrar que ¡.¡ es un espacio vectorial. debe de­
mostrarse que los axiomas 1) 1I x) en la página 282 se cumplen bajo las operaciones de
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suma de vectores y multiplicación por un escalar definidas en V. Las dos operaciones de
cerradura (axiomas 1) y ir)] se cumplen por hipótesis. Como los vectores en H son tam­
bién vectores en V. las identidades asociativa. conmutativa, distributiva y multiplicativa
[axiomas ji), 1'). ¡'H), ¡,ni), ¡x) y x)1 se cumplen. Sea x E H. Entonces Ox E ¡.¡ por hipótesis
ji). Pero por el teorema 4.2.1 de la página 286, (pllnc ji). Ox = O. De este modo, O E H

Yse cumple el axioma ¡ii). Por último. por la parte ji), (-I)x E H para todo x E H. Por
el teorema 4.2.1 (parle jI'). -x =( -1)x E H de manem que se cumple el axioma iv) y la

prueba queda completa.

Este teorema demucslr:l que para probar si H es o no es un subespacio dc V. es suficiente

verific<u que

x + J y ax estan en H cuando x y y están en H y a es un escalar.

La prueba anterior contiene un hecho que por su importancia merece ser mencionado d~

forma explicita:
,---------------,

Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene al O. (1)

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

SUBESPA(IOS

~__~P'~O~'~'O~'

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Este hecho con frecuencia facilitara la averiguación de si un subconjunto de Ven particular
110 es un subcspacio de V Es decir. si un subconjunto no contiene al O. entonces no es un subespa.
eio. Note que el voctor cero en H. un subespacio de V. es el mismo que el vector cero en V.

A continuación se mostraran algunos ejemplos de subespacios.

El subespacio trivial

j)ara cualquier espacio vectorial V. el subconjunto {Ol que consiste en el vector cero es única­
mente un subcspacio ya quc O + O "" OYaO "" Opara todo numero real a [)x¡rte 1) del teorema
4.2.1 J. Esto se denomina el subespacio trh·¡al.

Un espacio vectorial es un subespacio en sí mismo

Pam cada espacio vectorial V. Ves un subespacio de si mismo.
Los primeros dos ejemplos muestran que todo espacio vectorial V contiene dos subespa·

cios. {O} y V (que coinciden si V = {Ol). Es más interesante encontrur otros subespacios. Los
subespacios distintos a jOf y V se denominan subesllacios propios.

Un subespacio propio de 1:1

Sea H = 1(x. y): J = I1Ixl (vea el ejemplo 4.2.4 de la pagina 283). Entonces. como ya se dijo. H
es un subespacio de V2. En la sección 4.6 (problema 15. página 339) se vcrú que si H es cual­
quier subespacio propio de~. enlonces H consiste en el conjunto de pumos que se encuentran
sobre una recta que pasa por el origen: es decir. un conjunto de puntos que se encuentm sobre

una recta que pasa por el origen es el ünico lipo de subcspacio propio de~.

Un subespacio propio de 1:13

$ca H = ¡(x.J. =): x = aI.J = br y = = el: (l. b, c. t realesf. Entonces H consiste en los vectores
en !Y que se encuentmn sobre una recia que pasa por el origen. Para ver que H es un subespa­
cio de !Y. sea x = (al l , bt,. et l ) E fJ YY = (al l • b12, el} E H. Entonces
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y

Así. H es un subcspado de I)l.

...'---_O_t_ro_s_u_b_e_s~p_a_ci_o_p'___ro~p_i_o_d_e_I"__

Se.. 11: = l(x. y. =): (IX + by + l"= = O: (l. b. e realesl. Entonces. como se vio en el ejemplo 4.2.6
de la pilgina 284. 11: es un espacio vectorial: asi. 11: es un subesp<lcio de 1)3.

En la sección 4.6 se demostraril que los conjuntos de vectores que se encuentran sobre rectas y
planos que pasan por el origen son los únicos subespacios propios de [ti.

Antes de analizar mús ejemplos. es importante obscrvar que 110 lOdo espacio rec/oriaf /ielle

.l'ubespacios propios.

E3mIIIII'---_I)_n_o_t_ie_n_e_s_u_b_e_s~p_a_ci_o_s~p_r_o~p_i_o_s_

Sea H un subespacio de D.· Si H:F- {Ol. enlonces H contiene un número real a diferente de cero.
Por el axioma \.;). 1= (1/ a) a e H y {jI = {j E H para todo número real {J. Así. si ¡.¡ no es el
subespacio trivial. entonces JI = 1:1. Es decir. V no tiene subespacios propios.

~,---_A_lg~u_n_o_s_s_u_b_e_s~p_a_ci_o_s~p_r_o~p_io_s_d_e_p~"'____

Si p. denota el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 11 (ejemplo 4.2.7.
p<igina 284). y si O:S m < /l. entonces p... es un subcspacio propio de p. como se verifica fácil­
mente.

1IIICIIIIII,--_U_n_s_u_b_e_s~p_a_c_io---,-p_r_o~p_io_d_e_M--"m~"__

Sca Mm" (ejemplo 4.2.10. púgina 285) el espacio vectorial de matrices de m X 11 con componen­
tes reales y sea H = lA e M"",: (1

11
= Of. Por la definición de suma de malrices y multiplicación

por un escalar. es obvio que (os dos axiomas de cerradura se cumplen de manera que ¡.¡ es un
subcspacio.

EJEMPLO 9

[CALCULO)

Un subconjunto que no es un subespacio propio de M...,.

Sea V = M. (las matrices de 11 x 11) y sea ¡.¡ = tA E M.: A es invenible}. Entonces JI no e:. un
subespacio ya que la matriz cero de tl X 11 no está en H.

Un subespacio propio de C(O. 1]

PJO. I} : e qo. IJ (vea el ejemplo 4.2.8 de la pflgina 285) porque todo polinomio e~ conllnuo
y p. es un espacio vectorial para todo entero 11 de manera que cada P;0. I} c:. un ~Ure'pJC\O

de C(O. 11 .

•
, Obsel"'le que I es un e'ípilCIO vectofl~1 real; es de<:lr, I es un espacIO vectorial en o"r ~'"

los numeras reilles. Este es el ejemplo 42.\. página 282. con n 1
P [O. 11 denota el COnjUnto de polinomios de grado menor o Igual a n. deflnldcs e e
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e(o. 1] es un subespacio propio de C[O. 1]

Sea CI[O, 1] el conjunto de funciones con primeras derivadas continuas definidas en [0, 1].
Como toda función diferenciable es continua. se liene CI[O. 1] e C(O, 1]. Puesto que la suma de
dos funciones diferenciables es diferenciable y un múltiplo constante de una función diferen·
ciable es diferenciablc, se ve que CI[O. 1] es un subespacio de qO. 1]. Se trata de un subespacio

propio porque no toda función continua es diferenciable.

EmIIIlIL_O_tr_o_s_"_b_e_s,-p_ac_i_0..cP_'_o,-p_io_d_e_C..cIO-,'_'..c1--

ICALCULO I

TEOREMA E:I

L:;. DEMOSTRACiÓN

EJEMPLO 13

Si f € C[O, 1]. entonces JI f(xl dI' existe. Sea 1-1 = 11 E C[O. 1]: JI f(x) eh = OI.Si fE 1-1 Yg E H.
" "

entoncesJI[f(x) + g(x)] dx = JI f(x) dx + JI g(x) dx = O+0= Oy JI af(x) dI" = aJI /"(x) dx = O.
o o o o O'

Asif + g ya:!,estún en Ji para todo número real er. Esto l11uestra que H es un subespacio propio

de CID. 11.

Como lo ilustran los [lltimos tres ejemplos. un espacio vectorial puede tener un número
grande y variado de subespacios propios. Antes de terminar esta sección. se demostrará un
hecho interesante sobre subespacios.

Sea NI YN
1

dos subcspacios de un espacio vectorial V. Entonces H I n H1 es un subes­
pacio de V.

Observe que NI n f/
1

es no vacío porque contiene al O. Sea XI H I n H1 y X2 E H I n Nl .

Entonces como Ji l y H
J

son subespacios. XI + x, E HI, YXI + X~ E H r Esto significa
que XI + X

2
E H I n Hr De manera similar aX I E H I n JiJ' Por lo tanto, se cumplen los

dos axiomas de cerradura y /-/1 n H, es un subespacio.

La intersección de dos subespacios de I)l es un subespacio

En p1 sea NI = l(x. y. =): 2x - J - = = Ol y H1 = {(.Y. y, =l:.Y + 2y + 3= = Ol. Entonces H I y
N

2
consisten en vectorcs que se encuentran sobre planos que pasan por el origen y son. según el

ejemplo 5. subespacios de 1)3. H I n f/2 es la intersección de los dos planos que se calculan como
en el ejemplo 9 de la sección 3.5:

x + 2y + 3= = O
2x-y-==0

reduciendo renglones, se tiene

[; 2 J

~) [~
2 J

~ J-1 -\ -5 -7

. [~
2 J

:] .[~ °
\

:]
-

5
7 7-
5 -

5

Dc este modo. todas las soluciones al sistema homogéneo están dadas por (- i =. - ~ =. :;l
Haciendo == l. se obtienen las ecuaciones paramélricas de la recta Len 1)3: -'" = - ~(, y = -~t.

) )

== l. Como se observó en el ejemplo 4. el conjunto de vectores sobre L constituye un subes­
pacio dc 1)3.
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Obst!rI'ución. o es necesariamente cierto quc si H1 y H
1

son subespacios de 1: f/1 V H: es un
SUbesP¡lcio de V (puede o no serlo). Por ejemplo. H

I
= {(x. y):.r = 2\'} Y {(x. y): y = 3x: son

subcspacios de ~. pero H, u H 1 /1O es un subcspacio. Para ver eslo. observe que (1 . .::! I E H
Y(1. 3) E }1: de mancril que tanto (l. 2) COlUO (1. 3) estún en N, u}17 Pero (1. 2) + (1. 3) =
(2.5) il NI U /-/1 porquc (2. 5) il /-11Y(2.5) E /-/1' Así. NI u 111 no es cerrado bajo la suma ~

por lo tanto no es un sllbcspacio.

p roblema$ 4 3

AUTOEVALUACIÓN

De las siguientes aseveraciones. cVillLie si son falsas o verdaderas.

1. Conjunlo de vcelO,", de la ro,m. [;) es uo subespacio de 1)'.

11. El conjunlo de mloces de h< ro ,m. (~) es un subesp.eio de 1)'.

111. El conjunto de matrices diagonales de 3 X 3 es un subcspacio de MJr

IV. El conjunto de matrices triangulares superiores de 3 X 3 es un subespacio de IIJ
JJ

•

V. El conjunto de matrices triangulares de 3 X 3 es un subespaeio de M)).

VI. Sea H un subespacio de M n. Enlonces (~ ~) debe estar en H.

VII. Se. H~¡(;)2x+3y<~ol y K~n'-2Y+5'~olenlon~HUK
es un subespacio de [P.

VIII. Si /-/ Y K son los subconjuntos del problema VII. entonces H () K es un subespacio
de 1)',

IX. El conjunto de polinomios de grado 2 es un subespacio de Pr

De los problemas I al 26 determine si el subconjunto dado 11 del espacio vectorial ,. es un

subcspacio de V

2. V = ~: N = l(x. y): x = .1':

4. V = ~: IJ = C'l plano xy

6. V=I)!:H= l(x.y):x'-y·< 1:

1. V = Vl: H = l(x. .1'):.1' ~ O:
3. V=~:IJ= l(x.y):y=2y}

S. V=Vl;H= l(x.y):x!+y!::::; I¡

7. V= M,,~,: H = JO E Mm.: Desdiagonal~

8.

9.

v = 1\1"",: N = 1T E Mil"': T es triangular superior}

V = Al"",; H = 1T: Tes triangular infcriorf

10. V = M_: H = 15 E M"",: 5 es simétrica}

11. V= M_: H = lA E M_:ll~= 01

12. V=M.u:N=!AEMn:A=C: :)1
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~CALCUL0:3

RCALCULO]

UCALCUL01

Espacios vectoriales

13. v= Ml2;H=jAeM!2:A=(~ I:a)}
14. V= MU;H=jAEM22:A=(~ a~I)}

15. v= M,,;H=jAEM22:A=(~ ~)}

16. JI = P4: N = tp E P4: grado p = 41

17. V=P';H={pEP';p(O)=Oyp'(O)=O}

18. V= P
4

; H = tp e P4:p(O) = Of

19. JI = Po: H = {p E Po: p(O) = Of

20. V = P,,: H = 1p E P,,: p(O) = l l

21. V = cro. 1]; H = (r E cro, 1];[(0) = I(I) = 01

22. V = cro. 1]; H = lf E cro. 1];[(0) = 2{

23. V= C'[Ü. 1]; H = lf E C'[O, 1];1'(0) = 01

24. V = Cfa. b]: donde (/ y b son números reales y a < b; H = {f e C[u, bJ: rf(x) dx = 01

25. V = CIa. b]: H = Ife C[a. b]: s: f(x) dx = I f

26. V=cra,b];H=!IEcra,blJ:I'(X)dX)

27. S,,)/= M";s",,, H, ={AE M";a,, =Oh H, =jAEM,,; A=(-: :)}.

a) DcmucSlre que H I y H 2 son subespacios.

h) Describa el subconjullto de N = NI n H
2
y muestre que es un subespacio.

28. Si V = erO. 1]. sea H
I

el subespacio del ejemplo 10 YN
2

el subcspacio del ejemplo JI. Des­
criba el conjunto H I n H

2
y demuestre que es un subespacío.

29. Sea A una matriz de 11 X 111 Ysea H = 1x E J)": Ax = 01. Demuestre que H es un subespacio
de 1)". H se llama espacio nulo de la matriz A.

30. En el problema 29 sea H = 1x E Il": Ax *O}. Demuestre que H no es un subespacio de Ir.

31. Sea H = Hs. y. ~. 11'): {IX + by + c:: + (br = 01. donde {l. b. (. Yd son números reales. no
todos cero. Dcmueslre que H es un subespaeio propio de I:t. N se llama un hiperplano en

I:tque pasa por el origen.

32. Sea N = 1(x
l
• xl' ... ,xJ (lISI + (l2S2 + ... + (lIlX" = O1, donde {lI' {ll' ...• (lo son números

reales no todos cero. Demuestre que H es un subespaeio propio de P. Al igual que en el
problema 31. H se llama un hiperplano en P'.

33. Sean NI y H2 subespacios de un espacio vectorial V Sca NI + N2 = 1\': \' = \'1 + "2 con \'IE

H
I

Y \'~ E H
l
}. Demuestre que NI y H¡ es un subespacio de 1<

34. Sean \'1 y \'2 dos vectores en lf!. Demuestre que H = 1": v = (/\'1 + h"2: {j, b reales} es un
subespacio de 1)2.

*35. En el problema 34 demuestre que si \'1 y \'2 son no colinea1cs. entonces H = 1)2.

*36. Sean \'1' \'2' \'" vectores arbitrarios en un espacio vectorial V Sea H = 1\' E V: \' = al \'

+ °2 \', + + 0" \'", donde (/1' (/2' .... {/" son escalares}. Demuestre que H es un subespacio
de V N se llama el subespacio generado por los vectores "1' \'2" •• , \',,'
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. F

VII. F

• MATLAB 4.3

11. V

VIII. V

111. V

IX. F

IV. V v. F VI. \"

1. ti) Genere una matriz aleatoria A de 4 x 4 y se:! S = triu(A) + triu(A)'. Verifique que S es
simét rica.

h) Usando el inciso a). gcncre dos matrices aleatorias de 4 x 4 reales simétricas. S y T. Y
un escalar aleatorio. a, Verifique que aS y S + T también son simétricas. Repita pum
otros cuatro juegos de S. T y (j.

(.) ¿Por qué se puede decir que se ha reunido evidencia de que el subconjunto de matrices
simétricas de 4 X 4 es un subespacio de ¡\f~?

ti) (uípi~)" papt'l) Pruebe que el subconjunto de matrices simétricas de 11 X 11 es un sub·
espacio de ¡\f_.

m COMBINACiÓN LINEAL Y ESPACIO GENERADO

Se ha visto que todo vcelor l' = (a. b. el en [?l se puede escribir en la forma

l'=ai+bj+ck

En cuyo caso sc dice que l' es UllH combinaciónlil/ml de los tres vectores i. j Yk. De manera mús
general. se tiene la siguiente definición.

DEFINICiÓN a Combinación lineal

Sean '.,. l·~" .... l'~. veclores en un espacio veclQrial V. Entonces cualquier "cclor de la
forma

(1)

donde. al" a~. .... 1I~ son escalares se denomina una combinación lineal de \ l' ';••••• \.'

_L_u_n_a_,o_m_b_in_a_'_io_·"_li_"_o_al_o_"_I1'__
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1IImmIII'---_u_n_a_(_o_m_b_in_a_(_i_ó_n_l_in_e_a_l_e_n_M~,~,_

En Mw(=~ ~ ~)=J(-:

es una combinación lineal de (-:

o
I

4) 2( O
5 + -2

04),(0
I 5 ) -2

1

3

1

3

-') ( 3W lo que muestra que -
-6 -1

~)

2

9

EmIDII_--=c:o~m~b:i:n:a:(~io~n~e~s~l:in~e:a:l:e:s~e~n:..:cP",--_

En p. todo polinomio se puede escribir como unu combinación lineal de los "monomios" l. x .
.\~... " X·,

(2)

DEFINICiÓN El

EJEMPLO 4

Conjunto generador

Se dice que los \'celares "1' \'~•...• v. de un espacio vectorial V generan a Vsi lodo \'cclor
en V se puede escribir como una combinación lineal de los mismos. Es decir. pan! todo

l' E V. existen escalares " l ' (/::: •••• ". tales que

I V =(1\' +tI\' +"'+a,­
, 1 I ~ ~ ....

Conjunto de vectores que generan 1.,2 y 1..)

En la sección 3.1 se vio que los vectores i = (1) Yj = (O) generan 1>'. En la sección 3.3 se

,ioqu, i=[Hj=[~]Yk =m g'n''''''~' O 1

Ahonl se verá brevemente la generación de algunos otros espacios vectoriales.

EmIIIIIL--.:.n--.:.+_':...:v~e~ct~o~r~e~s~q~u:e~g~e~n~e~'a~n:...:a~p~",---_

Del ejemplo 3 se deduce que los monomios 1, x, x.::, . .. ,x" generan a p.'

"'L_~c~u~a~t~ro:...:v~e~ct~0~'~e~s~q~u~e~g~e~n~e_'a~n:...:a~M2"'---_

EJEMPLO 1 Ningún conjunto finito de polinomios generan a P

Sea Pe! espacio vcctorial de polinomios. Entonces ningun conjuntofi"ito de polinomios genera

a P. Para ver esto. suponga que p., Pe: ' , , ,p.. son polinomios. $ca PA. el polinomio de mayor



(3)

DEFINICiÓN E:I

TEOREMA a
D~MOSTRAcI6N

EJEMPLO 8
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grado en este conjunto y sea N = grado(pJ Emonces el polinomio p(x) = X,V+I no se puede

escribir como una combinación lineal de P" P2• •••• Pn.. Por ejemplo si N = 3. entonces x' "# e,
+ ('r\- + l'2X ' + eJx) para cualesquiera escalares en' el· ('2 y eJ.'

Ahora se analizará otra forma de encontrar subespacios de un espacio vectorial V

Espacio generado por un conjunto de vectores

Sea "1. \'," .. , v", k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado por 1"1' V2'
.... "~J es el conjunto de combinaciones lineales VI' V2, ...• \'•• Es decir

gcn{vI,v2' .. ,vk}={v:v=a,v,+a,v,+ . .+akv.} I

donde a,. a2" ••• al son escalares arbitrarios.

Si v,. "2" ..• V,. son vectores en un espacio vectorial V, entonces gen 1\'1' V¡•...• \',,} es
un subespacio de V.

La prueba es sencilla y se deja como ejercicio (ve'a el problema 16).

El espacio generado por dos vectores en I.!l

Sea \', = (2. -1.4)yv2 = (4.1.6). EnlOncesH= gen1\'I,\'2} = {\':\. = ap. -1.4) +u)4. 1.6)1.

¿Cuál es la apariencia de H? Si" = (x. y, =) E H. en lances se tielle x = 2a, + 4a)" y = -a,
+ {/2 y == 4{/, + 6°2, Si se piensa que (x. y. =) estú fijo, entonces estas ecuaciones se pueden
ver como un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas al' (/1' Este sistema se resuelve en la
forma usual:

-1

4

6

-Y] 1I,-R.,-2R, [1
. R,---->R,-4R, O

.\ ,
, O

-1

6

10

x+ ~::]
z +41'

-Y](x + 2y)/6

z+ 4y

R,---->R,+R, [1 O I

-.:R,_-_R-,--'-_1O.,;~, O 1 I

O O I

.. /6-2\ 3]
X/6+,' J

-5x/3+2r J+=

Desde el capitulo I se observa que el sistema tiene lIna solución únicamente si - 5x/3 - 2.1'/3 ­
== O; o multiplicando por - 3. si

Ss - 2)" - 3.: = O

La ecuación (4) es la ecuación de un plano en VJ que pasa por el origen.

HI

Esle último ejemplo se puede generalizar para probar el siguiente hecho interesante:

El espacio generado por dos vectores diferentes de cero en VJ que no son paralelos es un
plano que pasa por el origen.

En los problemas 22 y 23 se encue11lra la sugerencia de una demostración.
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, '

Figura 4.1
IJ v !le oO\Jl!IW de Id
regla del palcllelogramo.

01 el

Se puede dar una interpretación geométrica de este resultado. Vea los vectores de la figura

4.1. Se conoce (de la sección 3.1) la interpretación geométrica de los vectores 2u. -u y u + '.
por ejemplo. Haciendo uso de estos. se observa que cualquier otro vector en el plano de u y \' se

puede obtener como llna combinación lineal de 11 y 1', La figura 4.2 muestra cual ro situaciones
diferentes en las que un tercer vector wen el plano de u y \' se puede escribir corno au + {3\' para

valores adecuados de a y (l

Oh.f('r\'(ldó". En las definiciones 2 y 3 se u¡lizaron dos términos diferentes: "gcncm" y "csp:lcio
generado". Se hace hincapié en que un conjunto de vectores v" \'1' •••• ". ge/lera a V si todo
vector en V se puede escribir como una combinación lineal de "lO "!O ... , \'.: pero

EII!.\l'afio gl'lIl'rtldo por los /1 \'cctores v" v!' .... \'1 es el conjunto de combinaciones lineales de
estos vectores.

Estos dos conceptos son diferentes -aun cuando los terminas se parezcan-o

Se cierr.l esta sección con la mención de un resultado útil. Su demostr<lción no es dificil) se
deja como ejercicio (vea el problema 2~).

"

,,

" ,,

."
.>1

"

p,
0<./3<1 0<0'<1

O

hIo)

, p,
, p>1

" '

"

FigUT:I 4.2

En cada <.aso w '" au +
f1v para vaklres aderuadm
de ff Y ¡J.

e) d)
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Scan \'1' "~•... , ".' ".+1' 11 + I vectores quc cstan en un espacio vectorial V. Si "1'

"," .• Vn genera a V. enlOnccs \'1' v~, ... , "., \',,+ I talll bien genera a V. Es decir. si sc agre­
gan uno o mús vcctores a un conjunto generador se obtiene olro conjunto generador.

AUTOEVALUACIÓN

l. ¿Cuales dc los siguientes pares de vectores no pueden generar a lE-i

11. ¡,CuÍlles de los siguientes conjunlos de polinomios generan a PI?

o) I,x' h) 3,2x._x2 e) l+x,2+2x,x2 ti) I.I+x,l+x2

Indique si los sixuienres enunciados son falsos o l'l!rdoderos

111. (~J es~ en el espaeio geoorndo PO' {(:H~J}
IV. [~] es~ eo el espocio ge"erndo PO' j[~H-~])

VI. {(~ ~)(~ ~H~ ~)(~ ~J} gcoecaa Al"

VII. geo I[-mm-~]I es uo subespacio de~.

VIII. geo jr-ilm[-~]I es uo subespacio de~.

IX. Si {GW)} geoern a ~ cotooces {GW)t~)} tnmbiCo gcocc&

De los problemas 1al 16 determine si el conjunto dado de \'cclores genera el e,pJe\l' \ectorial
dado.

(2
1
). (43)1, En~:
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3. En~(~WH=~) 4. En~ (:).(~H:)

5. En~ (~]f~W] 6. En~: (HH](=;]
7. En~Dnm 8. En~m(;]{Jm
9. En~: (1. -1.2). (1. 1.2). (O. O. ()

JI. En P2: 1 - x. 3 - X"

13 E ' ,. n ~::r- + \;.1"- -l:x +6

10. En~: (1. -1.2), (-l. 1.2). (O. O. 1)

12. EnP;:1-x.3-x",x

14. En Mn:e IW 0Je -IW O)
- O 0110031

15. En Al,,:e0).(1 2W -1)'(-2 5)- I0003060
En Mll:(~ O 0W I 0).(0 O 1)(0 O

~W
O

~J.(~
O

~)16.
O O O O O O O O I O I O

17. Demuestre que dos polinomios de grado menor o igual a dos. no pueden generar P:r

*18. SiPI.P2..... p.generaP•. dcmuestrequem~lI+ l.

19. Demuestre que si u y" estilo en gen 1\'1' ,.1' .... '·ll. entonces u + v y au estan en gen
1VI' ";, ••.• \'ll. [Sugerellcia: Utilizando ta definición de espacio generado escriba u + l' y
au como combinaciones lineales de "1' l·:_ .... "1,.1

20. Demuestre que el conjunto infinito ¡1. x. x", x), ... ¡ genera P. el espacio vectorial de poli­
nomios.

21. Sea H un subcspacio de l/que contiene a "1" "l' .... "." Demuestre que gen ¡"j' ,.!, ... , v.}
~ H. Es decir, gen {VI' v:' , . , ,".1 es el subcspacio más pt'qlle'lo dc V que cOnlicnc a "1'

,.!, .... ".'
22, Sean "1 = (Xl·.I'I· =1)}' "l = (X"Y" =!) en DJ, Demuestre que si ":= ('v,, entonces gen lv" ",1

es tina rcctu que pasa por cl origen.

"''''23, En el problema 22 suponga que "I)' ", 110 son paralelos. Dcmuestre que H = gen ¡"I' v!l es
un plano que pólsa por cl origen. ¿Cual cs la ecuación del plano? [Sugeref/ó(/: Si (x, J.:) E

H. escriba v = a,"1 + (/:,.! y encuentre unól condición respecto a x, y y: tal que cl sistema
de 3 X 2 resultanle tenga una solución.)

24, Pruebe el teorema 2. (Sugerencia: Si ,. E V. escriba "como una combinación lineal dc v,,

"!., ... v.' v•• , con el coeficiente de "•• 1 igual a cero.]

25. Demuestre que M" se puedc generar con matrices invcrtibles.

26. Sean lul. u" , .. ulll y ¡"l' ",_ .... ''"l dos I/-vectorcs en un espado vcctorial V. Suponga
que
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Demuestre que si

a
ll {JI! a,.

tI!l an (/1 • • 0

"., "., "-
RESPUESTAS A LA AUTO EVALUACiÓN

t/l.h.el

VII. F

11. h. ti

VIII. V

111. V

IX. V

IV. F V. V VI. V

• MATLAB4.4

~ l. Visualización de las combinaciones lineales

a) Vuelva a trabajar con los problemas 1 y 3 de MATLAB 3.1.

h) (UJe el (/l'c!¡il'O comho.m) El archivo colI/bo.m iluslra la combinación lineal (f. u! + h·

tl2 + (". u3. A continuación se presenta el código de la función combo.m:

function combo(x,y,z,a,b,c)
% COMBO funcion que grafica la combinacion lineal
% w= ax + by + cz,
% X: vector de 2xl

% y: vector de 2xl
% z: vector de 2xl

% a: escalar
% b: escalar
% c: escalar

origen= [O;OJ;

Ox:[origen,x] ;
Oy= [origen, y] ;

OZ= [origen, z] ;
xy=[a*x,a*x+b*y] ;
yxs[b*y,a*x+b*y] ;

OxMy=(origen,a*x+b*y] ;

T:a*x+b*y;

OTMz=[origen,T+c*z] ;

ele;
disp( •COMBO' )
figuren)

eH
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h=plot.(OX(l,:) ,Ox(2,;), 'b--*' ,ayl!.: J ,Oy(2.:), 'b-­

... ' .02 (1, : ) .02 (2. : ) •• b- _ .... ) ;

set(h,'LineWidth' ,2)

text(x(1)/2,x(2)/2, '\bE x'J;
text(y(l)/2,y(2)/2, '\bE y');
text(z(l)/2,z{2)!2, '\bE z');

axis square
hold on
disp('Vectores originales')
disp('Oprima alguna tecla para continuar')
disp(' ')

pause
plot(Ox(l. :) *a,Ox(2, :) *a, 'r:' ,Oy<l, :) *b.Oy(2. :) *b,' r:', ...

xy(l, :),xy(2,:), 'r:' ,yx(l, :I,yxI2,:) ,'r:');

h=plot(OxMy(l,:} ,OxMy(2,:). 'g-*');

set(h, 'LineWidth' ,2)
text(x(1)/2*a,x(21!2*a,'\bfax') ;
text(y(11!2*b,y(11/2*b, '\bE by');

text(OxMy(1,2)/2,OxMy(2,21/2, '\bE T')
Tz=!T,T+c*z) ;

zT= (z*c. T+c·z] ;

plot(Tz(l, ,Tz(2,:),':k',c·Qz(l, l,c*Oz(2,;),';
k' ,zT{l, ;).zT{2, :),' :k')
h",plot(OTMz(l,:) ,OTMz(2,;).' -m*');
set(h,'LineWidth' ,2)

text(z(1)/2*c,z(2)/2*c,'\bf cz')
text(OTMz(l,2)/2,OTMZ(2,2)/2,'\bf w')

title('T",a x + by')

xlabel('w '" T + c z '" a x + b y + c z')
disp('Combinacion lineal de vectores originales')

Con doe combo se obtienc una dcscripción. D¡¡dos tres vectorcs u
l
. Il~. Il) Ytres csca1:lres

(/. h Yf. combo(ul,u2,u3,1l,b,c) ilustra la gcomctría de la combinación lineal anterior. Ha~

pausas durante el despliegue de pantallas: para continuar. oprima cU:llquier tcclll.

i. ul = [1:2]. u2 = [-2:31.u3 = [5:4].(1 = -2.(/ = 2.b = 2.e =-1

ii. uJ = [1:1]. u2 = [-1:11. u3 = [3:0). (/ = 2. b = -1. e =.5

iii. Vectores de su elección

2. a) {Lúpi=.r {](lpel) Decir que '1' esta en gen lu, "1 significa que e;(isten escalares el y c:
tales que", = clu + c:". Para los conjuntos de vectores dados. escriba w = clu + f:'_

interprele esto como un sistema de ecuaciones para las incógnitas c l }' cl" verifique q~
la matriz aumenl:lda para el sistema sea lu "1'1'). y resuelva el sistema.

;. u=G) v{:) w=(:)
ii. u=[~) v=r-;) w=[-~)

iii. u=(_:) ,=(n w=[¡)
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~ h) (Utilicc el archivo /¡úcolllb.m) Verifique los resultados (y observe la geometria) intro-
duciendo primero los vectores u, v y w y después dando lincomb(u,,',w) para cada uno
de los conjuntos de vectores en el inciso a).

3, a) (Lúpi::.l' papel) Deeir que w estú en gen 1\'1' vr \'Jl significa que existen escalares ('1' c,

y (') tales que w = ('1\'1 + ('!"! + '",\'.1' Para cada conjunto de vectores dado. escriba w =

CI"I + {'!"! + '",\'.1' interprételo como un sistema de ecuaciones para las incógnitas c l '

c! y el" verifique que la matriz aumenlHda para el sistema sea [VI \', "JI\\'] Yresueh'a el
sistema. Observe que habrú un número infinito de soluciones.

L "=(:1 ,,=(-:1 "=(~l w=(~l

ii. "~[;) v,=[-~) , =(5) w=[=~), 4

h) (Lúpi::)' papel) Este inciso y el inciso c) exploran el "sign ificado" de tener un número
infinito de soluciones. Panl cada conjunto de vectores en el inciso al:

i. Haga cJ = OYdespeje ('2 y ('l' Escriba w como combinación lineal de \'1 Y""

ii, Haga c, = OYdespeje ('1 y cJ" Escriba w como combinación lineal de \'1 y "J'

iii, Haga el = OYdespeje c! y (',. Escriba \\' como combinación linenl de ", Y",.

d (Utilice el archivo combillc2.m) A continuación se presenta el código de la función
combil/e2. 111:

function combine2(vl,v2,v3,w);

% COMBINE2 funcion que grafica las combinaciones lineales de

pares de

%

%

%

%

%

%

%

vectores (vl,v2), (v2,v3), (v1,v3) para producir al

vector W

los pares de vectores no debe ser paralelos

vI: vector 2xl

v2: vector 2xl

v3: vector 2xl
w, vector 2xl

origen= [O;OJ;

OVl=[origen,vl) ;

Ov2= [origen, v2]

Ov3= [origen, v3]

Ow=[origen,w] ;

wv1v2=[v1,v2J\w;

wv2v3=[v2,v3]\w¡

wVlv3=[vl,v3]\w;

OvlMv2w= [origen, wv1 v2 (1) *vl, wvl v2 (2) *v2, [vI, v2] *wvlv2 ] ;

Ov2Mv3w= [origen,wv2v3 (1) *v2 ,wv2v3 (2) *v3, [v2, v3) *wv2v3] ;

OvlMv3w= (origen, wv1v3 (1) *vl, wvlv3 (2) "v3, [v1, v3] *wv1v3] ;
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ele;
close al1
figure (1)

subplot(221)
plot_vectores~originales(Ovl,Ov2,Ov3.0w);
title('Vectores Originales')
axis square
subplot(222l
plot_vectores_origínales(Ovl,Ov2,Ov3,Ow) ;
hald on
plot_vectores_comb(OvlMv2w)

texto=('w = (',convierte(wvlv2(1») ,')v_l + (',convierte(wvlv2
(2) l.' )v_2'];

title(textol
axis square
subplot(223)
plot_vectores_origínales(Ovl.av2.av3.0w);
hald on
plot_vectores_comb{Ov2Mv3wl
texto=['w = (',convierte{wv2v3(1)) ,')v_2 + (',convierce(wv2v3
(2)).' lv_3']¡

cicle (texto)
axis square
$ubplot(224)
pIot_vectores or1gínales(Ovl,0v2,Ov3.0w);
haló on
plot_vectores_comb(OvlMv3w)
texto=['w = (',convierte(wvlv3(1)) ,')V_l + (',convierte(wvlv3
(2)),')v_3');
title(texto)
axis square

%------------------------------
function plot_vectores_originales(vl,v2,v3,w}
\ PLOT~VECTORES_ORIGINALES función auxiliar que grafica

vectores

•
% vl,v2,v3,2: matrices de 2x2, primera columna coordenadas

del punto de partida
, segunda columna coordenadas de punto final

h=plot(vl(l.:) ,vl(2,:), 'b--'"" ,v2 (1,:) ,v2 (2,:), 'b--'"", ..

v3 (1, : ) , v3 (2, : ) , , b- - *' , w (1, : ) • w (2, : ) .. b- - * , ) ;
set(h,'LineWidth' ,2)
text(vl(1,2)/2,vl(2,2)/2,'\bf v_l');
text(v2(1,2)/2,v2(2,2)/2,'\bf v_2');
text {v3 (1, 2) /2,v3 (2, 2) /2, , \bf v_3');
text{w{1,2)/2.w(2,2)/2,'\bf w'l;

,------------------------------
function plot vectores_comblAA)



num: escalar
str: cadena de caracters con la representacion
racional de num
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'" PLOT VECTORES COMB funcion que grafica un cuadrado a partir
de las

, columnas de la matriz AA

•
, AA: matriz de 2x4, donde las columnas son las
'" coordenadas de los vertices

plot (AA (1, 1 : 2) ,AA (2, 1 : 2) , ' r: ' ,AA (1, [1,3) ) ,AA (2, [1, 3) ) , ' r: • , ' . ,
AA(l, [2,4]),AA(2, (2,4]),'r:' ,AA(l, [3,41),AA(2, [),4)),'r:');

function str:convierte(num)
% CONVIERTE dado un numero regresa la representacion racional

como una
'" cadena de caracteres

•••
[templN,temp1Dl~rat(num) ;
if templD-~l

str~[num2str(templN),'/' ,num2str(templDI);
else

str~num2str(templN);

end

Dando hclp combinc2 se obtiene una descripción. Para cilda conjunto de vectores en el
inciso ll), introduzca los vectores \'1' ",' \', Yw Ydespués dé eombinc2("I"'¡'\·."w). Con esto se
demuestra la geometria de las obSerV¡ICiones del inciso b),

Nolft. Es importante observ¡¡r que los vectores ")' \'2' I'
J

tomados por pares no son para­
lelos.

4. a) (LiÍpi:: y 1'111'1'/) Para el conjunto de vectores ¡"I' l'", "~l Yel vector \\' en il del inciso ( lo

escriba la ecuación expreSlll1do W = e.". + e~": + CJ'\. como un sistema de cruacione-­
con c

l
' c, y c.I como incógniws. Escriba la matriz aument¡HJ" para este sistema d.: ecUJ.·

clones y verifique que sea ["1 ", ,)w]. Explique por que \\' es una combin:lción lin.:al J.:
"1' ,.~ Y'\ si y sólo si el sistema tiene solución,

h) Para cada conjunto de veClOl'es jl'l' .... I'lf Yw en el inciso e). encuentre Id rnJlnz

aumentad" [1'1' l'" .... "¡Iwl y resuelva el sistema correspondiente usando e-I com.mJL'"

«er. Forme e = [ ;:Juna solución al sistema de ecuaciones si exisI< IJ ,,'Iu,.oo

e) Para cada euso trabajado en el inciso h). escriba una conclusión JKlenJL'" ~l .. C'- (1

no es una combinación lineal de b·
l
••• , , "jl y por que. De ser a~1. \enñque- ~U::- .. =

('1\'1 +. + ('¡"" donde ('1" .,. el sean las componentes del \.:Ch,.1r ' ...... luclOn ('.:n el
inciso b).



310 e ,I'¡TULO 4 Espados vectoriales

;", cnclmismoeonjl"'toq"ccn;;;); w=[:¡

,'L en <1 mismo conjunto quccn ;); w = r:)

5. (1) Para 1\'1" ... \'11 dados. sc:! A = [\'1' \'1" ..• \'1] Ycncuc11lrc rrcf(A). Argumente por
qué habrú una solución ,11 sistcma [A[w] para cualquier w en el V" indicado. Exp1iq~

por qué se puede concluir que el conjunto genera ti todo ese Pi.

L~ ¡r~]tIH-m

iL ~ {[-:}UJrnrm
h) Para 1\'1' •••. \',} dados. sea A = 1"1' ,':..... "IJ Yencuentre rrcf(A). Argumente por que

habrá alguna w en el l?" indic,ldo para el que no hay una solución al sistema [A wJ
Experimente usando MATLAIl para encontrar dicha w. Explique por que puede con­
cluir que el conjunto no gcnerd lodo .

I[
10] [ 9] [-4]/i.!)' 0.-9.8

=: -~ -:
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6. Considere las matrices en el problem:1 2 de MATLAB 1.8. Pruebe la invertibilidad de cada
matriz. Para cada matriz. decida si las columnas de A gcnerarian o no todo (el tamaño

de la matriz es" X 11). Escriba una conclusión respecto a 1:1 relación entre la im'ertibilidad
de una matriz dc 11 XII)' si las columnas dc la matriz gener:lll todo

7. Recucrdede problemas anleriores quc w = el"1 + ... + (',",: es decir. westa en gen j"I' . ",:

siempre que e = [';1] es una solución al sistema de ecuaciones euya malriz ¡llllllentada es

[\'1" ... \'¡-I\\'J. e¡ .

(1) Para el siguiente conjunlo de vectores. muestre que cualquier w en lt est:mi en el es­
pacio generado por el conjunto de vectorcs pero habr:i un número infinito de maneras
de escribir w como una combinación lineal del conjunto de vcctores; es dccir. habrá un
número infinito de maner.lS de elegir los coeficientes ('•..... (J..

h) Para cada \\' dada:

i, Resuelva el sislema par¡¡ ellcontrar los cociicientes necesarios para escribir \\

como llna combinación lineal del conjunto de vectores y escriba la soluciones en

términos de variables arbilrarias naturales (es decir. las variables correspondientes
a las columnas en la rrcf sin pivotes).

ii. Establezca variables arbitrarias iguales a cero y escriba w como una combinación

lineal de los vectores en el conjunto.

iii. Verifique que w es igual a la combinación lineal quc encontró:

[
23] [-13]-15 18

w = ~~ w = ~;

l') A partir de los resullados del inciso h). ¿qué veClores del conjunto origlllal no furron
necesarios al escribir \,. como combinación lineal del conjunto de \ec(Qre~'? ~.Por qué?
¿Cómo pueden reconocerse en la forma escalonada por renglones reducido::! de la ma­
triz cuyas columnas son el conjunto de veclorCS?

ti) Considere el subconjunto de los vectores originales oblenido eliminando los \ectores

no necesarios. Demuestre que cad:1 vector no neces.uio esta en el espacio generado
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por este subconjunto de vcctores. Argumente la razón por la que cualquier vector \\
en I)l estará en el espacio generado por este subconjunto de vectores y por l:l que los
coeficientes de la combinación lineal son (micos.

(') Repila los incisos ti) a ti) pilf:l el siguiente conjunto de vectores y los vectores w d:ldos
en~.

~. Aplicación Una comp.ulia de concreto lllmacena las tres mezclas búsic:ls. q lIe se presentan
a continuación. Las cantidades se miden en gramos y cada "unidad" de mezcla pesa 60
gramos. Puede formular mezclas especi<.¡les revolviendo combinaciones de las tres mezclas
básicas: entonces las mezclas especiales posibles pertenecen al espacio generado por los
tres veclores que representan las tres mezclas básicas.

A B e
Cemento 20 18 12

Agua 10 10 10

Aren¡¡ 20 25 15

Grava 10 5 15

Tobas O 2 8

(1) ¿Se puede hacer una mezcla que consiste en 1000 g de cemell\o. 200 g de agu.t. 1000 g
de arena 500 g de gr.¡va y 300 g de lobas'! ¿Por que sí o por que no? De ser posible.
¡,cuúnt<lS unidades de cad.. una de las mezclas A. B Ye se necesitan para formular la
mezcla especial?

h) Suponga que desea prep:lrar 5000 g de concreto con una r:lzón dc agua .. cemento
de 2 a 3. con I 250 g de cemento. Si debe incluir I 500 g de arena y 1000 g de gr<l\'a en
las especificaciones. encuentre la cantidad de tobas para hacer 5000 g de concreto. loSe
puede formular ésta como Ulla mezcla especial? De ser así. ¿cuántas unidades de cada
mezcla se necesilan para formular la mezcla especial?

¡Yo/ti. Este problema fUe tornado de "Teaching ElcrnelHary Linear Algebr:! with MATLA8
to Enginecring Students" de Dcbor:!h P. Lcvinson. en Procf'cdillgs oI lile Fifrh /lIIt'l'IItllio"a/

COII!er('IIl'(, 0/1 Tedll1ology in Collegim(' ¡\!m¡'elllalil's. 1992.

9. Si nos fijamos únicamente en los coeficientes. es posible representar polinomios como \·oc·

10'''- Se, ,,(x) ~ 5.," + 4x' + Jx + l. ,,/x) se puede "p"senm eomo el "celO' .' ~ il
En esta representación. la primera componente es el termino constante. la segunda compo.­
nente es el coeficiente del término x. la tercer:! el coeficiente de x~ y la Cll<lrta el de xJ.

u¡ (u,,,i' y1",,,eI) Expliq,,, PO' qué" = [ -~] "prese,,!a el pohuomio "x) = .,x + Jx - ;
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b) Encuentre el polinomio tix) = 2p(x) - 3q(x). Encuentre el \'ector w = b' - 3u yexpli­
que por qué w representa <l r(x).

Para los incisos el a e). primero represenle cada polinomio por un \ector como se
describió. Despucs conteste las preguntas sobre el espacio generado como si se tratara
de un conjunto de vectores.

e) En Pe' ¿eslú p(x) = 2x - I el1 el espacio generado por 1- 5.\..1 - 2. -6.\" - 9x + 8.
-x' - h + 91'! Si así es. escriba p(x) como llna combinación de los polinomios en el
conjunto. ¡,GcnefH el conjunto de polinomios a todo P) ¿Por qué?

d) En P ,. ¿esl:"! p{X) = x-' + 3x' + 29x - 17 en el espacio generado por l-2x' - -,\": ..... 8x
- 8. h' + 9.\.1 + Jx + 5. -7x3 + 6.\.1 - x - J? Si así es.. escriba p(x) como una com­
binación line,,1 de los polinomios dc1 conjunlo. ¿Genera el conjunlo de polinomio:> a
todo p]? ¿Por que?

e) ¿Gcnera a P J el siguiente conjunto de polinomios? ¿Por qué?

:.\-J- X +2.x3 +x'+Jx+ 1.2x3 +x'+2x+ 1._.\.1+ 1:

10.
(

a
Suponga que A= b:

c,

",
e,) (a,y B= •
J; bl

a, a.

b, b1

Sean v=
c,

y \\'=
C,

d, ti:

e, e

. Observe que ,. representa a la matriz A en el senlido de que

J, f,
est:"! construido a partir de A. comenzando con el elemento (1. 1) de A. enumerando los
elementos de la primera columna en orden. continuando la lisia con los elementos de la
segunda columna y terminando con los de la tercera. Observe también que w representa a
B de l:l misma manera.

(1) (Lápi= r papel) Escriba la matriz e = A - 28. Escriba el vcctor que represent'l a e en
la forma descrita y vcrifique que este vector sea igual u,' - 2\\'.

Para los incisos b) y d). primero represente cada matriz por un vector como el que
se describió. Después conlesle las preguntas relativas al espacio generado como si se
refirieran a vectores.

b) ¿Está (2; _1 ~) en el espacio generado por el siguiente conjunto de matrices? De ser

asi. escriba la como una combinación lineal:

{(-' -7).(7 9).(-7 6)1
8 -8 J 5 -I-J

¿Genera este conjunto:1 todo M
ll

? ¿Por que?

¿Estú (4 7 -10) en el esp:lcio generado por el siguiente conjunto de matrices?
-2 -6 1

De ser asi. escrib•• ];. como una combinación lineal.

{(: ~ =:).C~ ~ ~).(~ -~ ~).(~
¿Genera este conjunto a todo M

1
} ¿Por qué?

-10).(-:
-1 ,
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Ir¡ ¿Genera el siguiente conjunto de matrices lodo Ivl!,? ¡,Por qué?

m INDEPENDENCIA LINEAL

En el estudio del úlgebra lineal. lIna de las ideas centrales es la de dependencia o independencia
lineal de los veclOres. En esta sección se define el significado de independencia lineal y se mues­

tra su relación con la teoría de sistemas homogéneos de ecuaciones y determinantes.

¿Existe llna relación especial enlre los veclores VI =(~) Y "2 =(~} Por supuesto. se

puede <lpreciar que v, = 2"1: o si se escribe esta ecuación de otra manera.

(1)

En airas palabras. el vector cero se puede escribir corno una combinación no trivial de \'1 y v,

(es decir, donde los eoeficictlles en la combinación lineal no son ambos cero). ¿Qué tienen de

"p''','¡ lo, mIo'" v, ~[n ,,~[:) y "~U} La "'pU"leo "la p"gl"'I""

mús difícil a simple vista. Sin embargo. es sencillo verificar que \'J

esto se obtiene
3\'1 + 2\',: rescribiendo

(2)

DEFINICiÓN El

Se ha escrito el vector cero como una combinación lineal de "l' v:: y \'3" Parece que los dos vec­
tores en la ecuación (1) Y los tres vectores en la ecuación (2) tienen una relación mús cercana
que un par arbitrario de 2-veclOres o una terna arbitraria de 3-vectores. En cada caso. se dice
que los vectores SOI1 lilleallllellfe depelldiell/('s. En términos generales. se tiene la importante

definición que a continuación se presenta.

Dependencia e independencia lineal

Sean \'[' \'2' ...• v". 1/ vectores en un espacio vectorial V. Entonces se dice que los vectores
son linealmente dependientes si existcnll escalares el' el" . C

n
/10 lOdos cero tales que

(3)

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente indepen­
dientes.

Para decirlo de otra rorma. VI' \'l' .... \'" son linealmente independientes si la ecuación ('1\']

+ e2\'! + ... + c.,\'" = O se cumple únicamente para c, = c! = ... = c" = Q. Son linealmente

dependientes si el vector cero en Vse puede expresar como lIna combinación lineal de VI' \'l"

.. \'" con coetkicntes no todos iguales a cero.

Nortt. Se dice que los \'('{'tores \'1' "2" ... 1'" SOl/linealmente independientes (o dependientes). o
que el COI~illlllO de vectores 1\'1' \'2' ..•• \',,1 es linealmente independiente (o dependiente). Esto
es. se usan las dos rrases indistintamente.
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i..Cómo se determina si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente? El
caso de 2-vcctorcs es sencillo.

Dependencia e independencia lineal

Dos vectores en un espacio vectorial son linealmente dependientes si y sólo si uno de
ellos es UI111lúl1iplo escalar del otro.

Primero suponga que \'~ = C\', para algun escalar nt O. Entonces ("v, - ,,~ = OY", Y"; son
linealmente dependientes. Por otro parte. suponga que \'1 y \.~ son linealmente depen­
dientes. Entonces existen constantes c

l
y clal menos uno distinto de cero. tales que CI"I

+ c,", = O. Si c
l

ole- O. entonces dividiendo entre L
I
se obtiene "1 + (l:)()\'z = O. o sea.

"=[_5.)'", c
l

-

Es decir, \'1 es un múl1ip]o escalar de \';. Si el = O. entonces c; ole- Oy. por lo tanto. "1 = O
= OVa'

Dos vectores linealmente dependientes en 1:,4

Los "e<IO"'S ", =[-;] y ", =[~] son Iincalmcntedepcndientes)'aqucv, =-J",_

Dos vectores linealmente dependientes en 1:..1

Los vcctores [;J y [ :J son linealmente indepcndiclllcs: si no lo rueran. se tendría [ :J=

[

1J [ eJ 4 -J -J
e ~ = ~: . Entonces 2 = c. 5 = 2c y - 3 = .k, lo cual es evidentemente imposible para cual-

quier número c.

Determinación de la dependencia o independencia lineal de tres vectores en I 1

DClen"i,,, si los ,"ctoees [ -i].[-~J y (;] son linc<dmente dep,ndi,,"" o indep,ndi,ntes

Suponga que c, [ -~J+ c, [ -~J+ c, [;J=O=[~J-Enlonces multiplicando y sumando se ob·

(

c,+2c,

tiene -lcl - 2c~ +
Jel +

incógnitils ("l. czy l',;

c, ]= (~]. Esto lleva al sistema homogeneo de tres ecuacionc:o con tres

7c
J

O
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el + le"

-lel + 2c~

3e,

~O

(4)

Dc este modo. los vectores serún linealmente dependientes si y sólo si el sistema (4) tiene solu­

ciones no triviales. Se escribe el sistema (4) usando llna matriz aumentada y después se reduce

por renglones. La forma escalonada reducida por renglones de

[ ~2 ~2
3 O

O

7

o

o

o
O

(5)

EJEMPLO 4

•• Solución

Este último sistema de ecuaciones se lee ('1 = O. el = O. ('3 = O. Por lo tanto. (4) no tiene solucio·
!les no triviales y los vectores dados son linealmente independientes.

Determinación de la dependencia lineal de tres vectores en 1)1

Delen"ine si los "cclores [-~). [~J y [~~ ) son linealmente dependientes o independientes

C.,ecuación e, [-~J +e, [~J+e, [~iJ~[~J conducc,si sislema homogéneo

el +3c2 + [le] =0

-3c
1

- 6c)=0

4c
1

+ 12e
3

= O

Escribiendo el sistema (5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por renglones. se

obtiene

H
3 II

~ ] l~ 3 II

~ ]O -6 9 27

4 12 4 12

l~ 3 II

~J l~
O 2

I O]
1 3 1 3 I O

4 12 O O I O

Nos podemos detener aquí ya que la teoria de la sección lA muestra que el sistema (5) tiene un
nllmero infinito de soluciones. Por ejemplo. la última matriz aumentada se lee

C
I

+2c
J

=O

c:+3cJ =O

Si se hace ("3 = l. se tiene ('1 = - 3 Yel = - 2, de manera que, como puede verificarse.

-2 [ -~) - 3 [~J+[~iJ~ [~J y los "Cloces wn line"hnente dependientes.



4.5 Independencia lineal 317

INTERPRETACiÓN GEOMÉTRICA DE LA DEPENDENCIA LINEAL EN VJ

En el ejemplo 3 se encontraron tres vectores en I)l que eran linealmente independientes. En
el ejemplo 4 se encontraron tres vectores que eran linealmetlle dependientes. ¿Qué significado
geométrico tiene esto'!

Suponga que u, \' y w son tres vectores linealmente dependientes en r¿.\ Se pueden tratar
los vectores como si tuvieran un punto terminal en el origen. Entonces existen constantes ('l' c.:

y cr no todas cero. tales que

(6)

Suponga que cJ,.t O(un resultado similar se cumple si c
l

,.t Oo c
2

,.t O). Entonces se pueden dividir
ambos lados de (6) entre (."3 y reacomodar los términos para obtener

el C,
w=--u-~v=Au+Bv

cJ cJ

dondc A = -cJc) y 8 = -e/cl" Ahora se demostrará que ti. v y w son coplanares. Se calcula

w' (ti X \,) = (Au X B\') = . (u X \,) = A[u' (u X \,)] + 8[\" (u X v)]

=kO+B·O=O

porque uy \' son ambos ortogonales a ti X v (vea la p:igina 255). Sea n = u X \', Si n = O. en­
tonces por el teorema 3.4.2 parte l'U) ti y V son paralelos (y colineales). Así u. \' y w están en
cualquier plano que contiene tanto a ti corno a \' y por consiguiente son coplanares. Si n ,.t O.

entonces u y \' estún en el plano que consiste en aquellos vectores que pasan por el origen que
son ortogonales a n. Pero westú en el mismo plano porque w . n = w . (u X \,) = O. Esto muestra
que u, \' y w son coplanares.

En el problema 66 se pide al leclor que demueslre que si u. vy w son coplan'lres. son lineal­
mente dependientes. Se concluye que

Tres vectores en I)l son linealmente dcpendientes si y sólo si son coplanares.

La figura 4.3 ilustra este hecho utilizando los vectores en los ejemplos 3 y 4.

(O. 1. 7)
(11.-6.12)

Figura 4.3
DIh :onjuntos de tres
s~;-:Jres.

(l. -2. 3)

~'o----!"O
(2. -2. O)

,

(1.-3.0)

.,

o

a)
Estos tres vcctores
son independientes
y no coplanarcs

b)
Estos tres vcctores
son independientes
y coplanarcs
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La Icoria de sistemas homogcncos nos habla acerca de la dependencia o independencia lineal

de los vectores.

TeOREMA E3 Un conjunto de 11 vectores en V'" es siempre linealmente dependiente si 11 > /1/.

Sean \'1' \'1' .••. ".0 11 vectores en
todos cero tales que

e ¡mentemos encontrar constantes el' Cr .... c. no

(7)

&a v, =[:~:] v, =[:~] .... v. =[JEnlonres la ~uac;ón m~ conv;crtc en

alle[ +OllC: + o •• +OI.C. =0

a~lcl + a1:!c~ + ... + a!.c. = O

a c+a c+"'+a c=O.11 .~! _.

(8)

EJEMPLO 5

L. COROLARIO

Pero el sistema (S) es el sistema (1.4.1) de la página 38 y. según el teorema 1.4.1, liene un
numero infinito de soluciones si 11 > m. De esta forma. existen escalares el' C:• ••• , c. no
todos cero. que satisfacen (8) y. por lo tanto, los vcetores VI' "lo .•• , v. son linealmente
dependientes.

Cuatro vectores en I!l que son linealmente dependientes

Lo, vcotoees [ -H[-ü[-::] y [-~] son 1;,,,,,I"'''>1e depend;entos Y" que eon,;,tuyen un

conjunto de cuatro vectores de 3 elemcntos.

Existe un corolario importante ty obvio) del tcorcma 2.

Un conjunto de vectores linealmeme independientes en ~ contiene a lo mas 11 vectores.

Nolll. El corolario se puede expresar de otra rorm¡l. Si se tienen 11 vectores de dimensión n li­
nealmente independientes. no se pueden incluir más vectores sin cOIl\'ertir el conjunto en uno
linealmente dependiente.

Del sistema (8) se puede hacer otra observ,lción importante cuya prueba se deja como
ejercicio (refierase al problema 32 de hl presente sección).

TeOREMA E:I
["" QI2 a,. )

Sea A = U~l a~ a,.

"., "., .. "-



EJEMPLO 6

4.5 Independencia lineal 319

Entonces las columnas de A consideradas como vectores, son linealmente dependientes
si y sólo si el sistema (8), que se puede escribir como Ac = O. tiene soluciones no triviales.

c,]e
Aqui e = :2 .

c.

Soluciones a un sistema homogéneo escritas como combinaciones

lineales de vectores solución linealmente independientes

Considere el sistema homogéneo

• So/ució"

XI + 2x:! - xJ + 2.r~ = O

3x
1
+7x1+X) +4x~ =0

Haciendo una reducción de renglones:

[1 2
-1 2

~J [~
2 -1 2

~J3 7 4 4 -2

.[~
O -9 6

~JI 4 -2

El último sistema es

Xl -9x)+6x.=0

x2 + 4x) - 2.1". = O

(9)

Se ve que este sistema tiene un número innnilO de soluciones. que se escriben como lIna combi­
nación lineal de los vectores columna:

(10)

Ob"", que [-i] y [-~] ,on solu,i",,,s line.. I""nte independiente' pom (9) po,que ningu­

no de los dos es múltiplo del otro (el lector debe verificar que sean soluciones). Como x, Y.Y"
son números reales arbitrarios. se ve de (10) que el conjunto de soluciones al sist<:ma 19) <:s un
subespacio de I¿' generado por estos dos vectores solución linealmcnte independientes.

Los siguientes dos teoremas se deducen directamente del teorema 3.
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TeOREMA 1:1

~ DEMOSTRACiÓN

TeoREMAr3

L:: DEMOSTRACiÓN

TeOREMA 1:3

l. DEMOSTRACiÓN

TeOREMA E:I

L DEMOSTRACiÓN

Sean \'1' \'2'" ., V
Ir

• 11 vectores en J2" y sea A una matriz de 11 X 11 cuyas columnas son VI'

v"' ... ,\'". Entonces, vI' "2' ... , v" son linealmente independientes si y sólo si la única
solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial x = o.

Éste es el teorema 3 para el caso m = 11.

Sea A una matriz de 11 X 11. Entonces del A '# Osi y sólo si las columnas de A son lineal­

mente independientes.

Del teorema 4 y del teorema de resumen (página 208). las columnas de A son linealmen­
te independientes <=> Oes la única solución a Ax = O<=> del A "j; O. Aquí, <=> significa "si
y sólo si",

El teorema 5 nos lleva a extender nuestro teorema de resumen.

Teorema de resumen (punto de vista 5)

Sea A una matriz de 11 x /l. Entonces las ocho afirmaciones siguientes son equivalentes;

es decir, cada una implica a las otras siete (de manera que si una es cierta, todas son

ciertas).

i. A es invertible.

ji. La unica solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

jii. El sistema Ax = b tiene una solución unica para cada n-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de /1 x /l. In.

, .. A es el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

"ji. det A t:- O.

"¡¡j. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

La ill1ica parte que no se ha demostrado hasta el momento es que los renglones de A
son linealmente independientes ~ det A 1:- O. Las columnas son independientes (::) det

A 1:- O~ det A' = det A 1:- O(vea el teorema 2.2.4 de la página 185) ~ las columnas de
A' son linealmente independientes. Pero las columnas de A' son los renglones de A. Esto

completa la prueba.

El siguiente teorema combina las ideas de independencia lineal y conjuntos generadores en 1)'.

Cualquier conjullto de 11 vectores linealmente independiente en lr genera a lr.

sean:: =[:::]", =[:::], ,', =[::J 'ectores hnealmente mdepend"ntes y sea

v'" [~l J, un vector en lr. Debemos demostrar que eXIsten escalares el' cl' ' cn tales que

xn "= Cl"1 + C2\'2 + + cnvn
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Es decir

I
X,] la,,] la,,] la, ]Xl = aZI al: (I¡:
· S . +S . + ...+~ .· . . .· . . .

X. G.I {/.Z (/""

(11)

En (11) se mulliplican componentes, se igualan y se suman para obtener un sistema de
11 ecuaciones con 11 incógnitas c l• c!" ... Cn:

allcl + (/1¡c12 + ... + al.c. = XI

{/lICI + a¡¡el + .. + al.c. = x¡

Se puede escribir (12) como Ac = l', donde

["" o" ... " ]
c=[}:I

"
o" al ¡ ... a

A= . " y

(/.1 (/.2 . .. a••

(12)

EJEMPLO 1

Pero det A '# O ya que las columnas de A son linealmente independientes. Dc manera
que el sistema (12) tiene una solución única e por el teorema 6 y el teorema queda de­
mostrado.

OhJc,·I·at'iá". Esta demostración llO sólo muestra que \' se puede cseribir como una combina­
ción lineal de los vectores independientes \'1. \'l• ...• l'". sino también que esto se puede lograr
de II/W sota mallem (ya que el vector solución e es único).

Tres vectores en [l] generan 1)3 si su determinante es diferente de cero

Los vectores (2. -1.4). (l. O. 2) y (3. -l. 5) generan I)l porque
tan lO. son independiclltcs.

" 3
~I O ~I

4 2 5

= -1 '#Oy.porlo

EJEMPLO 8

Todos los ejemplos que se han dado hasla ahora han sido en el esp<lcio lt. Eslo no repre­

senta una restricción tan grande como parece. En la sección 5.4 (teorema 6) se demostrarú que
diferentes espacios vectoriales de apariencia muy distinta tienen. en esencia. las mismas propit'­
dades. Por ejemplo. se vera que el esp<lcio p. es fundamentalmente el mismo que 1)"+1. Se dira
que dos espacios vectoriales con esl<l forma son isO/IIÓ/jiCOS.

Este importante resultado tendrá que esperar hasta el capítulo 5. Mientras l,mto. se daran
algunos ejemplos en espacios diferentes a 1)".

Tres matrices linealmente independientes en Mn

(' O ') (-" 4) (-'En Al,,, se,ln A, = . A = Y A =
., 3 -1 2 2 3 O J 1

son linealmente dependientes o independientes.

o, ') .1 . Determll1e si -! . .( ~ -!
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• Soludó"

Espacios vectoriales

(~
O O)~c (' O ') (-' 1 4) (-' O

:)O O 'J 1 _) + c! 2 J O + eJ 1 ,
( e,-c,-el c, 2el +4c1 +CJ 1

=: 3c\+2~';+cJ el + 3c! +2c3 - el + el

Esto nos proporciona un sistema homogéneo de seis ecuaciones con tres incógnitas, el' l"1 y C.
1
en

el cual rculw bast<lntc sencillo verificar que la única solución es el =: ce = e, = O. De este modo.
las \Tes malrices son linealmente independientes.

EJEMPLO 9

• Soludó"

EJEMPLO 10

• Soludó"

Cuatro polinomios linealmente independientes en P3

En P, determine si los polinomios l. x. X" y x 3 son linealmente dependientes o independientes.

Suponga que el + cl.\" + {'3X! + ('4X3 = O. Esto debe cumplirse para IOdo número real.Y. En par­
ticular. si x = O. se obtiene el = O. Entonces. haciendo x = l. - l. 2 se obtiene. sucesivamente.

c2 + c3 + c~=O

-c
2

+ c
3

- c
4

= O

2c
1

+4cJ +8c4 = O

El determinante de este sistema homogéneo es

1 1 1

-11-1=12#0

2 4 8

De manera que el sistema tiene una solución unica el = el = e
J

= e~ = OYlos cuatro polinomios

son linealmente independientes. Esto se puede ver de otra forma. Se sabe que cualq lIie!" polino­

mio de grado 3 liene a 10 más tres raíces reales. Pero si el + l'l.\" + ("3.\"' + ("Jxl = Opara algunas

constnntes diferentes de cero el' cr e
J

, y cJ y para todo numero real x. entonces se ha construido

un polinomio cúbico para el que todo nümero real es una raiz, 10 cual es imposible.

Tres polinomios linealmente independientes en P
1

En Pl' determine si los polinomios.\" - 2.\", . .\"1 -4.\" Y -7x + 8.\"1 son linealmente dependientes

o independientes.

Sea (I(X - 2.\"1) + ,-)x' -4x) + ti -7x + 8.\"1) = o. Reacomodando los términos se obtiene

(c
l
-4c, -7(

3
)x=0

(-2c
1
+ c

1
+ 8c).\"! = O

Estas ecuaciones se clImplen para todo.\" si y sólo si

y

Pero para el teorema 1.4.1 de la púgina 38. este sistema de dos ecuaciones con tres ineógniw
tiene Ull nülllero infinito de soluciones. Lo que muestra que los polinomios son linealmente

dependientes.
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Si se resuelve este sistema homogéneo. se obtiene. sucesivamente

( ~2
-4 -7

~J (~
-4 -7

~J8 -7 -6

[~
-4 -7 :j • [, O

25
7

6 6- O 17 -
7

:]
. d d I b" 25As!. se pue e ar un V;I or ;Ir ltrano a Cj' c, = -e

J
o 6' 7tonces el = 2). c; = ~ y se tIene

6 . .
y c. = - -e,. SI. por ejemplo. c, = 7. en·

o 7

problemas 4 5

25(x - 2.,"::) - 6(.\":: - ..h) + 7(- 7x + 8.,"::) = O

AUTOEVALUACIÓN

1. ¿Cuales de los siguientes pares de vectores son linealmente independientes?

a) [:).(_:)

J) [-~n[~)

h) GJ.U)
el [-~W)

11. ¿Cual de los siguientes pares de vectores es un conjunto generador de Ir"?

al CH-:l
,~ [-~nt~)

h) Gl-U)
el [-~W)

111. ¿Cuál de los siguientes conjuntos de vectores debe ser linealmente dependiente?

Aqui (1, b. c.. d. e.J. g. 11. ¡.j. k. YIson numeras reales.

II/diquc si las sigllicl/tes afirmadolles SO" falslls o l'crJuJcru.5

IV. Si "l' ,'!" .... ". son linealmente independientes.. entonces VI' ,.!, .... \'.' "0_ Iambie-n
son linealmente independientes.

V. Si "l' "1' .... ". son linealmente dependientes. entonces \'1' "!" ... \.~. '"_ tambien
son linealmente dependientes.

VI. Si A es una matriz de 3 X 3 Ydet A = O, entonces los renglones de A son "ectores
linealmente dependientes en 1)1.
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VII. Los polinomios 3. lx. -Xl y 3.\..1 son linealmente independientcs en Pr

(10) (0 ') (0 ') (2 3) ..VIII. Las m:ltrices . , y son linealmcnte mdependlcntes
en Afll" O O O O [O -5 O

De los problemas I al 27 determine si el conjunto de vectores dado es linealmente dependiente

o independiente.

1. (~)t;)

3. (-~)t~)

5. (-~WJ

7. (-;J(,~H-;)

9. (~Hnm

11. (iJt:JH
13 [-f][JIHIUJ
15. (-;WJfnm
19. En '\: 1 - x. I + X, x"

IH. En P,: -x. Xl - 2x. 3x + 5.\"'

20. En P,: x.x' - X • .\"3 - X

21. En P,:x-l.(x-IXx-2).(x-IXx-2)(x-3).x~

22. En P,: l.\". x' - 3. I + X - ..IxJ•.\..! + 18x - 9

(2 -1) (0 -3) (. ')23. En M ..: . .
-- 4 O I 5 7-5
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25. Sea ¡\f ,,: (-'.. I
0).(' 3).(8 -5).(4 -1).( , 3)
2 7 -4 7 6 2 3 -1 ~

*26.

*27.

'8.

"'29.

30.

En crO. 1]: sen x. ('os x

En C/O. IJ' x. ¡;. ¡;
Determine una condición sobre los numeros tl. h. (. Y(/tal que los vcelOres (:) y (~ ) sean

linealmente dependientes.

[",,] [",,] [",,]Encuentre una condición sobre los numeras a" wl que los vectores (1,1 . {/;; y ti;,

sean linealmenle dependientes. a'l a,; (In

¿Pa", qué ,'aloelos) dc" sc,:'n I;ncalmcnte dcpendic",cs los vec!ores [~l[-J[:}
31. ¿Para qué \'alor(es) de a seran linealmente dependientes los vcelores

[SIIKer('lIcill: observe con atención,)

32. Pruebe el teorema 3. [SII}.J('/"l'IIá{/: observe con atención el sistern:l (8).1

33. Demuestre que si los vcctores \'1' \'!" •• \'. son linealmente dependientes en 1)". con m <
11. y si \'•• 1 es cualquier otro vector en 1)"', entonces el conjunto \'1' \';•... , \'.' \'.,. es lineal­
mente dependiente_

34. Demuestre que si \'1' \';•.... \'. (11 2: 2) son linealmente independientes. entonces (ambicn
lo son \'1' \'" .••• \'1' donde k < 11.

35, Demuestre que si los vectores \'1 y "~ diferentes de cero en l?" son ortogoll<lles (ve:lla púgina
80). entonces el conjunlO :\'., \';f es linealmente independiente.

*36. Suponga que \'1 es ortogonal a \'; y '\ Yque v; es ortogomll a v,. Si \'1' l'; Y \', son diferentes
de cero. demuestre que el conjunto :"1' ";, v,l es linealmenle independiente.

37. Sea A una rn;ltriz cuadrada (de 11 X 11) CUY:IS columnas son los vectores. \',. \';, .... \',,' De­
muestre que \'1' \';, ... ,\'. son linealmente independientes si y sólo si la torrn:l escalonad:l
por renglones de A no cOluicne un renglón de ceros.

De los problemas 38 al .w escriba las soluciones a los sistemas homogeneos dados en termino:.
de uno o más veclQres linealmente independientes.

38. XI + .\', + x, = O

39. XI - x: + 7xj - x~ = O
2x. + 3x: - 8x, + x~ = O

40. Xl + .\': + x, = O
XI -.\': - Xl = O

41. XI + 2x; - x, = O
2·\'1 + 5.\'1 + 4x, = O
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42. x, + x~ +.\3 - x~ - X j = O
-1\'1 + 3x~ - X J + -Ix~ - 6xs = O

43. XI + x, + x, = O
.\": - x~ = O

45. Sea u = (1. 2. 3).

11) Se;l fI = ¡" E [?l: u . \' = Ol. Dellluestre que fI es un subcspacio de 1)',

h) Encuentre dos vectores lincahncntc independientes en H. Dcnominelos x y y.

(0) Calcule w = x X y.

If) Demuestre que u y w son linealmente dcpendierllcs.

t') Dé una interpretación geométrica de los incisos a) y e) y explique por qué d) debe ser
cierto.

Oh.~(!ITll(·;Ó". Si V = 1\' E P': \' = O'U para alg1111 numero re:ll al entonces Ves un subespacio de
P' y 11 se llama complemento ortogonal de V.

.t6. Elija un vector u '!' Oen D-'. Repita los pasos del problema 45 comenzando con el veclor que
eligió.

-17. Demuestre que cualesquiera cuatro polinomios en P: son linealmente dependientes..

~. Demuestre que dos polinomios no pueden generar a P~,

*-l9, Demuestre que cualesquiera 11 + 2 polinomios en P~ son linealmente dependientes.

so. Demuestre qu, "",Iquie, ".bcoujunto d, un conjunto d, ,,:<:toces )in,a)m,nte ind,pen·
dientes es line'llmente independiellte [/l/Jla: esto generaliz'l el problema 341.

51. Demuestre que cualesquiera siete matrices en M,~ son linealmente dependientes.

52. Pruebe que cualesquiera 11111 + I matrices en Mm. son linealmente dependientes.

53. Sean SI y 5; dos conjulltos finitos linealmente independientes en un espacio vectorial r.
Demuestre que SI n S~ es un conjunto linealmente independiente.

54. Demuestre que en P.los polinomios 1. x . .\.1•••. x", son linealmente independientes Isuge·
r,,"á(l: por supuesto. esto es cierto si 11 "" l. Suponga que 1. x . .\...1, ••• x..- I son linealmenle
independienles y demuestre que esto implica que l. x. x":• ... x" también son linealmente
independientes. Esto complew 1:1 prueba por inducción m:nem:nica).

55. Sea 1"" \.~, .... l'J un conjunto linealmente independiente. Demuestre que los \'cetores \ .
", + "~. ", + "~ + ,,,... ,. "1 + "~ + ... + ". son linealmente independientes.

56, $ca S "" :"1' ,.~..... ".1 un conjunto linealmente independiente de vectores diferentes de
cero en un espacio "tttorial V, Demuestre que al menos uno de los vcetores en S se puede
escribir como una combinolción lineal de los "celores que le preceden. Es dceir. demues­

tre que existe un entero k :s; 11 Yesc.l]¡lreS al' al' .... a t _1 tales que '\ = al"" al"" ...•

al I"A l'

57. Sea \"1' ,.!, .... ,) un conjunto de veClores que tiene la propiedad de que el conjunto l'.
v) es linealmente dependiente cllando i:F- j. Demuestre que eada vector del conjunto es un
múltiplo de un solo vector de ese conjunto.
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58. Sean/y g en CIO. 1). Entonces el wronskianot dc/y g está definido por

"'(J. gXX)Jf,lxl g,(x)1
lr (x) g (x~

Oemueslre que sif)' g son linealmente dependientcs. entonces W(f g)(x) = Oparol todo
x E [O. 1].

59. Determine una definición ..dcruada para el wronski:lllO de las runcionesJ;.J;..... 1" E

el. 1110. 1).:

60. Suponga que u. " y w. son linealmente independientes, Pruebe o desapruebe: u + ". u + w

y u + w son linealmentc independientes.

61. ¿Para qué valores reales de,' son linealmente independientes los vectores (1 -l". I + el y

(I+(.".l-c)?

62, Demuestre que los vectores (1, ti, (/1), (1. b, /11) Y(1, 1', (.1) SOI1 linealmente independientes si
ti '# h. (/ '# e y h '# c,

63. Sea 1"1' "1..... ".l un conjunto linealmente independiente y suponga que" E gen 1"1'
"1' .... ".~- Demuestre que :"1' "1" .. , \'.: es un conjunto linealmente independiente.

64, Encuentre un conjunto de tres vectores linealmente independientes en 1)-\ que contenga a

los ,~'"'~ [;) y [ -~) [",."mu,a ,n,u,ntre un v~lor v••,n ([;H-m1
65. Encuentre un conjunto line¡llmente independiente de vectores en P1 que contenga a los

polinomios I - .\.J Y I + .\.J,

66. Supon"Qu, u=[:::].v=[::] yw=[:::]. son'opl;,"",~.
11) 1) 11)

11) Demueslre que exislen consta11les ti. b Y(" no lodas cero lales que

mIl + bl/, + cU1 = O

(/1'1 + bl'1 +el') = O

(/11'1 + b1l"1 + CII') = °
h) Explique por que

[ u,
/1

1 ",)del = VI \'1 \') = °
11'\ \1'1 W

J

e) Use el teorema 3 pam demostrar que u. \. y \\' son linealmente dependielllcs.

RESPUESTAS A LA AUTOEYALUACIÓN

1. Todos

VI. V

11. Todos

VII. V

111. b. d

VIII. F

IV. F V. V

•
• ASI denominado po" el IT\dtellMlICO polaco Jozef Marra HOl:'ne-Wronskl (1778·18531 Hoene­

polrle de su ....da adulta en Frim(l~ TrilbdJQ en la !eoria de determlnill11('<, y fue conOCIdo la"ll"
~obrp filosofia de la~ materndllC;IS

'e [O, 1) es el conjunto (Ir funrion€"i cuyas In !)-E'Slmas rlf'llyadd~ f>st<'ln dellr (j.,s
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• MATLAB4.S

\. Utilice rrer para verificar la independencia o dependencia de los conjuntos de vectores de
los problemas 1 al 16 de esta sección. Explique sus conclusiones.

2. a) Para los problemas 9 y 12 argumente por qué los vectores no son ('aplanares.

h) Explique las razones por las cuales los conjuntos de vectores dados son caplanares.

;!rnmrm ;; !rnnw])
3. Elija 11I y Ii COI1I11 > 11 y sea A = 2*rand(n,m)-I. Determine la dependencia o independencia

de las columnas de A. Repita para otros cuatro vulores de m y 11. Escriba una conclusión

sobre la independencia lineal de las columnas de una matriz que tiene mús columnas que
renglones. Pruebe su conclusión.

4. Considere las matrices del problema 2 en MATLA B 1.8. Pruebe la inverlibilidad de cada
A. la indepcndencia lineal de las columnas de A y la independencia lineal de los renglones

de A (considere A'). EscribH una conclusión relacionando la invertibilidad de A' con la in­

dependencia lineal de las columnas de A y con la independencia lineal de los renglones de

A. Pruebe su conclusión en términos de las propiedades de la forma esealonadll reducida
por renglones.

5. ti) (Lúpi:: y pape/) Si A es de 11 x 11I y Z es de 11I x 1. explique por qué w = Jlz estú en el
espacio generado por las columnas de A.

h) Para e,ida conjunto de vcctores j\'I' v,..... \'1.1dado. genere un vector aleatorio w que

se encuentre en el espacio generado por ese conjunto [use el inciso al). Pruebe la depen­

dencia o independencia lineal del conjunto de vectores 1\'1' v!.... \'c wf. Repita para
otros tres vectores w.

1; ¡[j ni -;I
iii.

4

3

2

o
2

10

2

8

I

4

6

2

8

2

10

3

2

I

2

6

(:) Escriba una conclusión a lo siguiente: si 11' estú en gen j\'I" ..• v,J. entonces ..

6. a) Recuerde los conjuntos de vectores en los problemas 3 y 7 de MATLA B 4.4. Para WeG

el espacio generado por esos conjuntos de vectores. habia un número infinito de ma~

ras de escribir w como una combinación lineal de los vectores. Verifique que cada uno

de esos conjuntos de vectores es linealmente dependiente.

h) (Lápi:: y papcl) Pruebe];i siguiente afirmación; parH los vcetores en 11' tales que W =

('1"1 + ... + e,"l' tiene una solución. existe un número infinito de soluciones para el" c~

.... 1"1 si y sólo si \\'1' \'!" ... \', l es linealmente independiente [.I'/lgefeJIáa: piense en b.
forma escalonada reducida por renglones].
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7. ll) Elija 11 y 111 con /11 s 11 y sea A = 2*rand(n,m)-1, Veriflque que las colul11lla~ di: A ~i:an

linealmente independientes. Cambie A de manera que alguna( s) colulllna( s) sea( n t com­
binaciones lineales de otras column:ts de ;/ (por cjemplo. B = A; B(:,3) = 3*B(:.I)­
2*B(:.2». Verifique que las columnas de 8 sean dependiel1les. Repita para otras combI­
naciones lineales. ¿Qué columnas de rrcf(B) no tienen pivotes? ¿Cómo se relaciona esto
con su combinación lineal?

h) Repita el inciso a) para otros cuatro juegos de 11. 11I Y A.

c) Escriba una conclusión a lo siguiellle: si una columna ;/ es una combinación lineal de
otras columnas entonces.

d) Vuelva a hacer el problema 5 de MATLAB 1.7. Verifique que para cada matriz A en es....
problema que 1:tS columnas son dependientes.

e) Escriba llna conclusión a lo siguiente: si l:ls columnas de ;/ son linealmente dependien­

tes. entonces ..

f) (Lápi:.r papel) Pruebe su conclusión.

8. a) Del problema 7 de esta sección y del problema 5 de MATLAB 1.7. se puede concluir que
si las columnas de A son dependientes. elllonces las columnas de;/ correspondientes ¡¡

las columnas sin pivotes en rrt'f(A) se pueden escribir corno combinaciones lineales de

las columnas de A correspondientes a las columnas con pivotes en rrcf(A). Siguiendo el
proceso descrilO en el problema 5 de MATLAB 1.7. determine cuúles columnas de las
matrices dadas son combinaciones lineales de olras columnas: escriba cstas columnas
como combinaciones lineales y verifique. utili7..ando MATLAIl que cstas combinacio­
nes lineales son correctas.

uO

J [1:

O -10 -6
32 ]

;, 3 ji. 2 -4 -7 32

1 7 19 1 -5

7 6 11 3 5

h -;¡
3 1

8 1 -5 -20 9
4 O

¡ji. 7 6 11 3 8 h'.
-2 -3

8 2 -2 -16 6
1 2

7 3 2 -9 7

h) (Lúpi::. r pape!) Realice el problema 56 de la sección 4.5.

9. a) Demueslre que los siguientes conjuntos de vcctores son independientes pero que existe un

vector en su 1)" rcspectivo que no se encuentra en el espacio generado por el conjul1to.

ji. l?'

¡ji. l?'

vea el inciso b ii) del problema 5 de esta sección de MATLAB.

vea el inciso h iii) del problema 5 de esta sección de MATLAB.

h) Demuestre que los siguientes conjuntos de vectores generan todo su 1)" respectivo pero
quc no son linealmenlC independicnles.
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,.) ¿Es posible ¡llguna de las situacioncscn los incisos a) o b) si se considera Ull conjunto de
11 vcclores cnl)"! ¿Por que? Proporcione ejemplos usando MATLAB.

(1) (Lápi: r papel) Escrib<l una conclusión rc];,don;mdo la independencia lineal COIl la
generación de lodo para el conjunto de JII vectores en . Considere m > //. 11I = n

y 11I < //. Pruebe su afirmación considerando las propiedades de la forma escalonada
reducida por renglones de la matriz cuyas columnas son el conjunto de vcelores.

10. a) Verifique que cada conjullto de \'eclores dado sea linealmente independiente.

h'. Genere cuatro vectores aleatorios en símbolo Ij' utilizando el comando mnd. Ven·
fique la independencia (siga generando conjuntos hasla que obtenga uno indepen.
dientc).

h) Forme llna matriz A illvcrtiblc dc 4 x 4. Para cada conjunto dc vectores linealmcnte
independientes 1\'1' \'1' ... , \'¡,l del inciso (1), verifiquc la dcpendencia o indcpendencia
de 1;1\'1' .11\'1' ... ,¡/\'¡i para determinar qué conjuntos lA\'I' 11\'1" ,A\'¡f SOI1 inde­
pendientes.

(,) Forme una malriz A de 4 x 4 que no sca invertible (por ejemplo. dada una matriz in­
vertible A, cambie una de las columnas para que sea llna combinación lineal de otras)_
Pal1l cada conjunto de "cctores linealmente independienles IA\,¡_ A\'l- .... A\'~f del
inciso (1), verifique la dependencia o independencia de {A"l' A\'l' , , "A\'~l para deter­
minar que eonjullIos {;h•. A \'1' • , ' • A \'1 } son independientes.

á) Escriba una conclusión describiendo cu¡jndo k¡ multiplicación por una malriz clladra­
da preserva la independencia de un conjunto de vectores.

11. Utilice MATLA B para verificar 1,1 dependendil o independencia de los conjuntos de poli·
nomios de los problemas 17 al 22 de esta sección. Si el conjunto es dependiente. escribol los
polinomios dependientes como combin:lciones lineales de aIras polinomios en el conjtllllo
y verifique CSt:lS combinaciones lineales (vea el problema 9 de MATLAB 4,4 Yel problema
8 de MATLAI3 4.5).

12. Utilice MATLAI3 para verificar la dependencia o independencia de los conjuntos de ma­
trices de los problemas 23 al 25 en la sección 4.5. Si el conjunto es dependiente. escriba
las matrices dependientes como combinaciones lineales de otras matrices en el conjunt0:lo
\'erifique esols C'ombin:lciones lineales (vea el problema 10 de MATLAB 4.4 Yel problema
Sde MATLAB4.5).
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13. ti) Genere un conjunto de cinco matrices aleatorias en M::., y muestre que el conjunto es

lineahnente dependiente. Repita para otros dos conjunlOs de matrices.

h) Genere un conjunto de siete matrices aleatorias cn M,] y muestre que son linealmente
dependientes. Repita para otros dos conjuntos de matrices.

e) Para M.::., i,cuúntas matrices se necesitan en un conjunto para garantizar que es depen­
diente? Pruebe su conclusión generando conjuntos de matrices aleatorias. Demuestre

que los conjunlos con mellas matrices no son necesariamente dependientes.

tI) (Lápi: J papel) Trabaje los problemas 44 y 45 de esta sección.

14. Ciclos l'n digráficas c indcpcndcncia lineal Para llna grúfica dirigida (dignifica). la matriz
de incidencia nodo-arista estú definida corno

a. = {-:
" O

si la arista) entra al nodo i

si la arista) sale del nodo i

de otra manera

Por lo tanto. cada columna corresponde a una arista de la digrúfica.

lt) Para la digráfica siguiente. establezca la malriz de incidencia nodo-arista A (para intro­

ducir A de manera eficiente. vea el problema.2 de MATLAB 1.5).

arista 5
l6J [IJ

arista 4 "<:-0,\':> arisla I,
[5J [2]

arista 7

arista 3 arista 2

[4J [JJ
ariSla 8

h) Encuentre un ciclo cerrado (ciclu 110 dirigido) en la digr,ifica y observe qué aristas inclu­

ye. Verifique la dependencia o independencia de las columnas de A que corresponden

a estas aristas (por ejemplo. siguiendo la arista 1. después el opuesto de la arista 7.

luego la arista 4 y después el opuesto de la arista 5. se forma un ciclo. Forme la matriz
[A(:,I) A(:,7) A(:,4) A(:,5)J y verifique la independencia). Encuentre tantos ciclos cerra­

dos como pueda reconocer y pruebe la dependencia o independencia de las columnas
correspondientes de A.

c) Considere un subconjunto de aristas que no contengan ciclos cerrados. Pruebe la de­

pendencia o independencia de las columnas correspondientes de A.

d) Repita los incisos a) a c) para la siguiente gráfica

[lJ

[2J

<iris >;'!:-~=-...,.~/i"¡ .?
~ [4J ariS1<l8 [5J

e) Esniba una conclusión sobre la relación entre ciclos no dirigidos en una digr<ifica y la
dependencia o independencia lineal de las columnas de 1:l matriz de incidencia nodo­

arista de la digrúfica.
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Nota. Este problema fue inspirado por una conferencia dada por Gilbcrt Strang en la Unjo
\'crsity of Ncw Hampshire. en junio de 1991.

ID BASES y DIMENSiÓN

Se ha visto que en~ convenienc escribir vectores como una combinación lineal de los vectores

1= (~) y j =.(~l En Il' se es"lblemn los v«tores en técmlnos de [~]. [r] y [;]. Ahora

se gcncr,lhzaTil esta Idea.

DEFINICiÓN a Base

Un conjunto finito de veclores 1"1' \'2" .•.• ,•.1 es una base para un espacio vectorial Vsi

i. 1\'1" "2" ...• ".} es linealmente independiente.

ji. 1\'1' \.~..... \) genera a V.

Ya se han analiz.ado algunos ejemplos de bases. En el teorema 4.5.7. por ejemplo. se vio qur
cualquier conjunto de 11 vectores linealmente independientes en gcnem a . De esta forma.

Todo conjunto de n vectores linealmente independiente en es una base en V".

En se define

I O O O

O , O O
e = O . c1 ::: O .c) = ... "'. = O,

O O O

L BASE CANÓNICA

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Puesto que los vectores e, son las columnas de una matriz identidad (que tiente determinante 1
lel' l.'!.... l.'.l es un conjunlo line:llmente independiente y. por lo tanto. constituye una basr
en V". Est.¡ base especial se denomina basl.' canónica en V". Ahor:l se encontrarán bases para.

algunos otros espacios.

Base canónica para Pn

Por el ejemplo ".5.9 de la página 322. los polinomios J. x . .\..1 y .,.Jsolllineaimenle independica­
les en P

j
, p.1ra el ejemplo -1 ....3 de la pigina 300. estos polinomios genemn P

J
• Así. {l. x. x~.

es tina base pam Pj . En general. los monomios: l. x . .,..1. x' ,--, constituyen una base pan.

P. Esta se denomina la base canónica para P.. .
Base canónica para M

ll

seviOCnCICjCmPlo4.4.6delapÚgina300.qUe(~~).(~ ~).(~ ~) y (~ ~)generan

'\/".5i(" ")=c,(t 0)+0,(0 ')+0,(0 O)H.(O 0)=(0 O).entm""""'id.»-
-- e

J
c4 O O - O O 1 O O I O O
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tequc ('1 = ('! = 1'1 = c~ = O. Así. cstas cuatro matriccs sonlinealmentc independientes y forman
una b..se para "'!J.' lo que se denomina base canónica para M!!.

1ImIDII,-_U_n_a_b_as_e--,-p_a_ra_u_n_s_u_b_e_s~p_a_c_;o_d_e_Il'__

Encucntre una base para el conjunto de vectores que se encuentra en el plano

a=¡[~)2'-r+J'=O)
• Solución

TEOREMA a
L. DEMoSTllAOÓN

En el ejemplo 4.2.6 se observó que 1T es un espacio vectorial. Par;, eneontr;¡r llna base. primero

[')se observa que si x y ~ se escogen arbitrariamente y si y E it. entonces y = 2x + 3:. Así. los

vectores en TI liencn la forma :

Lo cual muest", que [~) y [~) genmn a n Como O> ",dente que 0>10' dos vectores ,on

linealmente independientes (porque tino no es múltiplo del otro). forman llna base par;l TI.

Si "1' \'1' .... l'. es Ilml base para V, entonces cll:llquier otro vector,' E V se puede escribir COlllO

\' = c,", + ('1"2 + ... + ('.".' ¿Puedeescribirsc de OIm manera como una combinación lineal de
los vectores ",? La respuesta es no (vea la observación que sigue;l la demoslmc1ón delleorema
4.5.7 de la página 326. para el caso V = ).

Si {"l' "2' ... , l'.} es una base para V y si v E V. entonces existe un conjunto único de

escalares CI ' c2• ••• , c.lales que " = C,"I + e2\'1 + ' , , + c.".'

Existe cuando menos un conjunto de dichos escalares porque {"., \'1' ' , , . ".} genent a V,
Suponga entonces que v se puede escribir de dos maneras como una combinación lineal
de los vectores de la base.

Es decir. suponga que

"= ('1"1 + ('2"2 + .. + e.". =d1"1 + e/!"l + ... + d.".
Enlonces. reslando se obtiene la ecuación

(e, - dl)"1 + (el - ei:J": + .,. + k. - dJv. = O

Pero como los v/ son linealmente independientes. esta ecuación se cumple si y sólo
si e, - di = c~ - d~ = ... = Cw - dw = O, Así. el = di' c1 = d1•. ., c. = d

w
y el teorema

queda demostrado.

Se ha vislo que un espacio vectorial tiene múltiples bases. Una pregunl:l surge de man~r.J

natural: ¿contienen todas las bases el mismo númcro dc veclores'.' En V.'];, respuesta es: por ~u·

puesto. sí. Para ver esto, se observa que cualesquiera tres vectores línC;llmClltc independiente-:.
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TeOREMA EJ

EspacIOS vectonales

en IY forman una base. Pero menos vectores no pueden formar una base ya que. como se vio en la

sección 4.4. el espacio generado por dos vectores linealmente independientes en I)l es un plano-y

un plano no es todo (¿l-. De manera similar. un conjunto de cuatro vectores o más en ~ no pue­

de ser linealmente independiente. pues si los tres primeros vectores en el conjunto son linealmente

independientes. entonces fonnan una base: por [o tanto. todos los dcmas vectores en el conjunto se

pueden expresar como una combinación lineal de los primeros tres. Entonces. todas las bases en ¡¿;
contienen tres vcctores. El siguiente teorema nos indica que la respuesta a la pregunta anterior es si

para IOdos los espacios vectoriales.

Si lUI' ur .... u.} y {l',. "1' .... ") son bases en un espacio vectorial V. entonces m = 11:

es decir. cualesquiera dos bases en un espacio vectorial V tienen el mismo número de
vectores.

L DEMOSTRACIÓN Sea SI = {UI' ur ···. u",l y S~ = 1"1' ,.~., ... ".} dos bases para V. Debcdemostrarse que
111 = 11. Esto se prueba mostrando que si 111 > 11. entonces SI es un conjunto linealmente
independiente. lo que contradice la hipótesis de que SI es una base. Esto dClTlostrarú que
111 :s; 11. La mismll prueba dcmostrará que 11 :s; 111 Y esto prueba el teorema. Así. basta
demostrar que si m > 11. entonces SI es dependiente. Como S~ constituye una base. todo
u, se puede expresar como una combinación lineal de las Yr Se tiene

(1)

Para demostrar que S, es dependiente. deben encontrarse escalares c,' {'~•.... c.' no
todos cero. tales que

('IU, + c~u~ + ... + e.u.. = O (2)

Sustituyendo (1) en (2) se obtiene

C¡(OIl"1 + a¡~Y2 + ... + aln,'.) + ('i(/~IYI + a2~"~ + ' , , + 0ln')

+ ... + (''''«(/'''1''' + a",!"~ + ' ,. + (1_".) = O

La ecuación (3) se puede reescribir como

(tlllCI + a~lc~ + ' , . + tI..le.)"1 +(tl12c l + tI~C2 + . , , + tI-.lC.)l'2

+ , .. + (tll.C I + tI:.c~ + ... + a_e),'. = O

Pero como "1' "~•.... "" son linealmente independientes, se debe tener

allc, + QUCl + + a.. lc.. = O

QI2C, + Q;uCl + + u .. le.. = O

(3)

(5)

El sistema (5) es un sistema homogenco de 11 ecuaciones con las 111 incógnitas CI, (.'2' .

c., y como 111 > 11. el teorema 1.4.1 de la púgina 38. dice que el sistema [icne un númcro

•
, Esta prueba Sol' cid pill"a f"ioP<lClO'> vectol"la!escOfl bdws ql,lE' cootlt"l'l('fl un numero flOltodEo YeClOA!'!>. Tamblen Sol'~

los t"SCa\<lfes como SI fueran numerQS reate<.. pero la prueba ful'l(J()(1,) lambil'fl en el caso compte¡o
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7
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infinito de soluciones. De esta forma. e;<isten escalares el' c~. .... e•. no todos cero. tales
que (2) se satisface y. por lo lanlO. SI es un conjunto linealmente dependiente. Esta con·
tradicción prueba que m :5 11 si se C<lmbian los papeles de SI y Sr se demuestra que 11 :5 m
y la prueba queda completa.

Por este teorell1<l se puede definir uno de los conceptos centrales en el úlgebra lineal.

Dimensión

Si el espacio vectorial V tiene una base con un número finito de elementos.. entonces la
dimensión de Ves el numero de vectores en todas las bases y V se denomina espacio '"f'C­
torial de dimensión finita. De otra manerJ.. V se denomina espacio \'f'Ctorial de dimensión
infinita. Si V = lO}, entonces se dice que V tiene dimensión cero.

NotaciólI. La dimensión V se denota por dim V.

Ohsc/'\'adólI. No se ha demostrado que todo espacio vectorial tiene una base, Esta dificil prue·
ba "parece en la sección 4.12. Pero no se requiere para que la definición 2 tenga sentido. ya que
si Vtiene una base finita. entonces Ves de dimensión finita. Dc otra maner..l. V tiene dimensión
infinita. Por lo tanto. con el fin de demostrar que V tiene dimensión infinita. sólo es necesario
demostrar que V no ticne una base finita lo que se puede hacer probando que V contiene un
numero infinito de vectores linealmente independientes (\,C¡I el ejemplo 7).

la dimensión de 1/'

Como 11 vectores linealmente independientes en Ir constituyen una base. se observa que

dimll' = 11

la dimensión de P"

Par.l el ejemplo 1yel problema 4.5.47. púgina 326. los polinomios {1. x.x~.. ". x·} constitu~en

una base en p.' Entonces dim p. = 11 + l.

la dimensión de M_

En Af_ sea A~ la malriz de m X 11 con un tino en la posición ij y cero en otrol pólrte. Es sencillo
demostrar que las matrices A~ para i = 1.2.... , 111 Yj = 1.2.. '. /1 forman una base par;¡ .1/

Asi. dim M"... = 111/1.

P tiene dimensión infinita

En el ejemplo 4.4. 7 de la página 300. se observó que ningún conjunto finito de polinomios gene·
r..1 a P. Entonces P no licne una base finita y. por lo tanto. es un espacio "ectori'll de dimension
infinita.

Existe un gran número de teoremas sobre la dimensión de un espacio \lX'torial.
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TeOREMA E:I
L DEMOSTRACIÓN

TeOREMA a

Suponga que dim V = 11. Si "1' u~..... "", es un conjunto de 111 vectores linealmente
independientes en V. entonces m S 11.

Sea \'1' "]' ...• l'. una base para 11. Si m > 1/. enlonces. igual que en la prueba delleorema
2. se pueden encontrar constantes el' el' .... c. no todas cero. tales que la ecuación (2)
se satisface. Esto conlmdice la independencia lineal de los vectores uj" Así. m ~ n.

Sea H un subespacio de un espacio vectorial de dimensión finita V. Entonces J1 tiene
dimensión finita y

dim H~dim V (6)

L DEMOSTRACIÓN Sea dim V = n. Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes en H es
(ambien lincalmcnle independiente en V. Por el teorema 3. cualquier conjunto lineal­
mente independiente en H puede contener a lo más 11 veclores. Si H = tOlo entonces
dim H = O. Si dim H 01- {O}. sea "I;1t Oun vecloren fI y H I = gen {"I}. Si f/I = H. dim

f/ = I Yla prueba queda completa. De lo contrario. elija .. "1 E H tal que "2 fI- f/I Ysea
H

2
= gen 1"1' ,), y así sucesivamente. Continuamos hasta encontrar vectores lineal­

mente independientes "1' v~..... "A tales que fJ = gen {"l' ",•.... "A}. El proceso tiene
que terminar porque se pueden encontrar a lo mas 11 vectores linealmente independien­
tes en H. Entonces fJ = k ::s; 1/.

El teorema 4 tiene algunas consecuencias interesantes. Presentaremos dos de ellas.

'-'L__C.:.[O-,,_1.:.1.:.Y_C_'.:.IO-,,_1.:.1_I_ie_"_e_"_d_i_m_e_"_s_io_'"_i"_f_i"_il_a__

ICALCULO I

EJEMPLO 9

Sea prO. 1J el conjunto de polinomios definido en el intervalo [O. IJ. Entonces P[O. 1] e qO. 1).
Si la dimensión de C[O. 1] fuera finita. entonces prO. IJ también tendría dimensión finita. Pero
según el ejemplo 7. noes asi. Por lo tanto C[O. 11 tiene dimensión infinita. De m<lnera similar.
como P[O. 1] e CI[O. 1] (ya que todo polinomio es difercneiable). también se tiene que la dimen­
sión de ellO. 1] es infinita.

En términos generales

Cualquier espacio vectorial que contiene un subcspacio de dimensión infinita es de

dimensión infinita.

los subespacios de 1)3

Se puede usar el teorema 4 para encontrar rodos los subcspacios de V. Sea H un subespaeio de
V. Existen cuatro posibilidades: f/ = lOl. dim 11 = 1. dim H = 2 Ydim H = 3. Si dim H = 3.
entonces H contiene una base de tres vectores linealmente independientes "1' ,.~. v) en V. Pero
enlonces "l. ,.~. ") también forman una base para D'. y así. fJ = gen 1"1' "~. ,) = I)J. Por lo
tanto. la única manera de obtener un subcspacio propio de I)J es teniendo dim fJ = I o dim
11 = 2. Si dim /-1 = 1. enlOnccs fJ tiene una base que consiste en un vector ,. = (o. b. e). Sea x
en H. Entonces x = {(o. b. c) para algun numero real { (puesto que (o. b. e) genera a ff). Si x =
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(x. y, =). esto significa que x = al.)' = bl. == cl. Pero ésta es la ecuación de una recta en p1 que
pasa por el origen con la dirección del vector (a, b. e).

Ahora. suponga que dim ¡.¡ = 2 YseH "1 = (al' bl. e) y "2 = (a~, h~. ('2) llna base para H. Si
x = (x. y, =) E H. entonces existen números reales s y !tales que x = .1'\'1 + IV! o (x. y. =) = S(II I•

bl • el) + l(a2• b2• c~). Entonces

x = sal + f(¡!

v=sbl+lb!

==5CI +I('!

(7)

Sea "3 = (a. f3. y) = \'1 X "!' Entonces del teorema 3.4.2 de la púgina 255. parte ;1'). se tiene \'"
\'1 = OY'rJ • \'! = O. Ahora calculamos

ax + f3y + r= = a(sal + la!) + f3(sbl + Ib2) + r(sc l + IC2 )

= (aa l + f3bl + rcl)s + (Q"a2 + f3b! + rC?)1

= (v3 . vl)s + (v J . v!)! = O

Así. si (x, y. =) E H. entonces ax + f3.r + Y= = O. lo que muestra que H es un plano que pasa
por el origen con vector normal "3 = "1 X "2' Por lo tanto se ha demostrado que

Los únicos subespacios propios de~ son los conjuntos de vectores que se encuentran
en una recta o un plano que pasa por el origen.

1IIIZIIII__E_Scp_a_c_i_o_S_d_e_s_o_lu_c_i_ó_n...:-y_e_Scpca_c_io_n_u_l_o__

Sea A una matriz de I!I X 11 Ysea S = {x E 1)": Ax = O}. Sean XI E S y x2 E S; entonces A(x l + x2)

= AX I + AX
2

= () + O = OY A(ax) = a(Ax) = 0'0 = O. de manera que S es un subespacio de
V" y dim S ~ 11. S se denomina espacio de solución del sistema homogéneo Ax = O. También sc
denomina espilcio nulo de la matriz A.

EJEMPLO 11 Una base para el espacio de solución de un sistema homogéneo

• Solución

Encuentre una base (y la dimensión) para el espacio de solución S del sistema homogénco

x+2.1'- :=0

2x - .1'+ 3: = O

Aqui A = [1 2 -1 J. Como A es una matriz de 2 X 3. S es un subespacio de [!l. Reduciendo
2 ~I 3

por renglones. se encuentra. sucesivamente.

[

1 2 -)

O I -)

1 ~J ---- [~ -~ -;
~J ----~. [~ ~

3

2 -1

-1

I 0J
-1 I °

Enlon,", y ~ 'Y x ~ -, de.",,,,,,,, quo loda, la,"ola,;o<", wn do la ron"" [ -:JA,;. [ -:]

es una base para S y dim S = l. Observe que S es el conjunto de vcctores que se encuentran en
la recta x = -ro J' = l.: = l.
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EJEMPLO 12 Una base para el espacio de solución de un sistema homogéneo

Encuentre una base para el espacio de solución S del sistema

2x- y+3:=0

4x - 2)' + 6: = O

-6x + 3y - 9: = O

• Solución Reduciendo renglones se obtiene

-1 3

-2 6

3 -9
~O]-[~ -~ ~ :~]

O O O I O

TeOREMA m
L. DEMOSTRACiÓN

Lo que da uml sola ecuación: 2x - J + 3: = O. S es un plano y. por el ejemplo 3. una base esta

Antes de dar por terminnda esta sección. demostraremos un resultado útil para encontrar
una base para un espacio vectorial arbitrario. Se ha visto que 11 vectores linea[met1le indepen­
dientes en V" constituyen una base para ll'. Este hecho se cumple para lodo espacio vectorial
de dimensión finil<l.

Cualquier conjunto de 11 vectores linealmente independientes cn un espacio vectorial V

de dimcnsión 11 constituyen una base para V.

Sean VI' \'::, ... , v"' n vectores. Si generan el espacio V. entonces constituyen una base.

De lo contrario, existe un vector u E V tal que u Ii!: gcn {\'I' v::' ... ,vJ. Esto significa
que los 11 + I vectores \'1' vZ' .•• , v"' u son linealmente independientes. Para ver esto.
observe que si

(8)

Entonces ('".,1 = O, porquc de lo contrario podriamos escribir u como una combinación

lineal de \'1' "2" .. , "" dividiendo la ecuación (8) entre C"+I y poniendo todos los térmi­
nos. excepto u, en el lado derecho. Pero si C"-'-I = O. entonces (8) es

Lo que significa que el = c~ = = c" = Oya que los Vi son linealmente independientes.
Ahora sea IV = gen {vI' \'" , v

n
' uf. Como todos los vectores entre las llaves estan

en V. Wes un subespacio de V. Como vI' vr ... , v"' u son linealmente independientes,
forman una base para W. y dim W = 11 + 1. Pero por el teorema 4, dim W ~ n. Esta
contradicción muestra que 1/0 existe el vector u E Vtal que u Ii!: gen {VI' \'!, ..• , vJ. Asi.
VI' vr"" \'" genera a Vy, por lo tanto. constituye una base para V.



2. En P
l
: -l\-. I + _,..2..,.: - 5

4. En P,: .,.: - 1. x 2 - 2..,..2 - 3

6. En J\: 1 + x. 2 + Xl. 3 + Xl. 1

problemas 4 6
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AUTOEYALUACIÓN

InJiqlle clláles Je los siglliente~' emmd(IJos son l'erJaJeros

1. Cualesquiera tres vectores en (¿l forman una base p<lra (¿l.

11. Cualesquiera tres vectores linealmente independientes en I)l forman una base para (¿l.

111. Una base en un espacio vectorial es única.

IV. Sea H un subcspacio propio de 1)'. Es posible encontrar cuatro vectores linealmente
independientes en H.

V. Sea H={[;)2X+ IIY-11'=o} Entoncesd;m H= 2.

VI. Sea {VI' \'2' •.•• ,) una base para el espacio vectorial V. Entonces l/O es posible
encontrar un vector ve Vtal que u i¡!: gen {\'I' \'2' ... ' V).

VII. 1[2 O), [O J), [ O O), [O O)) es u~a base para M".
O O O O -1 O O 12 --

De los problemas 1 al 13 determine si el conjunto dado es una base para el esp:lcio vectorial a
que se refiere.

l. En P
l
: 1- xl.x

3. EnPl:-h.x+3x~.x+2

5. En P
J

: 1. 1 + x. I + x2• 1 + .,-J

7. En P
J

: 3.xJ - 4x + 6.x2

8 En M,,[~ ~W ~),¡-~ ~H~ _;)
9. En M,,(~ ~W ~)(~ ~)(~ ~) dondeabcd.O

lO. En '1"[-; ~H~ :H~ ~H~ -~H~ ~)
11. /-/={(x.y)e ll':x-y=01:(I.I).(4.4)

12. N= 1(x.y) e lr:x+y=Of;(I.-I)

IJ. /-/= I(x.y) e ll':x+y=OI:(I.-I).(-J.J)

14. Encuentre una base en (¿l para el conjunto de vectores en el plano 2x - )' - ; = O.

15. Encuentre una base en I)l para el conjulUo de vectores en el plano 3x - 2.1· + : = O.

16. Encuelllre una base en J)l para el conjunlo de \'cctores en la recta x/2 = .1'/3 - ;/4 = o.
17. Encuentre una base en J)l para el conjunto de vectores en la recta x = 3(. .l" = -11. : = '!t

18. Demuestre que los unicos subespacios propios en Dl son rectas que pasan por el orig.:n
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19. En IJI sea ¡.¡ = l(.l'. y. =. 11'): (IX + by + e + till' = 01. donde a.b.c." '# O.

a) Demuestre que H es un subcspacio de IJ'.

h) Encuentre una base para H.

e) ¿,Cu¡i.nto vale dim fn

20. En Il?" un hiperplano que camicnc a Oes un subcspacio de dimensión 11 - \. Si H es un hi·
perplllno en l?" que contiene ti O. demuestre que

H = {(XI" x~. ... x.): "1"\" + tI!x2 + ... + tI.x. = O}

donde (¡I' "!... .. 0. son números reales fijos. no todos cero.

21. En 11 encuentre una base para el hiperplano

H = 1(-'"1' -'"1" Xl' -'"4' x/ 2.\"1 ~ 3.\"2 + -'"3 + 4x4 - X, = Ol

Dc los problemas 22 al 28 encuentre una base para el espacio de solución del sistema homogé­

neo dado.

22. x- )'=0 23. x- 2)' = O 24. 2x + J ~O
-2x + 2)' = O 3x + )'=0 x- J)' ~O

25. x- y-:=O 26. x- 3y + - ~O-
2x-y+= ~O -2x + 2y - 3= ~O

4x - 8y + 5: = O

27. 2\'+3.1'-4==0 28. 2x - 6.1' + 4= = O
x- J+ - ~O - x+ 3)' - 2: = O-

2," + 8.1' - 10, ~O -3.\"+9.1'- 6, ~ O

29. Encuentre una base para D,. cl espacio vectorial dc matrices diagonales de 3 x 3. ¿Cual es
la dimcnsión de D

J
?

JO. ¿Cuál cs la dimensión D•. el espacio de matrices diagonales de JI x II?

31. Sca 5"" el espacio vectorial dc rn<ltriccs simétric<lS de 11 x //, Demuestre que S"" es un subes­

paeio de Al"" y que dirn S,,,, = [11(11 + 1)J/2.

32. Suponga que VI' \'1' ... ' \'", son vectores linealmente independientes en un espacio vectorial

V de dimensión 11 y 111 < 11. Demuestre que 1\'1' \'1' .... v."l se puede aumentar a una bast

para V. Esto es. existen vectores \''''.1' vm.~' .... \'. tales que {VI' \'~•.... \,) es una base
[sugerencia: vea la demostmción del teorema 5].

33. Sea 1\'1' \'2' ...• \'.1 una base en V. $can u l = VI' u: = VI + \'1' UJ = \'1 + V: + "J' •.•• U. = \'1 ..;..

\'2 + ... + ".' Demuestre que lu" u2••••• u.} es también tina base en V.

34. Demuestre que si {"l' vr .... ,) genera a V. entonces dim V:S 11. [Sugerencia: utilice el
resultado del problema 4.5.56.1

35, $can ff y K dos subespacios de V tales que H!;;;; K Ydim H = dim K < oo. Demuestre que
H=K.

36. Sean ¡.¡ y K dos subespaeios de V. Defina ¡.¡ + K = {h + k: h E ff Yk E K}.

a) Demuestre que ff + K es un subcsapcio de V.

h) Si H n K = lO}. demuestre que dim (ff + K) = dim H + dim K.

*37. Si ¡.¡ es un subespacio vectorial de dimensión finita V. demuestre que existe un subespacio
tinicoKde Vtalquea)HnK= IOlyb)H+K= JI.

38. Demuestre que dos vectores \'1 y \'1 cn 02 con puntos terminalcs cn cl origcn son colineales

si y sólo si dim gen {\'I' v:l = l.
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39. Demuestre que los lres vectores "1' "" Y '" en 1)' con punlos lermina1cs en el origen son
copl'lllares si y sólo si dim gen 1"1' "~"o ",1 s 1.

40. Demuestre que cualesquiera 11 vectores que gcneran un espacio V de dimensión 11 forman
lIna base para V. {s/lgermcia: demuestre que si los 11 vectores no son linealmente indepen.
dien!es. en!onces dim V < 11).

·41. Demuestre que todo subcspacio de un espacio vectorial de dimensión finila tiene una
base.

42. Encuen!re dos bases para ~ que contengan a (1. O. 1. O) Y(O. 1. O. 1) Y no tengan otros
,'cclores en comun.

43. ¿Para qué valores del numero real a los "cctores (a. l. O). (l. O. a) y (1 + a. 1 - a) constitu­
yen una base para~

RESPUESTAS A LA AUTOEYALUACIÓN

1. F

• MATLAB4.6

11. V 111. F IV. F V. V VI. V VII. V

Los problemas en esta sección se concentran en el trabajo con bases para /0(/012" (o todo P~ O
todo M_). Los problemas en la sección 4.7 se concentran en bases de subespacios.

1. a) Verifique que los conjuntos dados en el inciso b) forman una base para el eSp<lcio vee·
torial indicado. Explique cómo se s<tlisface cada una de las propiedades de la definición
de llna base.

h) Genere un vector aleatorio en el espacio vectorial dado. Demuestre que se trata de una
combinación lineal de los veclores de la base con coefieienles únicos para la combina­
ción lineal. Repila para otros dos vectores aleatorios.

I I 2
'f25) [_101) [~O ) -1 O 4

;. P 7 . 7 . 6.5 ji. P' O J -1
8 -1 -1 2 -1 J

I I

¡ii. i( I -1) ( 2 1) ( I J) (-15 4)}
M"2 1.2 2.1 . -1 l' -2 O' 4.3 5

(Vea el problema 10de MATLAI3 4.4)

h'. P~ {x' - Xl + 2x + 1. x· + 3.\"2 - X + 4. 2x~ + 4xJ - .,-2 + 3x + 5.
x' + Xl - 2,-2 + x. x· + _,..1 +.,-2 + X - 1:

2. Para los conjuntos de vectores en el problema 9b) de MATLAB 4.5 demuestre que esos
conjuntos generan su respectivo pero no forman una b'lse. Para cada conjunto. genere
un vcctor aleatorio w en su correspondiente)' verifique que w es una combinación lineal
del conjunto de vectores pero que los coeficientes de la combinación lineal no son únicos.
Repila para otros dos "cclores w.

3. Para cada base en el problema J de MATLAB dc esta sección:

a) Eliminc un vector del conjunto y mucstre quc el nucvo conjunto no es una base. descri·
biendo qué propiedad de las bases no se satisface. Repita (elimine otro \'cctor).
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h) Genere un vector aleatorio w en el espacio vectorial. Agregue w al conjunto de vectores.
Muestre que el nuevo conjunto no es una base. describa qué propiedad no se satisface.
Repila con OLro w.

e) (Lúpi::. y papel) Escriba una demostración. basada en la form,l escalonada reducida por
renglones, de que lIna base en V" debe colllencr exactamente 11 vectores y una demostra­
ción de que una base en P" debe conlener exactamente 11 + I vectores.

4. a) La dimensión de M): es 6. Genere cinco matrices aleatorias en MJl y muestre que no
forman una base para M)2' describiendo la propiedad de las bases que no se salisface.
Genere siete matrices aleatorias en M

J2
y muestre que no forman una base para M

J2
,

describa la propiedad que no se satisface.

h) (Lápi: y papel) Escriba llna dcmostrnción basada en la forma escalonada por renglones

reducidos. de que la dimensión de Mimo es 11111. el producto de 11 y 11/.

5. Considere las matrices en el problema 2 de MATLAB I.S y las matrices cuyas columnas son
los vectores en los conjuntos de vectores dados en el problema 1b) i) Yii) de esta sección.

a) Determine para cada matriz A (digamos que su lamaíio es 11 X 11) si es invenible y si las
columnas de A forman una base para 1)".

b) Escriba una conclusión relacionando la propiedad de invertibilidad con la propiedad de
que las columnas formen una base. .

d (Lápi: y papel) Pruebe su conclusión.

6. u) (Lápi: J papel) Suponga que 1\'1" ... ",1 es una base para t:t. Suponga que "'1 = A"l"

"'2 = A\'~ . ...• W, = A\'," para alguna matriz A de 11 x 5. Conteste las preguntas siguien·
tes para completar la descripción de cómo encontmr Aw para cualquier w si nada mas
se sabe lo que A le hace a la base.

i. Dado cualquier W en D. argumente por qué W = C¡"I + ... + ("\'5' donde ('l" .. . l'~

son lJnicos.

ii. Muestre que Aw = ("1\\'1 + ... + ('5W5"

c,

c,

iii. Argumente porqué Aw=[w 1 w1 W
J

"'4 "'5] el

e,

e,

h) Sea 1"1'"" \.) la base en I)'i dada en el problema lb) ii) de esta sección de MATLAB.
Suponga que

Encuentre Aw, donde

o
-10

i. w = 9

-6
-4

ii. w = 2*rand(5, I}-l
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e) Repita b) para

1 O O O O

O 1 O O O

04\',= O A\'1 = O A\') = 1 A\'4 = O A\'j= O

O O O 1 O

O O O O 1

m RANGO, NULIDAD, ESPACIO DE LOS RENGLONES Y ESPACIO

DE LAS COLUMNAS DE UNA MATRIZ

En la sección 4.5 se introdujo la noción de independencia lineal. Se demostró que si A es una ma­
triz invertible de 11 X /1. entollces las columnas y los renglones de A forman conjulltos de vectores

linealmente independientes. Sin embargo, si A no es inverlible (de manera que del A = O), o si A
no es una matriz cuadrada. entonces estos resultados no dicen nada sobre el número de ren­

glones o columnas linealmente independientes de A. Eso es lo que se estudiará en esta sección.
También se mostrará la forma en la cual se puede obtener una base p<Ha el espacio generado de

un conjunto de vectores mediante la reducción por' renglones.

Sea A ulla matriz de m X 11 Ysea
,-----------,

El espacio nulo de una matriz

/V~ = {x E V': Ax = O}

(1 I

DEFINICIÓN a
Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.10 de la página 337, NA es un subespacio de [t.

Espacio nulo y nulidad de una matriz

NA se denomina el espacio nulo de A y v(A) = dim NA se denomina nulidad de A. Si NA
contiene sólo al vector cero, entonces v(A) = O.

Nota, El espacio nulo de una matriz también se conoce como kernel.

ElIiIIIIIL_E_s~p_a_c_;o_n_u_lo...:..y_n_u_I_ld_a_d_d_e_u_n_a_m_a_t_,_iz_d_e_2_x_3__

(1 2 -1)Sea 04= 2 -1 3' Entonces, como se vio en el ejemplo 4.6.11 de la página 337, NA está

genccado poc [-:Jy v(AI ~ 1.

Sea

EJEMPLO 2 Espacio nulo y nulidad de una matriz de 3 x 3

A = [ ~ =~ ~]. Entonces por el ejemplo 4.6.12 de la página 338.

-6 3-9

base para N'I' y veA) = 2.
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TEOREMA a
L. DEMOSTRACIÓN

DEFINICiÓN E3I

EspacIOS VKtooales

Sca A una matriz de 11 X 11. Entonces A es invcrtible si y sólo si v(A) = O.

De acuerdo al teorema de resumen (teorema 4.5.6. página 320. parles i) y ji)], A es in­
vertible si y sólo si la (mica solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial
x = O. Pero segun la ecuación (1). esto significa que A es invertible si y sólo si NA = 101,
Asi. A es invertible si y sólo si v(A) = dim NA = O.

Imagen de una matriz

Sea A una matriz de 11I x 11. Entonces la imagen de A, dcnotada por Im(A). esta dada

PO'

TEOREMA E3

Im(A) = {y E : Al' = )' para alguna x E

Sea A una matriz de m X 11. Entonces la imagen de A Im(A) es un SUbesP:ICio de

(2)

L. DEMOSTRACIÓN

DEFINICiÓN E:I

DEFINICIÓN a

Suponga que )'1 y y:. están en Im(A). Entonces existen vectores XI y x~ en V" tales que
Y1 = AX l Y "2 = Ax~. Por lo tanto

A(ax l ) = aAx l = aY I y A(x 1 + x2) = AX I + Ax~ =)'1 + Y2

Por lo que aY
1
y Y

I
+ Y¡ están en Im(A). AsL del teorema 4.3.1, Im(A) es un subespacio

dell".

Rango de una matriz

Sea A una matriz de 11I X 11. Entonces el rango de A, denotado por P(A), está dado por

p(A) = dim Im(A)

Se damn dos definiciones y un teorema que facilitar.in en cierta medida el C'.ilculo del rango.

Espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz

Si A es una matriz de 11/ X 11, sean {rl' r2... ,. r..} los renglones de A y {el' c2' .... e) las
columnas de A. Entonces se define

R
A

= espacio de los renglones de A = gen {r" rr' ... r.J (3)

y

CA = L'S)Jacio de las columnas de A = gen lc l, cl•...• cJ (4)

NtJta. R~ es un subcspacio de y eleS un subespacio de



TEOREMA E:I

L DEMOSTRACIÓN

EJEMPLO]

4.7 Rango, nulidad, espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz .3-t5

Se ha introducido una gran cantidad de notación en tan sólo tres púginas.
Antes dc dar un ejemplo. se demostrará que dos de estos cuatro espacios son los mismos.

Para cualquier matriz A, C... = Im(A). Es decir, la imagen de una matriz es igual al espa­
cio de sus columnas.

Para demostrar que C,t = Im(A), se demuestra que Im(A) ~ C... e Im(A)~ C....

L Se quiere probar que Im(A) ~ C.... Suponga que y E Im(A). Entonces existe un
veclor x tal que y = Ax. Pero como se observó en la sección 1.6 de la página 58.
Ax se puede expresar como una combinación lineal de las columnas de A. Por lo
tanto. y E C... ' de manera que [m(A)~ C,t'

ii. Se quiere probar que lm(A) ~ C,t' Suponga que y E C.... Entonces y se puede expre­
sar como una combinación lineal de las columnas de A como en la ecuación (1.6.9)
de la página 64. Sea x el vector columna de los coeficientes de esta combinación
lineal. Entonces. igual que en la ecuación (1.6.9), y = Ax. Así, y E [meA). lo que
prueba que Im(A) ~ CA'

Calculo de NA' v(A), imagen A. p(A), RAYCA para una matriz de 2 x 3

Sea A=( ~ 2-IJ . A es una matriz de 2 X 3.
-1 3

TEOREMA a
L DEMOSTRACiÓN

i. El e~paáo I/ulo de A = N... = {x E 1)3: Ax = O}. Como se vio en el ejemplo l.

N, = gen f:]}
ii. La nulidad de A = veA) = dim NA = l.

iii. Se sabe que Im(A) = C,t' Las primeras dos columnas de A son vectores linealmente inde­
pendientes en V y, por 10 tanto. forman una base para V. La ¡meA) = (, = V.

h', peA) = dim Im(A) = dim V = 2.

v, El eJj}(lcio de los renglo/lc.I' de A = RA = gen {( l. 2. - J), (2. - J, 3)}. Como estos dos vecto­
res son linealmente independientes. se ve que R

A
es un subespacio de dimensión dos de !Y.

Del ejemplo 4.6.9 de la página 336, se observa que R
A

es un plano que pasa por el origen.

En el ejemplo 3 il') se observa que p(A) = dirn R
A

= 2. lo que no es llna coincidencia.

Si A es una matriz de m X /1, entonces

dim R
A

= dim C,t = dim Im(A) = peA)

Como es usual. se denota por aij la componente ij de A. Debemos demostrar que dim R
f

= dim CA' Los renglones de A se denotan por r l , r1, ... , r
m

, y sea k = dim R,t' Sea S =
{sI' S1' ... ,Sk} una base para R.... Entonces cada renglón de A se puede expresar como
una combinación lineal de los vectores en S. y se tiene, para algunas constantes a

q
•



3-16 c.\piTu.o 4 EspacIOS ~onales

(5)

Ahora la componente j de rj es aif Entonces si se igualan las componenlcsj de ambos

lados de (5) y se hace SI = (511' S'7.' .•• SOr)' se obtiene

(lij = all"'l) + a lls 2) + o •• + al.ls~

a~i = a 2,sll + aU.sl; + ... + a1lst¡

es decir.

a"

::; =s[:::)=." [:~]+ ...+s[:::lI¡: .1: ti:
. . .

Q.,,¡ Q., a.1 a...

(6)

Sea ~ el vector . Entonces como cItado izquierdo de (6) es la columna) de A, se

a.
observa que cada columna de A se puede escribir como una combinación lineal de a:.
a;.... ,a;. lo que significa que los vectores a:. a;..... a;. generan a C,l y

dim C
A

:5 k = dim R..l (7)

Pero la ecuación (7) se cumple para cualquier matriz A. En particular, se cumple para

A'. Pero CAl = R,¡ YR,¡I = CA' Como de (7) dim CAI:s; dim RA" se tiene

dim R,4:5 dim CA

Combinando (7) y (8) la prueba queda completa.

(8)

~L.._C_a_lc_u_lo_d_e_lm-,-(A..:)..:y..:p..:(..:A,-),-p_a_'a_u_n_a_m_at_'_iz_d_e_3_x_3 __

Encuen"e una base pam Im(A) y determine el mngo de A = (J
• Solució" Como f l :: 2r l y r j "" - 3r l , se ve que P(A) = dim R,. = l. Asi. toda columna en CA es una basc­

pam C, = Im(A). Pocejemplo. [_:] es Ulla base panl Im(A).

El siguiente teorema simplificará los calculos de la imagen. el mngo y la nulidad.



TeOREMA a
L. DEMOSTRACiÓN

TEOREMA m

EJEMPLO 5
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Si A es equivalente por renglones a B, entonces R;l = RII' p(A) = p(B) YveA) = v(8).

Recuerde que segun la definición 1.8.3 de la página 104, A es equivalente por renglones
a B si A se puede "reducir" a 8 mediante operaciones elementales con renglones. Su­
ponga que C es la matriz obtenida al realizar operaciones elementales en A. Primero se
muestra que R" = R(" Como 8 se obtiene realizando varias operaciones elementales con
los renglones de A. el primer resultado, aplicado varias veces, implicará que R" = RIf

Caso 1: Intercambio de dos renglones de A. Entonces R" = Rc porque los renglones de
A y e son los mismos (escritos en diferente orden).

Ca.m 2: Multiplicación del renglón i de A por e :'!:O. Si los renglones de A son 1rl, r!,.

r¡, ... , r",L entonces los renglones de C son {rl' r2, ••• , tri' ... , r,,). Es obvio que crj =

l.{r) yrj=(llc)(cr). De esta forma, cada renglón de ees un múltiplo de un renglón de A
y viceversa. lo que significa que cada renglón de e está en el espacio generado por los
renglones de A y viceversa. Se tiene

R" S;; ReY RcS;; R", por lo tanto Re = R"

Caso 3: Multiplicación del renglón i de A por e:'!: OYsuma del mismo al renglón). Ahora

los renglones de Cson 1rl, r2, ... , rp ...• r¡+ er¡, ... ,rOl). En este caso

r. = (r. + er.) - er.
J~1"

renglónjde e renglón ¡de e

De manera que todos los renglones de A se pueden expresar como una combinación
lineal de los renglones de e Yviceversa. Entonces, como antes.

R" s;; Re YRe S;; R A , por lo tanto Re = R A

Se ha demostrado que R" = RB' Por lo tanto p(R) = p(R
8
). Por último, el conjunto

de soluciones de Ax = Ono cambia bajo las operaciones elementales. Así. NA = NI/" Y
entonces veA) = v(8).

El teorem,l 5 es de suma imporlHncia. Indica. por ejemplo. que el rango y el espacio de los
renglones de una matriz son 10 mismo que el rango y el espacio de los renglones de la forma
escalonada de dicha matriz. No es dificil probar el siguiente teorema (vea el problema 50).

El rango de una matriz es igual al número de pivotes en su forma escalonada por ren­
glones.

Cálculo de IJ(A) y R,Il. para una matriz de 3 x 3

Delermine el ""'go y el "p"cio de los renglones de A ~ [ ~ -~ ~lLa forma escalonad" por

renglones de A es [~ ~: -~] = B. Como 8 tiene PiVOle~: P(~J) =1 dim R" = 1. Una base para

O O O

R,r consiste en los primeros dos renglones de B:

R,I = gcnl(1. -1. 3). (0.1. -l)}
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Ellcorcma 5 es otjl cuando se quiere encontrar una base para el espacio generado por un
conjunto de \"ectares.

EJEMPLO 6

• Solució"

Determinación de una base para el espacio generado por cuatro vectores en pJ

Encuentre una b:lsc para el espacio generado por

Se e.xpresan los vectores como renglones de una matriz A y despuCs se reduce la matriz a la foro
ma escalonada por renglones. La matriz que se obtiene tcndrd el mismo csp<lcio de renglones

2 -J
[,

2

-JI-2 O 4 O
que A. La forma escalonada por renglones de O es 2 . que tieoe

4 -2
O O O

-2 -4 6

O O O
dos pivOlCS-

Entonces llna base P¡.Jrtl gen ¡"I" \'~. \'3" "J es Ul
O,
,
2

. Por ejemplo.

O

,
2

EJEMPLO 7

• So/"ció"

Existe un camino relativamente sencillo para encontrar el espacio nulo de una matriz.

Cálculo del espacio nulo de una matriz de 4 x 4

[

' 2 -4 J]
2 5 6-8

Encuentre el esp.ICIO nulo de ,'=
O -1 -14 14

3 6 -12 9

L1 forma esc¿llonada por renglones reducidos de A es

[

' O
O ,

u=
O O

O O
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Siguiendo el mismo razonamicnto que en la prueba del teorema 5, las solucioncs a Ax "" Oson

[
X']las mismas que las soluciones'l Ux = O. Si x = x~ . entonces Ux = Oda como resultado
x,
x,

XI -32x] +3Ix~ =0

x~ + 14x, -14x~ =0

11
Xl =32x]-3Ix~

x~ =-14x] + 14x~

De manem que si x E NI' entonces

[

32.<, - 31x, ] [32] [-31]= -14.\") + 14.1". =. -14 . 14
x .\] +_\,

~ O O
~ 1 I

base pam N,

El procedimiento usado en el ejemplo 7 siempre se puede utilizar pllrJ. encontrar el espacio nulo
de una matriz.

Se hace aqui una observación geométrica interesante:

Todo vector en el espacio de los renglones de una matriz real es ortogonal a todo vec­
tor en su espacio nulo.

•
En notación abreviada esto se describe como R,¡ .1 NA' Pam ver por qué. considere la ecua­

ción As = O. Si A es una matriz de m X If. entonces se tiene

[

a"lItl
°..1

•.• a"1["1 [0]0:. x: = O

(I_'\". O

Ir
32] [-31 I~ -14 I~

El1clcJcmpI117.R,~gcl1l(1.0.-3231).(0,1.14.-14J1yN,~gcl1 ~. ~

El lector debe verificar que los \'ectores de la base pam R
A

• en efecto. son ortogonales a los
vectores de la base pard N

j
,

Si f, denota el j·esimo renglón de A. se ve de la ecuación anterior que r, . x "" Opara ¡""l. 2.
• • • • 111. Asi. si x E N~. entonces r¡ .1 x para ; = l. 2.... . 1/1. Pero si y E R l' entonces~' = (" r
+ ... + "..f •• para algunas constantes ",. c:_ .... e•. Entonces y . x = «('Irl + ("l1 + .. , + c..r,.,1

. x = ('lf, . X+ C:f:' s + ... + ("",rOl' s "" O. lo que prueba la afirmación
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TeOREMA E:I

Espacios vectoriales

El siguiente teorema d<l la relación entre el rango y la nulidad.

Sea A una matriz de 111 x 11. Entonces

peA) + veA) = 11

Es decir. el rango de A más la nulidad de A es igual al número de columnas de A.

L. DEMOSTRACiÓN Se supone que k = peA) Yque [as primeras k columnas de A son linealmente indepen­
dientes. Sea ci (i > k) cualquier otra columna de A. Como el' c~, ... ,c, forman llna base
para CA' se tiene, para algunos escalares tl

l
, (/1' .•.• (11"

C."" "Iel + ale, + ... + a,e,

Asi. sumando -a¡e l , -ale
l
,. ., -o,c

k
, sucesivamente a la i-ésima columna de A, se

obtiene llna nueva matriz B de 111 X 11 con peS) = peA) YveS) = veA) con la columna i
de B igual a O.t Esto se hace a todas las demús columnas de A (excepto las primeras k)

para obtener la matriz

[""
a l2 a lt O O ¡]a"~ a!! "" O O

D= -

"., a
m2 a ..l O O

Donde p{D) = p(A) YveD) = v{A). Mediante un posible reacomodo de los renglones de
D. se puede suponer que los primeros k renglones son independientes. Despucs se hace

lo mismo con los renglones de (esto cs. sumar múltiplos de los primeros k renglones a
los últimos 111 - k) para obtener una nueva matriz:

"" al! tlu O O

a!! a ll a" O O

F= a" ti!:! tI¡J, O O

O O O O O

O O O O O

donde p(F) = peA) Yv{f) = veA). Ahora es obvio que si i> k, entonces Fe.. = O.: de ma­

nera que El: = {ehl , eh!'" ., e) es un conjunto linealmente independiente de 11 - k vec­

tores de Nr Ahora se demostrará que El: genera Nr Sea x E N F un vector de la forma

:1:=

x,

x,

•
t Esto se deduce considerando A· (las columnas de A son los renglones de Al
, Recuerde que e es el vector con un uno en la poSICión i y cero en las otras poSICiones
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Enlonces

(/II X I + (/1r1;1 + .. + (/ll X ¡

lI¡l xl + (/11 X1 + .. + (/11 ,TI

=[r]0= Fx = Ql1X1 + a12x1 + ... +aUxt

O

O

El determinante de la matriz del sistema homogéneo de k X k dado es diferente de cero.
ya que los renglones de esta matriz son linealmente independientes. De esta forma. la

(mica solución al sistema es x. = Xl = ... == Xl = O. Entonces x tiene la forma

Esto significa que Et genera N,-de manera que v(f) = 11 - k = 11 - p(F) lo que completa

la prueba.

Nota. Se sabe que p(A) es igual al número de pivotes lila forma escalon;lda por renglones de
A y es igual al número de columnas de la forma escalonada por renglones de A quc cOlltienen
pivotes. Entonces. del teorema 7. v(A) = número de columnas de la forma escalonada por ren·
glones de A que no contienen pi\'oles.

1IIImiIIIIII,--_'_lu_,_,_,a_'_io_'n_d_e_q,-u_e-,p-,(_A.cl_+_v(,-A-,l_=_n__

(' 2-1)Para A = se calculó (en los ejemplos 1 y 3) que p(A) = 2 Y veA) = 1: esto ilustra
:2 -\ 3

que p(A) + v(A) = 11(=3).

1IIIIIIIII__I_'u_'_'_'a_'_io_'n_d_e_q,-u_e-,p-,(_A.cl_+_'_'(,-A-,l_=_n__

[
I -1 3)

Para A = 2 O 4 calcule v(A).

-1 -J I

• Solución

TEOREMA m
L. OEMOSTRACtON

En el ejemplo 5 se encontró que p(A) "" 2. Asi. v(A) = J - 2 = l. EI1cctor puede demostrar esto

direclamenlO resolviendo el ,iSlCma Ax = O paco eneo""ar que N, = "ce i[-;J¡,

Sea A una matriz de 11 X 1/. Entonces A es invertible si y sólo si p(A) = 1/.

Por el teorema 1. A es invertible si y sólo si v(A) = O. Pero por el teorema 7. p(A) = 11 ~

v(A). Así. A es invertible si y sólo si p(A) = 11 -O = 11.



352 EspaCIos vectonales

Ahora se demostrará la aplicación del concepto de rango. P¡lrll determinar si un sislcm:l de
ecuaciones lineales tiene soluciones o si es inconsistente. De nuevo. se considera el sistema de
111 ecuaciones en "incógnitas:

011'1"1 + U11.T! + o •• + ul.x. = b,

(I!IXI + Un.T! + ... + a!.x. = b¡
(9)

TEOREMA m
L. OEMOSTRAOÓN

EJEMPLO 10

• Soludón

EJEMPLO 11

lo que se escribe como Al' = b. Se utiliza el símbolo (A. b) para denotar la matriz aumenwda
de 111 x (11 + 1) obtenida (como en la sección 1.3) agregando el "Cl;lor b a A.

El sistema Ax = b tiene cuando menos una solución si y sólo si b E C". Esto ocurrirú si
y sólo si A y la matriz aumentada (A. b) tienen el mismo rango.

Si el' el' .... c. son las columnas de A. entonces podemos escribir el sistema (9) como

xle l + x2c! + ... + x.c. = b (10)

El sistema (10) tendrá solución si y sólo si b se puede escribir como una combinación
lineal de las columnas de A. Es dccir. para tener una solución debemos tener b E CA' Si
b E CA' entonces (A, b) tiene el mismo número de columnas linealmente independientcs
de A asi que A y (A. b) tienen el mismo rango. Si b It C

l
• entonces peA. b) = P(A) + I y

el sistema no tiene soluciones. Esto completa la prueba.

Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones

Determine si el sistema
2x, +4x,- + 6x

J
= 18

4x
I
+ 5x,- + 6x

J
= 24

2xl +7x,-+12x
J

=40

tiene soluciones.

~] y prAl = 2. La

Uso del teorema 9 para determinar si un sistema tiene soluciones

Determine si el sistema

XI -x~ +2x) =4

2xI +x'- -3x) =-2

4x, - x'- + x
J

= 6

tiene soluciones.
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• Solució" S,,, AO[~ ~: -:) EntoncesdeIA~Odemancmqncp(A)<3.Comoi«p,;'nemcolnnn'"
no es un múltiplo de la segunda. es evidente que las primeras dos columnas son line,llmente
independientes; así p(A) = 1. Para calcular peA. b) se reduce por renglones:

2

-7
[

0

0

1

-:

3 -7

-1 2

-3

-1[~
Se ve que p(A. b) = 1 Yexiste un número infinito de soluciones para el siSlema (si hubiera una
solución unica se lendria del A :t:. O).

Los resultados de esla sección permiten mejorar el teorema de resumen. visto por última
vez en la sección 4.5 de la pitgina 314.

TEOREMA m Teorema de resumen (punto de vista 6)

Sea A una matriz de 11 x 11. Entonces las siguientes diez afirmaciones son equivalentes;
es decir. cada una implica a las otras nueve (si una se cumple. todas se cumplen).

i. A es invertible.

ii. La única solución al sislema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

¡ii. El sistema Ax = b tiene una solución unica para cadélll-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad, In' de 11 X 11.

V. A se puede expresar como el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

viii. det A :t:. O.

Ix. viAl o o.
x. p(A) = 11.

Más aún. si una de ellas no se cumple. entonces para cada vector b E Il'. el sistema Ax
= b no tiene solución o tiene un número infinito de soluciones. Tiene un número infinito
de soluciones si y sólo si peA) = peA. b).

prgblemas 4 7

AUTOEVALUACIÓN

Elija la opción que complete correctamente los siguientes enunciados.

El mogo de la male;, [ ~
2 ]

; ) es1. 2 -1

O 3

a) 1 h) 2 e) 3 d) 4
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11. La nulidad de la matriz en el problema 1 es _

(1) [ h) 2 e) 3 d)4

111. Si una matriz de 5 x 7 tiene nulidad 2, entonces su rango es _

h) ] e) 2 d) 7

e) No se puede determinar sin más información.

IV. El mngo d, 1" "',,",' [~: ~) es _

a) 1 b) 2 e) )

V. La nulidad de la malriz en el problema IV es _

a) O h) I e) 2 ,~ 3

VI. Si A es llna matriz de 4 X 4 Ydet A = 0, entonces el valor máximo posible para peA)
os _

a) b) 2 e) 3 (1) 4

VII. En el problema IV dim C" = _

a) I h) 2 e) )

VIII. En el problema [ dim RA - _

a) I

Falso-l'en/aJero

b) 2 e) ) d)4

IX. En cualquier matriz de m X 11. CA = R'I"

X. En cualquier matriz de m X 11. CA = ¡meA).

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAC'ÓN

1. e) 11. a) 111. a) IV. a) V. b) VI. e)

VIL a) VIII. e) IX. F X. V

De los problemas 1 al 20 encuentre el r<lngo y la nulidad de la matriz dada.

r: ~J r: -1

~J [;
-2 :]1. 2. 3.

I -1

[~' ~] U
-1

:] [~
-2

~]
]

4. 5. 1 6. 4
-6

O 6

[;
-1

:] [~' 2

-~) 9 [ ~
-1 2 :]7. I 8. -4 1 4 .,

-1 -] 6 O 6 6
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U
-1 2

n 11 [~
4 2

~) (-~ nlO. 1 4 O 1 12.

O 6 O -1

[l

-1 2

~J n
1 O

f] [~'
-1 2

)]1 O -1 O O 1
13. 14. 15.

O 1 O -2 -2 5

O O O -1 1

[-;
-1 2

iJ [-~
-1 O

~J
2

(~
O

~)
--l O 2

16. 17. 18. O
-2 4 O -2

-3 6 O
O

-1

[~
O

~) (~
2

:)19. O 20. O

2 O

De los problemas 21 :,127 encuentre una base para la imagen y el espacio nulo de la matriz
dada.

21 La matriz del problema 2 22. La matriz del problema 7

23. La matriz del problema 8 24. La matriz del problema 10

,- La matriz del problema 15 26. La matriz del problema 16-,.
27. Lll matriz del problema 17

De los problemas 28 al 32 encuentre ulla b,lSC par.1 el espacio generado por los conjuntos de
vectores d,ldo&

28. lJfnlJ)
29. (1 - 2.3). (2. - 1 4). (3. - 3.3). (2. 10)

30. (1 -2. 1). (-1. -1.4). (3. -3. 3). (0.1. O)

31. (1. -1.1. -1).(2.0.0.1).(4. -2.2.1).(7. -3.3. -1)

32. [~lm[=m~J
De los problemas 33 al 37 utilice el teorema 9 para determinar si el sistema dado tiene alguna
solución.

33. XI + x! ~ x
J

: 7

4x,-x! +5xJ :4

6x, +.\"1 +3x] :20

34. .t
1
+ x: - x

J
= 7

4x
I
-Xl +5x

J
:4

6x, +x
1

+3x] :18

35. XI + .l\:O

x. - x: 1
, ' ,_x - .)x. :.)
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36. XI - 2.\"1 + Xl + .r, = 2

lr, +2.\"; -2x, =-8

4.\"1 - x
J

- x, = I

5x
I

+3x) - x, =-]

37. .\"1-2.\"1+ .\"3+ x.= 2

JX1 + 2x
J

- 2x. =-8

4x
2

- x
J

- x. = I

5x
I

+3.\") - .Y.¡ = O

38. Demuestre que el rango de una matriz diagonal es igual al número de componentes dife­
rentes de cero en la diagonal.

39. Sea A una matriz triangular inferior de 11 X 11 con ceros en la diagonal. Demuestre que
peA) < 11.

40. Demuestre que para cualquier matriz A. peA) = peA').

41. Demuestre que si A es una matriz de 111 X 11 Y111 < 11. entonces a) peA) s 111 y b) veA) ~
11 - 111.

42. Sen A una matriz de 111 x 11 y sean B y e matrices inverliblcs de 111 X /JI Y11 X 11. respecti­
vamente. Pruebe que peA) = peSA) = p(AC) Es decir, si se multiplica una matriz por una
matriz inveniblc. el rango no cambia.

43. Sean A YB mal rices de m X 11 Y11 X p. respectivamenle. De!nuestre que p{A B):5 min (p(A).

M® '
44. Sea A una matriz de S X 7 con rango S. Demuestre que el siSlema lineal Ax = b liene cuan­

do menos una solución para cada 5-veclOr b.

*45. Sean A y 8 mal rices de 111 X 1/. DemueSlre que si p(A) = p(B), entonces exislen mal rices

inverlibles C y D tales que B = CA D.

46. Si B = CAD. donde Cy D son invenibles. demueSlre que p(A) = p(B).

47. Suponga que cualesquiera k renglones de A son linealmente independienles mienlras que

cualesquiera k + 1 renglones de A son linealmente dependienles. Demueslre que p(A) = k.

48. Si A es llna matriz de n X 11. demuestre que p(A) < /1 si y sólo si exisle un vector x e Ir lal
que x:;I:.Oy Ax = O.

49. Sea A una malriz de JII X 1/. Suponga que para lodo y E P"existe una x E Il' al que Ax = y.

Demuestre que p(A) = m.

50. Pruebe que el rango de llna matriz es igual <ll número de pivoles en su forma escalonada
por renglones [sugerencia: Dcmuestre que si la forrn<l escalonada por renglones tiene k
pivoles. enlonces dicha forma liene exaclamenle k renglones linealmenle independienles].

MANEJO DE LA CALCULADORA

Existe una form<l sencilla para determinar el rango, la imagen y el espacio de los ren­

glones de una matriz cnla HP SOg, que consiste en encontrar la forma escalonada por

renglones (REF) o la forma escalonada por renglones reducidos (RREF) de la matriz.

Por ejemplo, suponga que se introduce la matriz
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Oprima la siguiente secuencia de teclas:

~CD~CIJCDI

GJIIX--)QJI~CD~o:Jl~COCDI

A continuación oprima el comando que calcula la forma escalonada por reglones de la
matriz que se encuentra en el primer renglón de la calculadora

El resultado es

3 4 3

REF(A) ~ O
JI 4- -
6 3

O O
7

16

Es claro qu, p(A) = 3. R. ~ g,n «1.3.4.3). (0.1.11/6.4/3).(0.0.1)/I6)};como P{A) ~ 3.
A tiene tres columnas linealmente independientes, por lo que

y vIAl ~ 4 - 3 ~ 1.

En los problemas 51 al 54 utilice una calculadora para encontrar el rango. la imagen. el
espacio generado y la nulidad de la matriz dada.

r0.37
0.48 -j).70

-116]0.46 -j).39 [ 187
-46 512 653

512]2.09 0.83
51.

0.52 0.87
52. -35 51 -223 -207 -325

-1.57 1.04

0.67 0.35 0.29 -0.33
257 -148 958 1067 1162

37 81 -29 58 33 -19 102

-48 91 306 38 205 O -58

53. 53 215 -47 -11 -38 423 99

-85 10 335 -20 172 19 -160

-80 316 594 7 339 442 -119

-71 46 -416 -83 201 -88 144
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.0284 -.0311 -.0207 .0431 .0615

-.0511 -.1216 ~.18I1 .0904 .0310

54. -.0965 -.4270 -.5847 .3574 .2160

.0795 .0905 .1604 -.4730 .0305

-.0110 -.3365 -.4243 .3101 .5210

• MATLAR 4.7

1. Para cada matriz dada:

a) Encuentre una base para el espacio nulo siguiendo el ejemplo 7. Esto incluye resolver el
sistema homogéneo de ecuaciones adecuado.

h) Verifique que el conjunto de vectores obtenido para cada problema es un conjunto inde­
pendieme.

d (Lápi: y papel) Si el conjunto de vectores ha de ser llna base para el espacio nulo. tam­
bién debe demostrarse que cada vector en el espacio nulo se puede expresar como una
combinación lineal de los vectores de la base. Demuestre que cada veClOr en el espacio
nulo. es decir. cada solución al sistema homogéneo resuelto en el inciso a). se puede
escribir como unll combinllción lineal de los veClOres encontrados en a).

el) Para cada problema. encuentre las dimensiones del espacio nulo. Dé una explicación.
¿Cómo se relaciona la dimensión con el nllmero arbitrario de variables que surgen en h
solución del sistema homogéneo resuelto en a)?

L-\'i. Problemas 9. IOy 13a 17 de la sección 4.7.

,'; [=:
-2 -18 -2

O -18 4

7 29 2

-10]-,
13

2. ")
;

iL

¡ii.

h) ;

Para el problema 17 de esta sección, encuentre la base para el espacio nulo siguien­
do el ejemplo 7.

Sea R =- rrcf(A). Verifique que la base consiste en el unico vector 8 =- [-R(1. 4);-&
(2, 4);-R(3, 4);11.

Verifique que A*8 = O. ¿Por qué esperaría esto?

Para la matriz A =-[ =~ -~ =:: -~ -~~J encuentre la base para el espacio

4 7 29 2 13
nulo.

ii. Sea R =- rref(A) y sea
B ~ [[-R(I, 3);-R(2, 3);1 ;0;111 [-R(I, 5);-R(2, 5);0;-R(3, 5);111

Verifique que las columnas de B sean los vectores de la base que encontró en el
inciso bij.

iii. Verifique que A*8 =- OYexplique por qué debe ser asi.

(.) Para las siguientes malrices A. encuentre R =- rref(A) y la base para el espacio nulo fo.-­
mando una matriz B como se ilustra en los ejemplos de los incisos a) y h). Verifiqueqlr
A*8 =- O. (Para ayudar a reconocer el procedimiento para encontrar B: por ejemplo.
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en b). las columnas 3 y 5 de R no tienen pivotes. lo que indica que x
3

y x~ erJ.n \ariable~

arbitrarias. Las columnas J y 5 de R 1/0 son "t'etores en el espacio nulo. pero se put'ut'
encontrar una base para el espacio nulo utilizando adecuadamente los números en la,
columnas 3 y 5. Observe que la tercera y quinta posiciones en los vectores de la base son
1 o O.)

L A =[-:
-7

3

O
O

8-5 -1)
-~ -~ -~

ii. A = nllld(4, 6):A(:. 4) = 1/3*A(:, 2)--217*A(:, J)

3. tI) MATLAB tiene un comando null(A) (doc nulJ) que producirú una bilsc para el espacio

nulo de A (produce ulla base ortonorma1. Vea en la sección 4.9 tina dct1nición de orto­

normal).

i. Para cilda matriz A cn el problema 2 de esta sección de MATLAIJ. encuentre i\' =
null(A). Encuentre B. la matriz cuyas columnas forman una basc pam el espacio
nulo utili7..mdo el procedimiento del ejemplo 7.

ii. ¿Cuillltos "ectores hay en cada base'? ¿Que propiedad confirma este hecho?

iii. Considerando rrd([B NI> y rref((i\' Bj). verifique que cada vector en la basc p<lr<l
el espucio nulo determinado por el comando null es una combinación lineal de los

vectores de la base encontrados en las columnas de 8. y que cada veelor columna
en Bes una combinación lineal de los vectores de la base encontrado con el COmil1l­

do null. Explique su razonamiento y el proceso. Explique por que esta afirmación
debe ser cierta.

h) El algoritmo utilizado por el comando null de MATLAI3 es numéricamente mas estable

que el proceso que incluye rref: es decir. nuJl es mejor en cuanto a minimizar los errores
de redondeo. Para la matriz A siguiente. encuentre N = oull(A) y encuentre B como en

el inciso al. Encuentre A*0 YA"'N Yanalice la forma en lil cual esto proporciona alguml
evidencia para la afirmación hecha al principio del inciso a).

A =[-:
4.2

-2 5 9 )
6 6 3.56 3

-8.4 -10 4 -1

4. Alllicación ~comélrica del espacio nulo

u) (Lúpi:)' papd) Argumente por qué uml base para el espacio nulo de una matriz A

de m X 11 será una base para el subespacio de todos los vectores en I? perpendiculares

(ortogonales) a los /',,"glol1e.\' de A.

h) Encuentrc una base para el plano formado por todos los vectores perpcndiculares a

,.¡ Enc",""c una ba>c panl ko recta pc'pcndicul,,, al plano gcncmdo po, [-i]. -~
CompilTc su respuesta con el producto cruz de dos vectores. .,
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ti) Encuentre una base para el subespacio de todos 105 vcelores perpendiculares a

1 O -2

2 1 3

-3 S 1

1 -1 4

2 1 O

5. f\plicadón del espacio nulo a sisu'mas de ccuaciOllt'S

1

scaA=[
O 8 -6 -5 4

J] b=[j]
2

9 2 4 -10 9 -1
x=

S 7 -7 -2 -5 O

-7 -8 -9 -6 4

-2

a) Demuestre que x es una solución al sistema [A b] (utilice la multiplicación de matrices).

b) Encuentre una base para el espacio nulo de A. formando una matriz cuyas columnas
sean los vcelores de la base.

e) Genere un vector w que sea una combinación lineal de los "cclOres de la base encontra­
dos en el inciso h) (utilice la muiliplicación de matrices). Demuestre que z = x + M es
una solución al sistema fA bJ. Repita para otTO veclor "',

6. ParJ los siguientes conjuntos de vectores:

a) Sea A la matriz cuyos reng/ofles son los vectores. Encuentre rrer(A). Utilice el comando
":" para encontrar la matriz e que consiste sólo de los renglones diferentcs de cero de
rref(A). Sea B = C'. Explique por qué las columnas de B son una base para el espacio
generado por los vcctores (vca el ejemplo 6).

h) Verifique que la base encontrada es linealmente independiente.

e) Verifique que cada vector en el conjunto original es una combinación lineal única de 105

vectores de la base. Describa cualquier patrón que descubra en los coeficientes de las
combinaciones lineales.

1
2

3

-1
O

5

{HJt:Hm O
1

1
L ii. 7

3 4

-1
2

1

4 5
2

-1 5 6

2 O 4 2 8
¡ii. -1 1 -5 3 -2

3 2 O -2 3

1 O 2 O 3
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7. a) (Lúpi=)' papel) Suponga que quiere encontrar la base para la imagen lespacio de las
columnas) de una matriz real A. Explique cómo puede usar rrcf(A ') para hacer esto.

h) Para las matrices siguientes. encuentre llna base para la imagen. formando una matriz
cuyas columnas sean los vectores básicos. Verifique que cada columna de la matriz ori­
ginal es una combinación lineal única de los vectores de la base.

i-i\'. Las matrices de los problemas 9 y 15 a 17 de esta sección.

Y. A = round(IO*(2*rand(5)-I))jA(:,2) = .5*A(;,I); A(:,4) = ,'\(:,I)-I/3*A(:,3)

8. a} Para cada matriz del problema 7 de esta sección de MATLAB. encuentre rrcf(A) y
rrcf(A ').

h) Encuentre una base para el espacio de las columnas de A y por lo tanto la dimensión de

ese espacio.

el Encuentre una base para el espacio de los renglones de A y por lo tanto la dimensión de

ese espacio.

d) Escriba una conclusión relacionando la dimensión del espacio de las columnas de A con
la dimensión del espacio de los renglones de A.

e) ¿Que tienen en común rref(A) y rrcr(A ') y cómo se relaciona esto con el inciso d)'?

9. Este problema explica otra forma de encontrar una base para un espacio generado por vec­
tores de manera que la base consista en un subconjunto del conjunto original de vectores.

ti} Recuerde (o resuelva) los problemas 3 y 7 de MATLAB 4.4. Si A es la matriz cuyas
columnas son los vectores de un conjunto dado. concluya que las columnas de A corres­

pondientes a las columnas sin pivote. en la forma escalonada reducida por religIones. no
se necesitan para formar el espacio generado por el conjunto original de vectores.

h) Para los conjuntos de vectores en el problema 6 de esta sección de MATLAB. sea A la
matriz cuyas colulllnas son los vectores en el conjunto dado.

i. Usando rref(A) para decidir qué vectores del conjunto original se pueden eliminar

(no son necesarios). forme una matriz B que sea una submatriz de la A original que

consista en el numero minimo de vectores del conjunto origin<ll necesarios para
formar el espacio generado.

ii. Verifiq ue que el subconjunto elegido (las columnas de la submatriz) sea linealmente
independiente.

iii. Verifique que el número de vectores es el mismo que el número de vectores en la base

determinada en el problema 6 de esta sección de MATLA B.

¡". Verifique que cada vector en la base encontrada en el problema 6 es una combina­

ción lineal única de J¡.¡ base encontrada en este problema y que cada vector de esta
base es tina combinación lineal única de la base del problema 6 [sugerencia: si e es
la matriz cuyas columnas son los vectores de la base encontrados en el problema 6.
observe rref([B en y rref([C OJ)].

e) Siga las instrucciones del inciso b) para el espacio de las columnas de las matrices en el
problema 7 de esta sección de MATLAB.

10. Suponga que {l'l' ...• l'¡J cs un conjunto de vectores linealmente independientes en P'.
Suponga que se quiere agregar algunos vectores al conjunto para crear una base para lodo
V" que contenga al conjunto original. Para cada conjunto de vectores dado:
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a) Sea A la matriz lal que la columna i de A es igual ,1 \', Forma la matriz B:= [A 1]. donde

I es la matriz identidad de n X 11. Verifique que las columnas de B generan a lodo P'.

h) Siga el procedimiento descrito en el problema 9 de esta sección de MATLAI3 para en­
contrar una base para el espacio de las columnas de B. Verifique que la base obtenida es
una base para 1)" y contiene al conjunto original de vectores.

i. Genere {res vectores aleatorios {\'Io \'1' v.11 en J¿5 utilizando MATLAB (primero

verifique que sean linealmente independientes).

;;. En 1)'. ,. =[;] , =[~1 ' =[-:].
I 3 2 9 ] -3

1 J -1

(') (Lápi= Y papel) Explique por qué este procedimiento siempre dará una base para Ir
que contiene el conjunto original de vectores linealmente independientes.

11. El comando de MATLAI3 orth(A) (doc orlh) producirá una base para la imagen (espa­
cio de las columnas) de la matriz A. (Produce una base ortogonal.) Para cad,] matriz del

problema 7 de esta sección de MATLAB. utilice orth(A) para encontrar una base para el

espacio de las columnas de A. Verifique que esta base coiltiene el mismo número de vecto­

res que la base encontrada en el problema 7 y demuestre que todos los vectores de la base

encontrada utilizando orth son una combinación lineal de la base encontrada en el proble­
ma 7. Demuestre adcmús que los vectores de la base del problema 7 son una combinación
lineal de la base encontrada con orlll.

12. Encuentre una base para el espacio generado por los siguientes conjuntos:

el problema 4.4.10 de-18).[-'
-19 2

a) En PI: ¡-Xl + 4x + 3. - Xl -l. Xl -2x. 3x' + x + 4f [vea el problema 4.4.9 de

MATLABI·

h) En M n :{(-: -~).(-~ _~}(-~:
MATLABJ.

13. a) Elija un valor para 11:2:: 4 Ygenere una matriz aleatoria A de 11 X 11 usando MATLAB.
Encuentre rrcf(A) y rank(A) (el comando rank(A) (doe rank) encuentra al rango de A).

Verifique que A es invertible.

h) Haga 13 = A Ycambie una columna oc B para que sea una combinación lineal de las co­
lumnas anteriores de B. Encuentre rrcf(B) y rank(B). Verifique que B no es invertible.

e) Sea B la matriz del inciso b) después del cambio y cambie otra columna de B para

que sea una combinación lineal de las columnas anteriores de B. Encuentre rrcf(B) y

rank(B). Verifique que B no es invertible.

ti) Repita para airas cual ro matrices A (use diferentes valores de 11).

e) Con base en la evidencia reunida. obtenga una conclusión sobre la relación entre rank(A)
y el número de pivotes en rref(A).

f) Dé una conclusión sobre la relación entre rank(A). el tamaño de A y la invertibilidad
de A .

.1:) Forme una matriz de 5 X 5 con rango 2 y una mnlriz de 6 X 6 con rango 4.

14. ti) Genere tres matrices aleatorias reales de 11 x 111 de tamaiíos distintos. eon 111 diferente de
11. Encuentre rank(A) y rank(A').
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h) Escoja un valor de 1/ y genere tres matrices reales de 11 X n. con diferente mngo (\ea d
problema 13 de esta sección de MATLAB). Encuentre rank(A) y rnnk(A 'l. Repita para
otro valor de 1/.

el Describa la rclación entre rnnk(A) y rank(A').

ff) Describa la relación erme este problema y el problema 8 de esta sección.

15. Considere el sistelllll de ecuaciones de los problemas 1 ¡¡ 3 de MATLAB 1.3. Para dos de

los sistemas de cada problema. encuentre el rango de la matriz de coeficientes y el rango de
la matriz aumentada. Formule una conclusión relacionando estos rangos y el hecho dc que
el sistema tenga o no una solución. Pruebe su conclusión con algún otro sistema en eslOS

problemas. Demuestre su conclusión.

16. Exploración del rJngo de malriees especiales

n) Matrices cuadmdas mágicas El eomando magic(n) (doc magie) genera un cuadmdo má­

gico de 11 X 1/ (un cuadrado músico tiene la propicdad de que la suma de las columnas
es igual a la suma de los renglones). Genere tres matrices cuadmdas múgicas para cada
valor de 11 = 3....• 9 Yencuentre sus rangos. ¿Cómo afecla al rango el tamaño de la

matriz? Describ;l los patrones descubiertos.

Nota, Este problema cstú inspirado en UlUl conferencia dada por Oeve Moler en la University

of New Hampshire en 1991.

h) Examine el ntngo de [; : :].[~ I~ 1; I~] Yde las siguientes dos matrices con

13 I~ 15 16
este patrón. Describa el comportamiento del mngo de dichas matrices. Pruebe su con­

clusión (.5lIgel"ellcia: observe el renglón) + I - renglónjl

e) Genere un vector aleatorio u de 11 X 1 Y un vector alealOrio \' de 11 x l. Forme A = u*\·'.

una matriz aleatoria de 11 X 11. Encuentre el rango de A. Repita para otros lresjuegos de

u y \'. Describa el rango de las matrices formadas de esta manera.

17. R:lngo y productos de rII11lriccs

a) Elija un valor para 11 y sea A lIna matriz invertible de 11 X 11 [slIgerelláa: vea las matrices
im'erlibles encontradas en problemas anteriores o genere lIna matriz aleatoria utilizan­
do el comando ralld. Verifique su in\'ertibilidad]. Genere cuatro matrices de 11 X m.

algunas cuadradas y otms no. con diferentes mngos (vea el problema 13 de esta sección

de MATLAB para crear matrices con ciertos mngos). L1e\'e un registro de cada rango.

Para cada 8 (una de estas matrices). sea e = A*8. Encuentre rank(C). Relacionc rango
(e) con rango (8). Complete la siguiente afirmación: si A es invertible y B tiene r;lllgo k.
entonces AB tiene rango o Describa la relación entre este problema y el problema
10 de MATLAB 4.5.

b) Genere una rn¡ltriz A de 6 X 6 con rango 4. Genere matrices aleatorias de 6 x m con

diferentes rangos. algunos mayores y olros menorcs que 4. Para cad;l IJ (una de e"a~

cuatro matrices). encuentre rank(A*8) y relaciónelo con los rangos de A y 8.

(.) Repita el inciso b) con A. una mutriz de 5 x 7 con rango 3 y matrices 8 de i . JI!

ti) Formule una conclusión relacionando rungo (A B) con rango (A) y rango (81
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e) Sea

A=[~ -~ ~] B=[ : =: ~]
I 4 -1 3-2

PRoBlfMA

PROYECTO
L,;,-'-"'-'='"

Encuentre rango (Al. rango (B) y rango (AB). Modifique la conclusión del inciso d)

{sugerencia: piense en desigualdades).

18. Ciclos en digráfieas Las gr.íficas dirigidas. como I:IS que siguen. se usan pam desnibir
situaciones físicas. Una de dichas situaciones se refiere a circuitos elcetricos en donde la
corriente nuye por las aristas. Al aplicar las leyes de Kirchhorr para determinar la corriente
que pasa por cada arista. se pueden c:<llminar las caídas de voltaje en los ciclos del diagra­
ma. Sin embargo. no es necesario examinar todos los ciclos. ya que algunos se pueden for­
mar a partir de otros. Por 10 q L1e es neCeS¡l rio examinar una "base'· para los cielos cerrados.
es decir. c1minimo número de ciclos que genera todos los demás.

Los diagmmas como el que se muestra a continuación reciben el nombre de gnificas di­
rigidas. o digr.íficas. Un ciclo cermdo en una gráfica dirigida se denomina ciclo no dirigido.

a) Cualquier digr.i.fiC'd tiene una matriz asociada denominada matriz de incidencia nodo­
arista. Se define como

si la arista} llega al nodo i

si la arista} sale del nodo i

de otra manera

Es sencillo establecer (o introducir con MATLAB) una matriz de incidencia nodo-arista
observando una arista a la vez (vea el problema 2 de MATLAB 1.5).

Introduzca la matriz de incidencia A para la digr.ífica siguiente. Observe que cada
arista corresponde a una columna de A y que A seni una matriz de 11 X /11. donde 11 es el
nümero de nodos y /11 el número de i1ristas.

[JI

[3]

b) Un ciclo (ciclo cermdo) se puede representar por un vector de 111 X 1 en donde cada
elemento del vector corresponde al coeficiente de una arista. Por ejemplo. un ciclo en la

dignifica anterior es: inicio en el nodo 13J. luego arista 5. después por la arista 8 y por el
opuesto de la arista 7. Esto se puede expresar como arista 5 + arista 8 - arista 7. que se
puede representar por el vector m xl: (O OOO I O - I 1)'.

i. Verifique que este vector estú en el espacio nulo de A. la matriz de incidencia nodo­
;Irista.

ii. Forme el vector correspondiente al ciclo que va del nodo 11) al nodo (2] al nodo
14] ..1nodo [3) y de regreso al nodo [1]. Verifique que este \'cetor se encuentra en el
espacio nulo de A.

(.) Verifique que x = (1 1 2 OO - I O 1)' está en el espacio nulo de A. Demuestre que este
vector corresponde al ciclo que comienza en el nodo (1] y sigue arista I + arist:l 2 ­
arist;¡ 3 - arista 6 + arista 8 + arista 3.

ti) Encuentre llna base para el espacio nulo de A.



Sean Vy IVsubesp<tcios de P'. El subesp,lcioPROBLEMA

PROYECTO

..1.7 Rango, nulidad, espacio de los renglones y espacio de las columnas de una matriz 365

e) Para cada veClor en la base. identifique el ciclo que corresponde al vector escribiendo la~

aristas en el orden que siguen. Dibüjelo etiquetando las aristas y nodos.

f) Forme una combinación lineal de estos vectores búsicos (del espacio llulo de A) usando
coeficientes de 1 y-l. Identiflque el ciclo que describe esta combinación lineal escri­
biendo las aristas en el orden que sigllen. como se hizo en el inciso ej. (Dibuje el ciclo.)

Repita para otra combinación lineal.

g) Identifique un ciclo en la digrúfica que no este en la base del espacio nulo o uno de los

ciclos dcscritos en el inciso)). Escriba el vector correspondiente en el espacio nulo de
A. Encuentre los coeflcientes necesarios para expres,lr el vector corno una combinación
lineal de los vectores de la base para el espacio nulo. Dibuje (o describa de alguna mane­
ra) su ciclo y los ciclos búsicos incluidos en la combinación lineal y muestre que su ciclo

estú formado por estos ciclos básicos. Repit,l para olro ciclo.

h) Para el siguiente dingrama. introduzca la matriz de incidencia nodo-arista y repita los
incisos d) a g) para esta digrúfica. La etiqueta e, se refiere a la arista i.

[6]

[8J

Nota. Este problema fue inspirado en una conferencia dada por Gilbert Strang en la University

01" New Hampshire en junio de 1991.

19. Subespacio sUllla ~. subesp:lcio intersección
intersección se define como

U= Vn JV= {zenJ:?"lzestúen Vyzestúen Wí.

El subespacio Sllma se define como

S = V + W = 1zlz = \' + w para alguna" en Vy alguna", en JVL

Suponga que 1"1..... "(1 es una base para Vy {"'l ....• \1',) cs Llna b<tse para IV

(1) (Lápi:: y papel) Verifique que Uy S son subespaeios.

h) (Lápi: y papel) Verifique que b'I" ... \'k' \\'1" ..• w,) genera a S. el subespacio suma.

d Pnra cada par de bases de Vy IVdadas. encuentre una base para S = V + IVyencuen-
tre la dimensión de S. Verifique algunas respuestas generando un vector a!calorio en
S (genere vectores aleatorios en Vy Wy súmelos) y demostrando que el vector es una
combinación lineal de los vectores de la base que encontró.

1 -1 O 5 O

2 O 1 4 O

3 1 2 2 1
i, Base para 11== Para IV ==

4 2 3 3 -2
-1

O -1 2
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-1 o -\ 4 \0

2 o 1 2 3 IJ

ji, Base para 3 \ 2
Para IV =

\ 5 \8
V=

4 2 } 3 4 20

\ I -1 -\ 2 -1

O I -1 2 -8 -19

\ -1 O -1 4 O O -2

2 O \ 2 } O -\ -8

¡ii. Basc para
3 \ 2 \

Pum
5 1 \ O

v" w=
4 2 3 3 4 -2 4 8
1 1 1 -\ 2 1 2 8
O 1 -\ 2 8 1 -} 9

d) (Lápi=.r papel) Sea Vla matriz [\'1' ...• \',l Ysea IV la matriz (w l ' ..•. wJ. Sea A la
matriz (ji WJ. Suponga que p es un vector de (k + 111) xLI'II el e,\pacio 1/1110 de A. Sea

p = (~}dondeaesdck Xl ybesdcm xl.

Demuestre que Va "" - 'flb. Haciendo z "" Va. explique por qué se puede concluir
que z cst¡i en U. la intersección de Vy IV.

e) (Lápi: y papd) Inversamente. suponga que 7. esta en U.la ¡nlcrsección de l/y IV.

Explique por que 7. = Vx para alguna x y 7. == W y para alguna ~'. Argumente por

que el vector ( , ) est¡i en el espacio nulo de A.
-:y

1) (Ltipi:.l' IJtIIX.'!) Explique por qué se puede concluir que U. la intersección, es igual a

{ji, 1(:1est' '" el cspae;o 0010 de A}

Concluya que si \SI' ...• s i está cIlla basc del espacio nulo de A y cada SI =: (,,) donde
q - - b

3¡esdek XI yb,esdem X 1. entonces {lIa l ••... lIa,1 gener:l a U. '

g) Usando la información del inciso f). encuentre una base para U=:I/ n IV para los
P:lrcs de bases para Vy W dados en el inciso e). Para cada par. encuentre la dimensión

de U. Verifique algunas respuestas. Verifique que el conjunto de vectores que encontro

es linealmente independiente y muestre que una combinación lineal de vectores en d

conjunto está en l/yen 11'.

h) De su trabajo anlerior dé una conclusión relacionando las dimensiones de V. IV. U) S

CAMBIO OE BASE

En 1)' se expresaron vectores en terminas de la base canónica i = (~J, j = (~J. En V' se defimo

la base c:lnónic:l lel' e~ e.l. En p. se definió la base estándar como ll. x . .r ,""1. Estz1.
bases se US<lll ampliamente por la sencillez que ofrecen a la hora de trabajar con ellas. Pero es.
ocasiones ocurre que es más cOll\'cnicnte alguna aira base. Existe un numero infinilo de b3SQ
par.! elegir. y¡l que en un esp.:1cio vectorial de dimensión 1/. cualesquiemll vectores. linealmen~
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independientes. forman una base. En esta sección se vera cómo cambiar de un<l base a otra

mediante el cálculo de cierta matriz. (1J (OJ
Iniciaremos por un ejemplo sencillo. Sean u l = O Y u, = I . Entonces. BI = :u

l
. u:: es

la base canónica en P'. Sean VI =(~) y v: =(-~). Como \'1 y v~ son linealmente independientes

(porque VI no es un Illültiplo de \'J Bl = b· l • \) es llna segunda base en P'. Sea x = [.~~) un

vector en P'. Esta notación significa que

Es decir. x está expresado en términos de los vectores de la base 8
1

, Para hacer hincapié en este
hecho. se escribe

(
X, J(X)8 =

, x,

Como B, es otra base en V'. existen escalares ("1 y (": tales que

( 1)

Una vez que se encuentran estos escalares. se puede escribir

para indicar que x est<\ ahora expresado en términos de los vectores en Bl . Para encontrar los
l1ümeros ("1 y el" se escribe la base anterior (u l y u) en términos de la nueva base (\'1 y v:J. Es
sencillo verificar que

(2)

y

u~(OJ~~(IJ+~(-IJ~~v +~v
'153525 1 5'

es decir.

y lu, )B, ~ [±]
- - 1

5

Entonces.

Así. de (1).

de (2))' (3)

,~x,u, +',u, L, (~v, +,J+x,(±v, +,)
= (~XI + ~X2 }'I +(-~Xl + ~X2 }'2

2 1
el =-:-xl +-:-x,, ,-

3 1
el =-'5XI + '5 x,
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o

[
2 1] [ 2 1]Ixl =(c,)= 5"+5', = 5 5 (,,)

R: e, 3 I ) 1 x,
- -- l" + - \' -- - •

5"'5'! 55

Por ejemplo. si (x)SI = ( ~) . entonces

(XI"=[_~ t](~H-,}]
Verificadon:

í] se denomina mal.riZ ~c tra:1Sición de BI a 8:, y se ha demostrado que

:> (X)6: - A(x)6, (-1)

En la figum4.4sdus,mn las dos bases !(~W)f y !(:H-;)}
Es sencillo generalizar este ejemplo. sin embargo ¡mtes es necesario ampliar la notación.

Sea 8 1 = lul, u::..... u) y B:: = :\'1' \'::•.... \') dos bases para un espacio vectorial real Vde
dimensión 11. Se.t x e V. Entonces x se puede escribir en tcrrninos de ambas bases:

(S)

al

__________ ( 3)=3' -4•.
-4 ' -

_0 •• =( '1)
! - -~,

b)

,-
',= (:)

" =(;)~, b,
,

2 J-1-2

,-

-4u:

Fi!.:ura ~ ...

,) Expresión de (~) eI1

lennlllOS de la base

~<. ¡[;)(~ll

)E.pr~ de (~) en

'''"'''l1C'llX de la base
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y

(6)

donde los h, Y" son númecos 'Cales. De donde (, 1, = [~.l denota la rep'Cscntae;ón de , en

terminas de la base 8
1

, Esto no es ambiguo porque los coeficientes b
J
en (5) son únicos. según el

teo'Cma 4.6.1. página 333. De ;gnal manera. ('J., = [~:] ,;ene nn significado s¡m;laL Snponga

que wl = "IUI + a,u~ + + a.un y \~': = blu l + b,u~ + ... + b.un• Entonces "'1 + "': :: (al +
bl)u l + (a: + b:)u, + + (a" + b)u", de mancra que

(\\'I + w}", = ("'1)', + (\\':)",

Es dccir, en la nueva notación se pueden sumar vectores igual que como se suman en . Los
coeficientes de la "suma" de vcctores son las sumas de los coeficientes de los dos vcctores indio

viduales. Mús aún. es sencillo demostrar que

a(",)" :: (a",)"

Ahom. como B, es una base, cada u en S, se puede escribir como una combillólción lineal de las- ,
\',' Asi. existe un conjunto unico de escalares {fl¡" "11' ...• (fOJ' tales que para) = l. 2.... . 11

(7)

DEFINICiÓN a

o se¡..

(u) =
J ~,

a.

Matriz de transición

La matriz A de 11 x 11 cuyas columnas estan dadas por (8) se denomina matriz de Iransi­

ción de la base B, a la base B:. Esto es.

[ a"
(l1! a"

a" ]A = un (/~l Un al.
(9)

a" a.! a
d a.

T T T T
(u l)" (U!)8~ (u)" .. . (U)/ll

Nota. Si se cambia el orden en el que se escriben los vectores de la base. entonces tambien debe
cambiarse el orden de las columnas en la matriz de tmnsición.



370 e \I'I'I"lIl.O 4

TEOREMA a
Espacios vectoriales

Sea 8
1

YEl bases para un espacio vectorial V. Sea A la matriz de transición de BI a B2"

Entonces para Lodo x E V

L. DEMOSTRACIÓN

(x) ~ A(x)
/1, n,

Se llsa la representación de x dada en (5) y (6):

de (71

1
= b/a,,"1 + (/21'" + ... + (/,,¡'',,) + b2(012"1 + (/21"2 + ... + (I.,!",,)

+ ... + b"(a,,,", + {/lJ¡"! + ... + (/",,")
= (allb l + a"b, + ... + {/,,,b)", + (021hl + 011b, + .. + {/!.o,b)\'l

+ ... + (aIl1b¡ + {/"2b! + ... + (1,mb)""

(lO)

Así

la"
al!

a'"][",1
= :~:

Q!! :> l' = A(x),

(/, I
"" 11

(11)

(12)

TEOREMA E3I

L. DEMOSTRACIÓN

Antes de dar mús ejemplos. se probarú un teorema que es de suma utilidad para los dl1culos

Sea A la matriz de lransición de B
I

a 8 2, entonces A-' es la matriz de transición de 8 2
a 8 1"

Sea Cla matriz de transición de El a 8 1" Entonces de (JO) se tiene

(x) ~ C(x)
81 8~

Pero (X)Jj~ = A(X)H1y sustituyendo esto en (13) se obtiene

(X)OI = CA(x)ol

(13)

(14)

Se deja como ejercicio (vea el problema 45 de la presente sección) demostrar que (14)
se cumple para todo x en V sólo si CA = 1. Por lo tanto, del teorema 1.8.7 de la púgina
107. C = A-l. Yel teorema queda demostrado.
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• Soludó"
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Oh,\'ClTUÓÓ". Este teorema hace cspecialmenle sencillo cncont fil r l:l matriz de transición :l p:lr­
tirde llna base canónica B

I
= {el' el"" enl en Ir II cualquier otra b¡¡se en Ir, Se:t B~ 1\'1' \':... ,

".1 cualquier otra base, Sea e la matriz cuyas columnas son los veClOres \'1' ,.~•• , •• ".' Entonces
e es la matriz de tfilnsición de B~ a B

I
ya que cada "CClOr \', estú expres.1.do ya en terminos de la

base canónica. Por ejemplo.

Asi. 1:1 matriz de transición de B
1

a B~ es e- I,

I)roeedimicnto para encontrar la matriz de transición de la base canónica a la base Bl =
1"1' ":•...• vJ
i. Se escribe la matriz Ccuyas columnas son VI' v1' , ..• v.'

ii. Se calcula e-l. Ésta es la matriz de transición que se bUsca,

Nota. Como en la pilgina 376. la matriz de transición es única respecto al ordcn en que se es­

criben los vectores de la base B~.

Expresión de vectores en VJ en términos de una nueva base

de los vectores en B~,

J O
Primero se verifica que B~ es tina base, Eslo es evidente ya que O -1 1 = 8'1; O. Como

., =(H., =(r)y·, =m hmoo"tosc ve que la m",nzde :rans~c;ó-:c. de B,a B, os,,;

dada I>or

Asi. de ;Icuerdo al teorema 2 la mmriz de transición A de BI a B~ es

6 J)
-2 -1

6 -1
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I-

('J., =i[:
6 -:]H=i[ l

4

-2
I-
4

6 -1 4 -14 7--
4

Para verificar. observe que

EJEMPLO 2

•• Solución

Expresión de polinomios en P2 en términos de una nueva base

En p~ la base canónica en 8
1

= j J. x . .\":1. Otra base es B~ = {4x - 1. 1\,1 -x. 3.\.1 +31. Si p ::
l/o + (tIX + (1",\.1, escriba p en términos de los polinomios en B

1
"

Primero verifique que B! es una base. Si c
1
(4x -1) + cpx.l -x) + cp.\..! + 3) = O para ¡oda x.

enlonces al reacomodar los terminos se obtiene

(-c, + 3c,)1 + (4c. - c:)x + (2e! + 3cj )x': = O

Pero como {l. x. x.JI es un conjunto linealmente independiente. se debe tener

-el +Xl =0

4c
1
-el =0

2Cl +3c
J

=0

-) O 3

El determinante de esle sistema homogéneo es 4 -) O = 27:F- O. 10 que significa que el =

O 2 3

e, = ", = Oes'" imicasoluci6n. Ahora (4x - 1)., = [-~l(2x' - xJ, = [-!J y (3 + 3x'J., = [~l
Así.

es la matriz de transición de B~ a B
I
de manera que

[
-3 6 3)

A=C-
1
=2

1
7 -12 -3 12

8 2 I

es la matriz de transición de BI a 8:" Como (00 + alx + 0,X
1

)8
1

= [:~). se tiene

(/2
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Ca, +a,Ha,",'l., = ;7[-~: -: I~](::]
8 2 1 a2

1
27 [-Ja, +6a1 + Ja:]

1
-[-12a - 3{/ + 12a ]27 o I :

1
27 [8{/0 + 1{/1 + a:]

Por ejemplo. si p(x) = 5x": - 3x + 4. entonces

(

-3
_ • 1

(:u--3.\"+4) =- -12
" 27

8

15

27
21

27
31

27

o verifique esto

, 1 15 11, 31.
5x- -3x+4 = --(4x-I)+-(2x- -x)+-(h- + 3)

27 17 17

1m'mIII'---_c_o_n_v_e_rs_i_ó_n_d_e_u_n_a_b_a_'_e_a_o_'_'a_e_n_J<_-_'_

•• Solucióll

minos de los vectores de Sr

Este problema es un poco mús dificil porque ninguna de las dos bases es canónica. Deben ex­
presarse los vectores de 8 1 como una combinación lineal de los vectores en 8r Es decir. deben
encontrarse constantes (111'(121' {/12- {/22 tales que

Lo que conduce a los siguientes sistemas:

2011 -5021 =3

4011 +3a¡1 =1
y

2a
l
: - 5a22 = 2

4012 +3an =-1

. 7 5 1 5
Las solucIones son a" = jJ·(I:1 = -13·aI2 = 26 yan = -13· Entonces

1(14 1)
A= 26 -10 -10

y

, =-'-( 14 1)(b')=(216CI4b'+b')]
(), 26 -10 -lO b lO, --Cb+bl26 1 2
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en base canónica

Po"jomplo. ,lC} 'nloneos

de manera que

y

(7J I ( 14
4 = 26 -10

"
Es decir. ¡veriHque!

( 7Jl~(2J- 20(-5J
4 26 4 26 3

Haciendo uso de la notación de esta sección se puede deducir una manera conveniCnle'
para determinar si un conjullIo de vectores dado en cualquier espacio vectorial de dimcnsióo
finita es linealmente dependiente o independiente.

TEOREMA E:I Sea 8
1

que

Sea

{"I' \.~..... v.} llna base del espacio vectorial V de dimensión 11. Suponga

[:,", ::: ... ::"]
A = ~ .-

.. .

a., Q.l Q_

L OEMOSlllACIÓN

Entonces x.' x1, ...• x. son linealmente independientes si y sólo si del A 7:- O.

Sean al' 31, .... a.las columnas de A. Suponga que

(15)

Después. si se emplea la suma definida en la pagina 375. se puede escribir (15) como
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(16)

375

La ecuación (16) da dos representaciones del vector cero en Ven términos de los vecto­
res de la base 8

1

, Como la representación de un vector en términos de los vectores de la
base es única (por el teorema 4.6.1, página 333) se concluye quc

(17)

EJEMPLO 4

11. Solución

EJEMPLO 5

Donde el cero de la derecha es el vector cero en 1)'. Pero esto prueba el teorema ya que la
ecuación (17) incluye a las columnas de A. que son linealmente independientes si y sólo
si det A *0.

Determinación de si tres polinomios en p~ son linealmente

dependientes o independientes

En p~, determine si los polinomios 3 -x, 2 + \'" y 4 + 5x -2x2 son linealmente dependientes
o independientes.

SI se utl1Jza la base 81 = {l, \, \"} se tIene (J - 'r)1J, = [~:], (2 + \'\ = [~], y (4 + 5\ - 2\~)IIL

[
4] 3' 4 O 1
5 Entonces det A = -] O 5 = -23 * O, con lo que los pohnormos son llldepen-

-2 O 1 -2

dientes.

Determinación de si cuatro matrices de 2 x 2 son linealmente

dependientes o independientes

En M" determine si las matrices ['
~ J

dientes o independientes.

') [-' J) [' -1) [' 4), . y son linealmente depcn-
6 -1 1 O 1 4 9

•• Solución Utilizando la base estándar BI={(~ ~}(~ ~}(~ ~}(~ ~})seobtiene

1 -1 , 1, 3 -1 4
det A = 00

J -1 O 4

6 1 9

de manera que las matrices son dependientes. Observe que det A = Oporque el cuarlo renglón
es la suma de los tres primeros. Además, observe que

[' ') (-' 3) (' -1) ('-29 - 7 + + 20
3 6 -1 1 O 1 4

10 que ilustra que las cuatro matrices son linealmente dependientes.
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problemas 4 8

AUTOEVALUACIÓN

Elija el inciso que complete correctamente los siguientes enunciados.

L La mate;, d, tm,,,;óón ,n IY d, la b"'](~ J.(~)} a la base ](:J. (~)} "_.
(2 -3) (2 3) (-4 3) (-4 -3)al 3 -4 6) -3 -4 el _] 2 á) 3 2

IL La mate;, deteans;óó"n IY d, la base ](:H~)} a la b"'](~H~)} es_.

(2-3) (2 3) (-4 3)
a) 3 -4 h) -3 -4 e) -3 2

111. La matriz de transición en PI de la base {l, xl a la base {2 + 3x, -4 + 5xl es

al (~ :) h) (: ~) 1(5 -3)
(')2242

1[ 5 4)
á) 22 _] 2

En los problemas 1 al 7 escriba e:) E V" en terminas de la base dada.

1. CH-:)
5 (=;)t)

2. (-:)t~)

6. (-~H-:) 7. (:WJ dond,ad-b"O

D, los pmblemas 8 al 14 escriba [ ;) E lYen tirm;nos de la base dada

De los problemas 15 al 17 escriba los polinomios °
0
+ (l1.\" + 02X2 en P2 en términos de la base

dada.

15.1.x-l.x2 -1 16.1.x+I.(x+l)(x+2) 17. x+ 1..\"-1 . .\"2-\
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19. En P
l
exprese el polinomio h J - 3x.! + 5x - 6 en terminos de la base polinomial l. I - x. x

+ x~. x': + Xl.

20. En P
J

exprese el polinomio 4.''': -x + 5 en terminas de la base polinomial 1, 1 -x. (1 -XI:.
(1 -_,-)l.

21. En 1} suponga que (x).. = ( _~ldonde B) = 1(:lG)}· Escriba x en términos de la base

B, = I[~).U)}

24. En 1;. (,), = [;j. donde B, = {I - x. 1x..'0 -x -11. Escriba >en términos de la basc

B
l

= {3 - 2x. I + x, x + x'!),

De los problemas 25 al 34 utilice el teorema 2 pam determinar si el conjunto de vectores dado es
linealmente dependiente o independiente.

25, En P::2 + 3x + 5xl . 1- 2x + x.!, -1 + 6.''':

26, En P,: -3 + x l ,2 - x+4x2,4 + 2x

27. En P l : 2 + x, Xl + X + I

28. En P,: x + 4x', -2 + 2.\", 2 + X + 12.''':

29. En Pl: -2 + 4x -2,..l, 3 + x. 6 + Sx

JO. EnP, .,..:+ Lx+ I.x+2,.,":+4

31. En P
J

: 1 +.,..l, -1 - 3x+4.r + 5xJ ,2 + 5x - 6.\"3,4 + 6x+ 3.r + 7xl

32. En MrrG 0) [-1 -2) [1 0) [11 2)
4' 7 l' -1 -3' -5 -5

-1).[' 4) [-1 6).[0 0)
4 5 O' -1 3 3 O
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*ICALCUl01

Espacios vectoriales

35. En Pn sean PI' p-,: .... P
o

• 1' 11 + 1 polinomios tales que fJ¡(O) = O para i = 1, 2.. .. 11 + 1.
Demuestre que los polinomios son linealmente dependientes.

36. En el problema 35. en lugar de Pi(O) = O. suponga que p/Jl = Opara i = 1.2. . .11+ 1 y

para alguna} con 1 $j:5 11. donde p¡li'dcnola laj-ésima derivada de P,.. Demuestre que los

polinomios son linealmente dependientes en PII"

37. En M"JIJ sean A l' A~. ... , Am". /11I1 matrices cuyas componentes en la posición l.l son cero.
Demuestre que las matrices son linealmente dependientes.

*38. Suponga que los ejes x y )' en el plano se rotan en sentido positivo (al contrario de las ma­
necillas del reloj) un angula e (medido en radianes). Esto da Iluevos ejes que se denotan por
(x', )"), ¿Cuúles son las coordenadas x, y de los vectores de la base i y j rolados?

39. Demuestre que la matriz del cambio de coordenadas en el problema 38 está dada por

A- I = [ cos e sen ej.
-sene cose

40. Si en los problemas 38 y 39. e = 1!/6 = 30·, escriba el vector [~) en términos de los nuevos
ejes coordenados x' y y'.

41. Si e = rc/4 = 45". escriba (_~) en términos de los nuevos ~jes coordenados.

42. Si e = 21!/3 = 120', escriba (;) cn términos de los nuevos ejes coordenados.

43. Sea e = (e) una matriz invenible de 1/ X 11 Ysea B
I

espacio vectorial. Sea

Demuestre que B: = lel' e,.' .. e"J es una base para V.

44. Sean B
I
y B, dos bases para el espacio vectorial V de dimensión 11 y sea C la matriz de tran­

sición de B
I
a B:. Demucstre que C-I es la lTlatriz de transición de B! a 8

1
,

45. Demuestre que (x)s = CA(x)8 para toda x en un espacio vectorial V si y sólo si CA = I

[sugcl"ellda: Sea x. el vector i e~ 8
1
, Entonces (x.), tiene un uno en la posición i y un cero, , ,

en otra panco ¿Qué puede decirse sobre CA(x)Jj?J.
,

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

MATLAB 4.8

1. Sea 8 = 1\'1' \'), donde "1 = (:) y v! =(-:} Observe que 8 es una base para ll'. Para w

en ll'. (w)H = (~ ) significa que w = (/\'1 + b..!.

•
1. e) 11. al 11I. dI
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~ a) Para los vectores w dados. escriba el sistema de ecuaciones para encontrar (\\')/1' es decir.
encuentre a y b Yresuelva a mano. Verifique dando Iincomb(\', \'l' w) (use el archivo lin­

comb./11 de la sección /llATLA B 3.1).

;w=(;)
h) (Lápi:)' papel) En gcneral. explique por qué (a) es una solución al sistema cuy:) ma-

triz aumentada es [\'1 v¡lw]' b

(1) Verifique que B es una base para [?l, [XI]
h) (Lápi: y papel) Escriba el sistema de ecuaciones para encontrar (w)~ = .~¡ .las coor­..,

. .r,

denadas de wcon respecto a B. Demuestre que [\'1 \'2 V¡ \'.Iw] es la matriz aumentada para
el sistema.

c') Resuelva el sistema para (w)ij' Verifique que w = A(W)8' donde A = [VI \'2 \', v.J.

á) Para las bases B = {\'I' \'2' V¡, \'J y los vectores w dados. encuentre (w)J¡ y verifique que

w = A(W)B' donde A = [VI "¡ \'] \'J

W = round(1O*(2*rand(4,1)-1))

ii. Para B. genere cuatro vectores aleatorios de 4 x 1 (verifique que forman una base).
Para w genere un vector a1catorio de 4 x l.

3. Sea B = {\'I' \'2' \'J' \,) como en el problema 2a) de esta sección de MATLAB. Sea

w =[~] w =[~] w =[~] w =[~]10"Ol]·0

O O O 1

a) (Lápi: y papel) Argumente las razones por las cuales si encuentra rref de la matriz

[v, \'2 \'] \'4 \\'1 w" w] w4] = [VI \', "] v4 c)'e(4)], entonces la 5" columna de rref es (wl)w la 6"
columna es (w1)w y así sucesivamente.

h) Encuentre (\\)B' (w1)Jj' ("'-1)¡¡ y (w)¡¡. Forme C. la matriz cuya ¡-ésima columna es igual a
(w)/I" Verifique que Ces igual a la inversa de A = [\'1 \'2 \'] \'.l. Utilice las observacionesdcl
inciso a) para explicar por qué.
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el S,a w ~ [ -~J. Ob,ecve qoe W ~ I w, + (- 2w,) + 3w, + 4w,

i. Resuelva [Alw] = [\', v1v, \'4Iw] para encontrar (w)O"

ii. Verifique que ew = A-fw = (W)8 [aquí, Ces la matriz del inciso b)].

¡¡j. (Lápi: y papel) e se llama matriz de transición, ¿de dónde a dónde? Utilizando el
subinciso ii) y recordando lo que son las columnas de C. explique por qué

(W)8 = 1(wIJ/l - 2("'1}H + 3(wJ )Jj + 4(W)B

ú) Repita el inciso e) para By w en el problema 2di) en esta sección de MATLA B.

4. a) Lea el problema 9 de MATLAB 4.4. Explique por que ahí se encontraron las coordena­

das de un polinomio en términos de la base canónica para polinomios.

h) Resuelva los problemas 18 a 20 de esta sección.

5. Sea B = 1-,.',';1 = ![:WJrm
Sea e ~ {w,. w,. w,J = ¡mHW])
a) Verifique que By eson bases para Vl. Haga IV= [wl W l w3] y v= [VI v~ vJ

h) (Lápi:: y papel) Escriba los tres sistemas de ecuaciones necesarios para expresar cada
vector en B como una combinación lineal de vectores en C. Explique por qué las solu­
ciones a estos sistemas se pueden encontrar resolviendo el (los) sistema(s) con la matriz

aumentada [w w w 1\' \' viI ! ¡ I ! ¡.

d Resuelva el (los) sistema(s) para encontrar (vlle> (\'2)e Y (vJ}e Yforme la matriz D = [(vl)e

(\)e (\)J

d) Sea x = [=H Encuentce (xl,Y (x)e V,,;fique que (xle = D(xl,.

Repita para un vector aleatorio x de 3 x l.

e) Con W y V dados en el inciso a), encuentre W-l Vy compárelo con D.

f) Repita los incisos a) a e) con

B = II~IIJI~]'I~I" e = [J. I~ l· 1~5 J.I1~5l'
donde x es un vector aleatorio de 4 x l.
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g) (LlÍpi: y papel) Explique por qué ¡V-l V = D en dos formas:

i. Con base en los procesos de solución de [1'1 VI pam encontrar D.

ii. Interpretando IV~I y V como m;lIrices de transición que incluyen [as bases canó­
nicas.

6. Empleando lo aprendido en el problema 5 de esta sección de MATLAB:

a) Trabaje los problemas 22 al 24.

b) Genere una base aleatoria B para~ y una base aleatoria Cpam~. Encuentre la matriz
de tmnsición. T. de B a C. Verifique su respuesta gcnerdndo un vector aleatorio x en ~.

enconlrando (x), y (x){" y mostrando que nx), = (x),

7. Sean B ye como se dieron en el problema 5(1) de esta sección de MATLAB. Sea D la base

a) Encuentre T.la matriz de tr.lIlsición de Ba C. Encuentre S. la matriz de transición de e
a D. Encuenlre K. la matriz de transición de B a D.

b) Dé una conclusión sobre 1:1 manera de encontrar K a partir de Ty S. Pruebe su conclu·
siÓn. Explique su razonamiento.

L') Repita los incisos a) y b) para tres bases aleatorias (B. C y D) pam I;?'.

a) Verifique que A\'I = 3"1' Ih'2 = 2v2 YII\'l = 5\'3' [_')

b) Suponga que x = - h'l + 2v:: + 4\'). Observe que (X)" = ~. Encuentre z = Ax. des-

pués encuentre (Z)H y verifique (Z)H = D(X)H' donde D = [~ ~ ~J.
O O 5

e) Sea x = al'l + bV1 + CV J• Rcpitll el inciso b) para otros tres juegos de (1, b Y('.

ti) Sea V = [\'1 \'1 "J. Demuestre que A = I/DV-I.

e) Repita los incisos a) a ti) para

B={[i).(=iWJ! [

37 -33

A = 48.5 -44.5

12 -12
~:5]
11

D=[-~ ~ ~]
O O 5
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f) (Lápi= Y papel) Suponga que B = (\'I' ,.~. ,) es una base y A,', = 1'\'1" A\'2 = sV2 y A\') =
".)" Suponga que x = {/\'I + b\'l + C\'J" Pruebe que (Z)8 = D(x)w donde z = Ax y

Considerando este hecho y pensando en terminas de matrices de transición, expli­

que por qué A = VDV- I
, donde V = ["1 \'1 vJ

9. Cambio de base por rotación en I:?l Sean el y el la base canónica para I:P, donde el es un
vector unitario a [o largo del eje x y el es un vector unitario a la largo del eje y. Si se rotan

los ejes un ángulo Oen sentido positivo alrededor del origen, entonces el rota a un vector "1

yel rota a un veclor \'2 lal que ("1" ''J es llna base para 1)".

a) (Lápi= J papel) Demuestre que

(eo, Cel)
VI = sen (e)

,,
o

(-"" cel)y v =
2 cos (e)

",

o
<,

h) Sea V = [\'1 \'2]' Entonces \'1 "" Ve l y l'! "" Ve!. Exploraremos la geomctría dc w "" {/l'1 +
b,'2' es decir. la geometria de las combinaciones lineales en terminos dc la nueva basc.
Nos interesa la relación de las combinaciones lineales con la rotación.

Suponga que x = {le
l
+ be!. Entonces w = (/\'1 + b,'! = Vx rcpresenta cl vcctor x

rotado en sentido positivo un ángulo (J alrededor del origen.
El programa de MATLAB que se muestra a continuación ayuda a visualizar esta

geometria. Grafica los vectores como segmentos de recta que comienzan en el origen.
El vector X se grafica en rojo y el vector w en azul. Observe cómo w (el vector azul) es la

rotación positiva (} de \' (el vector rojo). Si está utilizando la versión 4.0 de MATLAB.

dé el comando plot primero y después los dos comandos de axis. Vea la gráfica después

dc los comandos axis.

PrecauciólI. La impresión de la gráfica producida directamente de la pantalla no mostrará lon­
gitudes iguales ni los ángulos rectos como tales.

a= l;b=2; 0;', dcfim' \'cctor a rotar

x=la;bl;M =norm(x);
th=pil2; '10, Ángulo de rotación

\'1 =leos(th);sin(th)l;
l'2=I-sin(th);cos(lh)l;
V=ll'I,\'21; % Matriz dc cambio de base
w=V*x; % rotación del \'cetor x
pIOI(lO,x(1 )1,10,x(2)1, 'r' .10,w( 1)1,10,w(2)1. 'b')

axis square
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axis(f-M M -M MI);
grid
title('Veclor origina: rojo, Vector rolado: azul')
xlabel('x')
)'Iabel(' )")

Repita las instrucciones anteriores. modificando los valores para ti y b.
Repita las instrucciones anteriores para e= -rrJ2, TÚ4. -TÚ4. 2TÚ3 Yun angula arbi·

trario. Para cada ángulo, elija dos a y b. Cuando termine con esta parte dé el comando
c1f (dac elf) para borrar la figum utiliz.1da.

e) Digamos que una base tiene orientación dada por 9 si es una base obtenida rotando la
base canónica en sentido positivo 'llrededor del origen un angula e.

Suponga que j "1' ") es una b;ISC con orientación dada por e. Suponga que VI Y"1

representan direcciones dc sensores para un dispositivo de rastreo. El dispositivo regis­
tra la localización de un objeto como coordenadas con respecto a la basc 1"1' ,'!L Si dos
dispositivos tienen orient:lciones diferenles. ¿cómo puede hacer uso uno de la informa­
ción recabada por el airo? Esto incluye traducir las coordenadas en terminas dc una de
las bases a coordenadas en términos de la Olra base.

i. Suponga que B = {"I' v!} es una base con orientación dada por rr/4 y e = {\VI' \V11
es una base con orientación dada con 21Ú3. Encuentre la matriz de transición T de
la base B a la base C. Encuentre la matriz de transición S de la base e a la base B.
(Nota. Las lineas 3. 4 Y5 en el progmma de MATLAB del inciso b) da un ejemplo dc
cómo encontrar una base con oricntación Tt/2.)

ii. Suponga que el dispositivo con oricntación dada rr/4 localiza un objeto con coor­
denadas [0.5: 3). Encuentrc las coordenadas dcl objeto respecto al dispositivo con
orientación 2Tt/3, Explique su proceso. Verifique su resultado encontrando las co­
ordenadas estándar del objeto haciendo uso de las coordenadas [0.5: 3] para la
primera base B y encuentre las coordenadas estandar del objeto empleando las co­
ordenadas encontradas para la segunda base C.

iii. Suponga que el dispositivo con orientación 2Tt/3loc<lliza un objeto con coordenadas
[2: -1.4]. Encuentre las coordenadas del objeto respecto al dispositivo con orienta­
ción 1tf4. Explique su proceso. Verifique su respuesta igual que en el subinciso ¡¡).

i\', El archivo I'OtcoOl:m de MATLAB ayuda a visualizar el proceso anterior. El formato
es roteoor(E, F, e), donde E y F son matrices de 2 x 2 cuyas columnas forman un:;!
base para IY y e es Ulla matriz dc 2 x I que representa las coordenadas de un vector
con respecto a la base dad;l por E. Se muestra en una figura los vectores que forman
a la matriz E en color rojo y los vectores que forman a la matriz F en color \erde. Se
observa el vector resultado de la combinación lineal de la base E y la combinación
lineal resullante para la base F en color azul.

El archivo se presenta ti continuación:

function rotcoor(E,F,cl

•
" ROTCOOR funcion que grafica el vector c de la base E como

un vector

" de la base F

•
" E: matrix 2x2, columnas son una base
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% F: matriz 2x2, columnas son una base
% c: vector de 2xl con respecto a la base E

% definición de matriz de transición de base E a base F
TSF\E¡

% vector e en base F
vl=T*c;

% Puntos necesarios para las gráficas
origen;(ü;QJ;
OEI_[arigen/E(:,l)] ;

OE2=[origen,E(:,2I) ;
OFl=[origen,F(:,l)) ;
OF2=[origen,F(:,21] ;
OElrnE2_[origen,E*cl;
ElmE2=[E(:,1)*c(1),E*c] ;
ElmEl=[E(; ,2) *c(2) ,E*c],­

FlrnF2=[F(:,1)*vl(1),F*vl];

F2mFl=(F(:,2j*vl(2I,P*vl] ;

plot (OE1 (1,:) ,OE1 (2,:), 'r:·' ,OE2 (1,:) ,OE2 (2,:) I 'r:*');

hald on
plot(c (1) *OE1 (1,:) ,e(l) *OE1 (2,:), 'r:' ,c(2) *OE2 (l,:) ,e (2) *OE2

(2, :), 'r: ')

text (E(l, 1) /2, E (2, 1) /2, '\bE E_1', 'Color' ,'red');
text(E{1,2)/2,E(2,2)/2, '\bf E_2', 'Color', 'red');

h=plot (OE1mE2 (1, : ) ,OE1mE2 (2, : ) , ' -b*' ) ;

set(h,'LineWidth' ,2)

text (OE1mE2 (1, 2) /2, OE1mE2 (2,2) /2, '\bf Ec;Fv1',' Color' , 'blue' )

plot(E1mE2 (1,:) ,E1mE2 (2,:), 'r:')

plot (E2rnE1 (1, : ) , E2rnE1 (2, : ) , ' r: ' )

title ([ 'E_1C_1+E_2c_2", [, nurn2str(E(:, 1) ') ,'J (' ,nurn2str (C (U) ,

... ')+(' nurn2str(E(: ,2)'), ') (' ,nurn2str(c(2)),') '))

xlabel(['F_1v1 1+F~2v1 2=[' nurn2str(F(:,1)'),') (',nurn2str(v1

(1)), ... ')+[' num2str(F(:,2)'),'](',num2str{v1(2)),')'])

plot (OF1 (1,:) ,OF1 (2,:), 'g:*' ,OF2 (1,:) ,OF2 (2,:), 'g:*');

plot (v1(1) *OFl (1,:) ,v1 (1) *OF1(2,:), 'g:' ,v1 (2) *OF2 (1,:) ,v1 (2) *

DF2 (2, : ) , 'g: ' )

text {F (1, 1) /2, F (2, U/2, '\bf F_1', 'Color' ,'green');

text (F{l, 2) /2, F (2, 2) /2, '\bf F_2', 'Color' ,'green'};

plot{F1rnF2 (1,:) ,FlmF2{2,:), '9:'}

plot (F2rnFl (1, : ) , F2mF1 (2, : ) , '9: ' )

grid on

axis square

Utilice este archivo para visualizar los resultados de los subincisos ií) y ¡ji). Verifique
sus respuestas para dichos subincisos utilizando la información en la pantalla. Por ejem­
plo, en ii), E sera la base para la orientación de 1Ú4, F la base para la orientación 271:/3 y
e ~ [0.5; 31.
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10. Cambio de base por rotaciones cn V; inclinar, desl'iar, rodar

a) (Lápi:)' papel) En Vl se puede rotar en sentido positivo alrededor del eje x. del eje JO
del eje: (los ejes x. y y : forman un sistema coordenado de la mano derecha). $can CI' c:
y cl los vectores unitarios de la base canónica en las direcciones positivas de los ejes x.)'

y:. respectivamente,

i. Una rotación positiva un ángulo (1 alrededor del eje: producirá una base Iv, w. cJI.
donde ves el vector obtenido al rotar el y w es el vector obtenido ..1rotar c

Z
' Usando

los diagramas siguientes como guía. demuestre que

['0'(9)) [-~n(9»)
l' = sen

o
(8) y w= CO~(8)

, y

.. e,

e, ,
, ",

" \ O
Y x

e, e,
e, 8

x "
a) b)

Sea y = (l' W eJ. Interprete Y como matriz de transición.

ii. Una rotación positiva un angulo a alrededor del eje x produóra un.. b..se lc
l
, v, wl.

donde v es el vector obtenido al rotar ez y wes el vector obtenido al rotar el' Usando
los diagramas siguientes como guía. demuestre que

,{o,O(a») y ,,~( -~~(a))
sen (a) ros (a)

, ,
e, e,.. " .. "

x

e,

-)1'---'---."e,

a) b)

e, y

Sea R = [el v w]. Interprete R como una matriz de transición.

¡ii. Una rotación positiva un angula (1 •• Irededor del eje J producir.i. una base 1\'. el' wl.
donde v es el vector obtenido al rotar el y w es el vector obtenido al rotar eJ' Em­
pleando los diagramas siguientes como guia. demuestre que
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w

v _ [ 'O~(~)) y

-sen(lp)

" w "

"
x

v

.,}------..,c:-,y "x--+'----::r7l
(poSiTivo) lp

v

b)

Sea P = [l' el w]. [tlIerprete P como llna matriz de transición.

h) (Lápi= Y papef) Suponga que}' es una matriz como la obtenida en el inciso oí) para

un ángulo e, R es una matriz como la obtenida en el in¡;iso (jii) para un ángulo a. y Pes
una matriz como la obtenida en el inciso aii;) para un ángulo lll.

Las matrices Y. R YP par<! cualesquiera tres ángulos tienen interpretaciones geomé­
tricas similares a la de una matriz de rotación en I)!. Sea M cualquiera de estas matrices
de rotación. Sea u = ({el + be, + cel" Entonces r = Mu dará las coordenadas estándar
del vector obtenido al rotar el veclor u.

Haciendo uso de esta interpretación geométrica. explique por qué la malriz YR

representa una rotación positiva un ángulo a alrededor del eje x seguida de la rotación
positiva un ángulo 8 alrededor del eje:.

¿Qué matriz representarú una rolación positiva un ángulo e alrededor del eje: se­
guida de una rotación positiva un úngulo a alrededor del eje x? ¿Puede esperarse que
esta matriz dé el mismo resultado que la matriz del parrafo anterior? ¿Por qué?

e) Las rotaciones de las que se ha hablado son de utilidad para describir la posición de una
nave espacial (o un avión). La posición es la orienlación rotacional de la nave alrededor
de su centro. Aqui se supone que la nave tiene un conjunto de ejes a través de su cenlro
de masa tales que los ejes x y J forman un ángulo recto (como un eje que va de atrás
hacia adelante de la nave y el otro de lado a lado) y el eje: es perpendicular a los ejes x
y y para formar un sistema de la mano derecha.

Se pueden hacer correcciones a la posición realizando rotaciones, como las descri­
tas en el inciso a). Sin una forma de control de posición un satélite comienza a girar.
Una rotación alrededor del eje: se denomina maniobra de desviación, una rotación
alrededor del eje x se denomina maniobra de giro. y una rotación del eje J se denomina
maniobra de inclinación.

Suponga que el conjunto de ejes de la nave está alineado inicialmente con un siste­
ma de referencia fijo (ejes que representan una base canónica). La posición de la nave
puede darse mediante una malriz cuyas columnas son vectores unitarios en las direccio­
nes de los ejes asociados con la nave.

i. Encuentre la matriz que representa la posición de la nave después de realizar una
maniobra de indinación con un úngulo n/4, seguida de una maniobra de giro con un
úngulo de -n/J. y después una maniobra de desviación con un úngulo de n/2.
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ii. Realice las mismas maniobras en diferente orden y compare las posiciones (describa
el orden de las maniobras).

¡ii. Repita para otro conjunto de ángulos para cada tipo de maniobra. es decir, en­
cuentre las posiciones derivadas de realizar las maniobras en dos órdenes distintos
(describiendo los órdenes) y compare dichas posiciones.

d) Suponga que dos satélites con diferentes posiciones deben transferir información entre
sí. Cada satélite registra la información en terminos de su sistema de coordenadas: es
decir, registra la información como coordenadas referidas a la base de los vectores uni­
tarios que definen su sistema de ejes. Además del ajuste por localización (que es simple­
mente una traslación), la transferencia de información requiere del uso de una matriz de
transición de las coordenadas de un satélite a las coordenadas del otro.

i. Considere que la orientación de una nave es la dada en el inciso ci) y la orientación
de la otra es la dada en el inciso cii). Suponga que la primera nave registra la locali­
zación de un objeto como p=[O.2;O.3;-II. Traduzca esta información al sistema de
coordenadas de la segunda nave. Verifique el resultado encontrando las coordenadas
estándar del objeto con la lectura de la primera nave y después encontrando las co­
ordenadas estándar del objeto con la lectura ajustada de la segunda nave.

ii. Repita para dos naves cuyas orientaciones se generaron en el inciso ciii).

e) Opcional Suponga que su nave tiene una matrizde posición dada por A = orth(rand(3)).
Experimente con las maniobras de inclinación. desviación y giro para realinear la nave
con el sistema de referencia fijo (base canónica).

I t. Combine los problemas 9 y 10 de esta sección de MATLAB.

m BASES ORTONORMALES y PROYECCIONES EN 1)"

En V" se vio que /1 vectores linealmente independientes constituyen una base, La base canónica
E = {el' e" ... c" i es la de mayor uso. Estos vectores tienen dos propiedades:

DEFINICIÓN a Conjunto ortonormal en IJ"

Se dice que un conjunto de vectores S = {u 1• U",. ., uk} en V" es un conjunto orto-
normal si

u, . Uf = O

U¡' U¡ = 1

si i"#- j (1)

(2)

Si sólo se satisface la ecuación (1). se dice que el conjunto es ortogonal.

Como se trabajará ampliamente con el producto escalar en esta sección. recordaremos
algunos hechos básicos (vea el teorema 1.6.1. pagina 59). Sin mencionarlos de nuevo en forma
explícita, se utilizarán en el resto de esta sección.

Si u. v y w están en pJ y a es un numero real. entonces

U'\'=\"U (3)
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(u + v) . w = u . w + v . w

u . (v + w) = 11 • V + u . w

(nu) . \' = a(u . v)

u . (mo) = a(u . v)

Ahora se presenta otra definición útil.

(-1)

(5)

(6)

(7)

DEFINICIÓN E:I longitud o norma de un vector

Si v E 12", entonces la longitud o norma de v, denotada por Ivl, está dada por

Nota. Si v = (XI' x~.. .. xJ. entonces v . v = xl
2 + x; + o •• + x~. Esto significa que

(8)

v·v~Oyv·\'=o si y sólo si " = O (9)

De esta rorma se puede obtener la raíz cuadrada en (8). y se tiene

para toda " E Id"

si y sólo si v = O

(J 11)

(J 1)

EJEMPLO 1 la norma de un vector en 1)2

Sea v = (x. y) E lt'. entonces Ivl = Jx 2 + y2 cumple con la definición usual de longitud de un
vector en el plano (vea la ecuación 3.I,!. página 222).

la norma de un vector en 1J3

La norma de un vector en ~s

Sea v = (x. y.:) E 1)1. entonces Ivl = Jx" + y' + Z2 como en la sección 3.3.

lEmillIIIII'-------------

..-'-------------
Sea v= (2, -l. 3.4, -6) E [1$. entonces Ivl = J4 + 1+9+ 16 +36 = 166.

Ahora puede establecerse otra vez la definición 1:

Un conjunto de vectorcs es ortonormal si cualquier par de ellos es ortogonal y cada
uno tiene longitud 1.

•
Los conjuntos de vectores ortonormales son bastante sencillos de manejar. Se verá un

ejemplo de esta característica en el capítulo 5. Ahora se probará que cualquier conjunto finito
de vectores ortogonales diferentes de cero es linealmente independiente.
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Si S = {"I' "" .... "k} es un conjullto ortogonal de vectores diferentes de cero, entonces

S es linealmente independiente.

Suponga que CI"I + c,", + ... + Ck"k = O. Entonces, para cualquier i = 1, 2, ... , k

O=o·v.. =(C1V1 +C2V2 +···+CIV¡ +···+CJ.Vk)·V¡

=c, (v 1 -V)+C1 (V1·V)+···+c.. (v¡,v)+···+CJVl·V)

=c 0+ C 0+... +c·lvI2 +···+c 0= c-Iv l'
1 2 " k, I

Como "¡ ~ Opor hipótesis, 1".1' > Oy se tiene e¡ = O. Esto es cierto para i = 1,2, ... , k,
lo que completa la prueba.

Ahora se verá cómo cualquier base en P' se puede "convcrtir" en una base ortonormal. El

método descrito a continuación se denomina proceso por ortonormalización de Gram-5chmidt.t

Proceso de ortonormalización de Gram·Schmidt

Sea H un subespacio de dimensión m de P'. Entonces H tiene una base ortonormaLl

Sea S = {vi' v2, •••• vJ una base de H. Se probará el teorema construyendo una base

ortonormal a partir de los vectores en S. Antes de dar los pasos para esta construcción.

se observa el hecho sencillo de que un conjunto de vectores linealmente independiente

no contiene al vector cero (vea el problema 25).

Paso l. Elección del primer "cetor unitario

Sea

Entonces

(12)

figura 4.5.

De manera que lull = 1.

Paso 2. Elección dc un segundo ,-cetor ortogonal a u
l

En la seccíón 3.2 (teorema 5. página 237) se vío que, en VJ, el vector w = u - u -~ v es

".v !vi
ortogonal a v. En este caso -,-ves la proyección de u sobre v. Esto se ilustra en la

Ivl
Resulta que el vector w dado es ortogonal a v cuando w y " están en 1)' para cual·

. . . v-u
qu~er 11 ~ 2. Observe que como ul es un vector unitario, g ul = (v· ul ) u l para cual·

qUler vector v. 1

Sea

(13)

•
, Jorgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuariO danés que estuvo muy interesado en la cienCia de la medida.

Erhardt Schlmdt (1876-1959) fue un matemático alemán.

, Observe que H puede ser V en este teorema. Es deCIr. V mismo tiene una base ortonormal.
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Figura 4.5

U'V
Elveetor w=u --,'

H
esortogonalav.

y

,
[, ')u-I? v~~.

entonces

,.,
__~~_---I'-I-¡ v=proy"u

-;;f7-""'--------'--'----~~x
O

v; .u l =v2 ·u¡ -(v2 ,U1)(U1 'U 1)=V
2

'u
l
-(v·ul)1 =0

de manera que v; es ortogonal a u l " Más aún, por el teorema 1, u
l

y v; son linealmente
(v~. ul )

independientes. l'; ':J:. O porque de aIra manera v1 = (v1 . u l ) u l Ivll VJ' lo que con-

tradice la independencia de "1 y Yz.

Paso 3. Elección de un segundo "celor unitario

Sea
,

"
" = 1,;1 (14)

entonces es evidente que {u l ' ti l } es un conjunto ortonormal.
Suponga que se han construido los vectores 01' u2, ... uk (k < 111) y que forman un

conjunto ortonormal. Se mostrara cómo construir Uk+
I
,

Paso 4. Continuación del proceso

S"

entonces para i = 1,2, ... , k

V~+l' u/ = V hl . u; - (Vk+I' u l ) (u) .u) - (v\;+j' u2)(u¡' u)

... - (v~~) . u) (u l · Uf) - ... - (V\;+j' u!) (U
t

' u,)

Pero U)' u.. = Osijl' iyu¡' u¡ = 1. Por lo tanto,

Así, {ul' u1, ... u._, v;+)f es un conjunto linealmente independicnte, ortogonal y V;+I:;z!: O.

Paso 5

Sca u'+ 1 = v~+/I\'~+II. Entonces es claro que {UI' u2, ..• , u!, Uk+I} es un conjunto ortonor­
mal y se puede continuar de esta manera hasta que k + I = m con lo que se completa
la prueba.

Nota. Como cada u¡ es una combinación lineal de vectores vp gen {UI' U2' ... , u! } es un
subcspacio de gen {VI' l'!, ... , v.} y como cada espacio tiene dimensión k, los espacios
son iguales.
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Construcción de una base ortonormal en 1;.3

Coostruya uoa ba~ O<loooemal ~~; eomeo~odo eoo la ba~ Iv,. v,. v,l ~ tll}l:llm
•• Saludóu Se l;eoe Iv,1 ~ .J2, entonces u, =(11:lEntooces

1

,.; =v, -hu,)u, =[:]- j¡[: oJz]=(:)- i
1

2
1

2
I

Como Iv;1 = .JJii., u, = JW

I

2
I

2
I

(
-1116]

= liJó . Continuando. se tiene

2116

[1) [11.fi.] [-1116] [1]
= ~ - j¡ 1/: -~ ~;1 = ~ -

I 1

2 6
1 1

2 6
O 2

6

2
3
2
3
2
3

EJEMPLO 5

•• Soludó"

Una base ortonormal para un subespacio de IJI

Encuentre una base orlonormal para el conjunto de vectores en Vl que esta sobre el plano

'={(~]2x-Y+3'=O)
Como se vio en el ejemplo 4.6.3. página 333. una base par.. este subespacio de dos dimensiones

~ ", =(i) y v, =mEntooces 1+ J5 y u, =v'/lv,,=(~;?sl
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Continuando, se define

6

5
3

5
1

6

Po, ú";mo, 1';1 =J7D/25 =J7DI5 d, m"",,, qu, u, =,; 11< I=1m ¡=[- :;~J'
1 51m

D, ,",' foma. un" ba" ononocmal es {[~;[s],[-:;~]} P"" ""fim "lo '''pu"',,,''

observa que 1) los vectores son ortogonales, 2) cada uno tiene lo.ngitud 1y 3) cada uno satisface
2x-y+3z=O.

En la figura 4.60 se dibujaron los vectores l'l' v2 y u l " En la figura 4.6b se dibujaron los vectores

6

5
12

5
O

6

5
12

5
O

y se sumó a \'2 usando la regla del paralelogramo para obtener v; =

6

5
)

5
1

Por último, u, es un vector unitario a lo largo de \';.
Ahora se definirá un nuevo tipo de matriz que será muy útil en los capítulos que siguen.

DEFINICIÓN E:I Matriz ortogonal

Una matriz Q de n x n se llama ortogonal si Qes invcrtiblc y

I Q' = Q' I (16)

"=l~]
•

¡;;,
u ~ ¡;;,

,
¡;;

b)

,

"=l:) [-~]
Figura -1.6
los ve-ctor<'5 u, y u, forman
una base onogonal para

"=l~r
-----0-

el plano generado por los
vectores v, ~ v¡"

[,
x , " ~

,,
[," ~

,,
[,

")



TEOREMA E:I

I! DEMOSTRACIÓN

4.9 Bases ortonormales y proyecciones en Ir 393

Observe quc si Q-l == Q', enlOnces Q'Q == 1.
No cs dificil construir matrices ortogonales, de acuerdo al siguiente teorema.

La matriz Qde /1 X /1 es ortogonal si y sólo si las columnas de Q forman una base ono­

normal para 1)".

Sea

Entonces

Sca B = (b ..) = Q'Q. Entonces
"

(17)

donde c¡ denota la i-esima columna de Q. Si las columnas de Q son ononormales, en­
tonces

si i:f;. j
si i = j (18)

rl/J2
A,;, la mate;z Q ~ ll/~

observa que

EJEMPLO 6

Es decir, B = /. Inversamenle. si Q' = Q-I, entonces B = ¡de manera que (18) se cumple
y (17) muestra que las columnas de Q son ortonormales. Esto completa la prueba.

Una matriz ortogonal

[
l/J2] [l/J3] [l/J3]Del ejemplo 4, los "ectores llfi , 1/../3 , -1/J3 forman una base ortonormal en l(3.

O I/J3 I/J3

I/J3]
- I/J3 es una matriz ortogonaL Para verificar esto se

I/J3

[
l/J2

Q'Q~ -l/f(,
l/J3

l/J3 J [1 OO]-l/J3 ~ O I O

l/J3 O O I

En la prueba del teorema 2 se definió v; == "2 - ('1'2 . u)u 1' Pero como se ha visto. (\'2 . u1)u!
== proyu. "2 (ya que Iul = 1). Ahora se ampliará este concepto de proyección sobre un vector a
proyección sobre un subespacio.
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DefiNICiÓN a

EJEMPLO 7

•• Solució"

TeOREMA a

Proyecetón ortogonal

Sea H un subespacio de 1)' con base ortonormal {ul' u1' ... , "t}. Si v E 1)', entonces la
pro)'ccción ortogonal de v sobre H, denotada por proYII \' está dada por

I proy¡¡v=(v·ul)ul+(v·u2)u2+···+(v·Ut)Ut I (19)

Observe que proYII l' E H.

Proyección ortogonal de un vector sobre un plano

Encuentre proy, ", donde n es el plano j[~ ], 2x - y + 3, = O} Yv es el vector [ -~]

[
11./5] [-6IfiO]

Del ejemplo 5. una base ortonormal para 11: eS"1 == 2/./5 Y"2 == 3/J70. Entonces

O 51fiO

[ 3) [1/./5]][11./5] I[ 3) [-6IfiO]][-6IfiO]
proy. v= - ~ '2¿ 2~./5 + -~' :;~ :;~

I 2. I

[11./5] [-6IfiO]
-- - -

5 70 7

= - 15 21./5 - Jw 31fiO =
2 12 •-- + -- --
5 70 7

O 51fiO O 20 2-- --
70 7

La notación de la proyección proporciona una forma conveniente para escribir un vector
en Il' en términos de una base ortonormal.

Sea B == {UI' "2" .. , un> sea una base ortonormal para~ y sea \' E~. Entonces

Esto es, \' = proylt"v.

v=(v·u)u +(v,u)u +···+(v'u)u !
I I 1, " • (20)

13 DEMOSTRACIÓN Como B es una base, se puede escribir \' de manera única como v = clu¡ + C
1
U

1
+ ... +

c.u.' Entonces

\,. ui = c/u¡ . u) = C
2

(U
2

' u) + ... + ci(u,' u) + ... + c/u
n

' u) = c
i

ya que los veclores u, son ortonormales. Como esto se cumple para i = 1,2, ... ,11, la
demostración queda completa.
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Expresión de un vector en términos de una base ortonormal

(
2) {[lIfi) [- 1/./6] [ 1,3]\

Escribaclvector -~ enVlen términos de la bascortonormal 1/:. ~:~. -::~ .

r21 [r '1 rllfiilrl/fii [r 21 r- lI./6ijr-lI./6i
l-~rr~Jr~JC~rr~Jl ~/1Jl ~/1J

i(
2) [ 11./3]][ 11./3]+ -1 . -11./3 -11./3
3 11./3 11./3

[
lIfi) [-11./6] [11./3)=* llfi +* 11./6 +-E -11./3

O 21./6 11./3
Antes de continuar. es necesario que una proyección ortogonal este claramente definida.

lo que significa que la definición de proYlll' es indepcndienle de la base ortonormal elegida en

H. El siguiente teorema se hace cargo de este problema.

Sea H un subespacio de fr. Suponga que H tiene dos bases ortonormales. j u!' u,;:, ..

u.l y 1W l' w!' .... w.}. Sea l' un vector en J<I'. Entonces

(V,U I)U I+(V'U l )U 2 +,,,+(v,u.)uk

=(V'WI)W
1
+(v,wl)w¡ + ... +(v.",.)w. (21)

1: DEMOSTRACION Elija veclores uH l' u'+!' ...• u" lales que El = ju!' u!' ... , u". Uhl•...• u) sea una
base ononormal para I:?" (esto se puede hacer igual que en la prueba del teorema 2).f

Después B! = 1w l , w1' ...• wI • uHI' u H !" ". u.} es tambien una base ortonormal para
Jr. Para ver esto, observe primero que ninguno de los vectores UHI ' uH !" ••• u" puede

expresarse como una combinación lineal de "'1' "'l' .... wj porque ninguno de estos vec­
tores está en H y {wl ' w

2
••••• w,l es una base para H. Así. B! es una base para Jr porque

contiene 11 vectores linealmente independientes. La oportunidad de los vectores en B2 se
deduce de la manera en que se escogieron (u, ..) es onogonal a todo vector en H para) =
1.2.... . 11 - k). Sea v un vector en . Entonces de1leorema 4lecuación (20)]

V=(l"U Ju +(,'·u)u +···+(v·u Ju +(,r·u )u +"'+("'u JuIll! JI 1011.+1 ••

=("''''1)'''1 +("''''1)'''2+'''+(''''''1)''''. +(V·U",I)U.I<-I +"'+(V'UJU. (22)

La ecuación (21) se deduce de la ecuación (22).

.,---
• Pnmerodebemosencontrarvectoresv v v tdlesque{u U,V v st'i1IOc1t' I:S'!

puede hacer como en la prueba del te«e' 'Icl J 6 4, Pil9lna 336. vea lambleo el probiern¡¡ J 6 32
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DEFINICiÓN a Complemento ortogonal

Sea H un subespacio de Ir. El complemenlo ortogonal de H denotado por fI.l.. esta dado

PO'

TeOREMA m

H! = {x E l?': X' h = O

Si H es un subespacio de I:?". entonces

i. H.l. es un subespacio de 1)',

ii. flnHJ..={O}.

iii. dim Hi = n - dim H.

para toda h E H}

IJ DEMOSTRACIÓN

TeOREMA E:I

i. Si x yyestánen Hi ysi he H.entonces(x + y). h = X' h + y. h = O+ O = Oy
(ax . h) = a(x . h) = O. de manera que ¡¡J. es un subespacio.

ii. Si x E H n H.l.. entonces x . x = O. de manera que x = O. lo que muestra que H n
H' ~ (O).

¡ii. Sea lu
l
, u!' ... ,uJ una hase ortonormal para H. Por el resultado del problema 4.6.32

de la pagina 340. esto puede e.xpandirse a una base B para Ir: B = {u
l
, u

1
•...• u~.,

"*+1" ... , v.}. Utilizando el proceso de Gram·Schmidt, se puede convenir a B en una

base ortonormal para Jl'. Igual que en la prucba del teorema 2, la base que ya es

ortonormal u
j

• u!, .... u~ no cambia en cl proceso y se obtiene la base ortonormal

B
I
= {ul' u2' .... up UHI ' ...• u.l. Para complctar la prucba cs necesario demos­

trar, únicamente, que {U~+I' ... , u.} es una base para H1.. Como los vectores u¡ son
independientcs. debe demostrarse que gencran a ¡P. Sea x E /-/1.; entonces por el
teorema 4

x =(x· u1) ul +(x,u1 ) u, + ... +(x· u.l) u,

+ (x· U..I ) U~+I + ... + (x· u.) u.

Pero (x . u) = O para i = 1, 2, .... k, ya quc x E /-/1. YUf E /-/. Por lo tanto, x =

(x . UHI)UHI + ... + (x . u)u•. Esto mucstra que {UH" .•. ,uJ es una base para
H1.. lo que significa que dim /-/1. = 11 - k.

Los espacios H y /-/1. permilen "descomponer" cualquier vector en PO.

Teorema de proyección

Sca H un subespacio dc J?' y sea l' E 1)'. Entonces ex.iste un par único dc vectores h y

P tales que hE H, pE HL, Y,. = h + p. En panicular. h = proyHv y p = proYH' ,. de

manera que

v= h + p= proYH v + proY
H

, v (23)

DEMOSTRACIÓN Sea h = proyH ,. Ysea P = ,. - h. Por la definición 4 se liene h E H. Ahora se moslrará
Que pE HJ.. Sea {u,. u;..... u.l! una base ortonormal para H. Entonces
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b = (l' • ul ) u. = (v . u:) u: + + (l' . Uk)Uk

Sea x un vector en H. Existen constantes a" a l' , a k• tales que

Enlonces

p·x =(v - b)·x:: [v- (v ·u,) ul - (l" u2) u! - ... - (v·u t ) uJ

[alu,+azllz+···+a¡u¡] (24)

Como u; . u¡ = {O.
1.poc

~ cIc ~, es sencillo verificar que el producto escalar (24) está dado
1:: f

• •
p.=< = La; (v ·u/) - La/(v. ll/) =0

,.1 ..1

Asi, p . x = O para lodo x E H. lo que significa que P E HJ.. Para demostrar que P =

ProYH1 v, se amplia {Ul, u~, ... , uil a una base ortonormal en 1:1": tu"~ Uz,···, Uk' '·¡.. l' ....
u.}. Entonces {l'h!' ...• u.} es una base para HJ. y, por e! teorema 4,

v = (v· u.) U 1 + (v· u
l

) U
2

+ ... +(v .u t ) Ut +(V' uH ) UH
+... + (l" u.) U.

= plOy H V + ProYI/1 v

Esto prueba la ecuación (23). Para probar la unicidad. suponga que v = hl - PI = h2- P2'

donde b¡, h~ E H YPI' P~ e HJ.. Entonces bl - h2 = PI - p:!" Pero hl - h1 e H y PI - P:!
e H1., de manera que h

l
- h

2
e H n HJ. = {O}. Así. h

l
- h

2
= OYp¡ - P

1
= O, lo que

completa [a prueba.

1IIEIIIIII'---_D_e_S_(o_m~p_o_s_ic_i_ó_n_d_e_u_n_v_e_(_t_o_r_e_n_¡;¡_._

e lCJ..

20
7
10

7
30

7

I

7
4

7
2

7

En 1)' sea ,=¡[~l2X-!' + 3, =o}. Exprescel vcelor [ - ~] en lécm;nos de h + p. donde

henypen1.

Una base oclonocmal paca" es 8, =j[~;1s][~;~]¡, y del ejemplo 7. h = peoy. ,.

l ° 51m
7
4

e lC. Entonces
7
2

7

•• Solució"

Observe que p . h = O.
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TEOREMA m

Espacios vedoriales

El siguiente teorema es muy útil en estadística y otfas arcas de aplicación. Se dará una
aplicación de este teorema en la siguiente sección y se aplicará una versión amplificada de este
resultado en la sección 4.\1.

Teorema de aproximación de la norma

Sea H un subespacio de p' y sea l' un vector en !:r. Entonces proy 1/ '0 es la mejor aproxi­
mación para ven ¡.¡ en el sentido siguiente: si h es cualquier otro vector en H, entonces

le. DEMOSTRACIÓN Del teorema 7, l' - proYI/V E HJ.. Se escribe

v - h = (v - proYII v)+(proY II v - h)

(25)

El primer término de la derecha está en flJ., mientras que el segundo está en H, así

Ahora

Iv- hl' =(v -h¡.(v- h)

= [(v - proy" v)+(proy" v - h)j. [(v -proy" v)+ (proy" v - h)]

=Iv- proY II v 1
2

+ 2 (v - proY II v)· (proY JI v _ h)+lproYI/ v- hl
2

=Iv - proY II vr +lproY II v- hl
2

Pero IproYI/ v - hF > Oporque h,¡. proYI/ v. Por lo tanto.

Iv - hl' > Iv - proy" vi'

es decir

BASES ORTOGONALES EN ~J CON COEFICIENTES ENTEROS
Y NORMAS ENTERAS

(26)

En ocasiones es útil construir una base ortogonal de vectores donde las coordenadas y la nor­
ma de cada vector son enteros. Por ejemplo.

fU1HJfiJ}
constituye llna base ortogonal en I)l donde cada vector tiene norma 3. Otro ejemplo.
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es una base ortogonal en 1)-1 cuyos vectores tienen normas 13. 5 Y65. respectivamet1le. Resuha
quc encontrar una base como ésta cn 1)-1 no cs tan dificil como parece. Anthony Osborne ~

Hans Liebeck abordan este tema en su interesante articulo "Orthogonal Bases of [13 with lnte­
ger Coordinates and Integer Lenghts" en Tlie Allleri('(ll/ Mafhcmalica! MOl/IMy. vol. 96. núm. L
enero de 1989. pp. 49-53.

Esta sección se cierra con un teorema importante.

TEOREMA m Desigualdad de Cauchy-Schwarz en V"

Sean u y \' dos vectores en 1:;". Entonces

i. lu' '1 " lull'l·
ii. lu' vi = lullvl sólo si u = Oo \' = Au para algún número real A.

Il DEMOSTRACIÓN i. Si u = Oo \' = O(o ambos), entonces (27) se cumple (ambos lados son iguales a O).
Si se supone que u 7c- OY\' '* o. Entonces

\' :2: -Iullvl. Con

De este modo
2u·v U·V
lullvl~2,demaneroquelullvl~IYu.v~Iullvl· En forma similar,

,
u v u· v

comenzando con O s r;¡ + H ,se llega a lulH2': - 1, o sea, u .

estas dos desigualdades se obtiene

-Iullvl s u . \' s lullvl o lu . vi s lullvl

ii. Si u~ A" ,ntonc,s lu' '1 ~ lA,· '1 ~ IAII'I' y lull'l ~ IA*I ~ IAII'II'I ~ 1*1' ~ lu . 'l·
Inversamente, suponga que lu . vi = lullvl con u 7c- OYv 7c- O. Entonces

I
u· v I U· vlullvl ~ 1, d, mm"", qu, lullvl ~ ±l.

u V
Caso 1: lullvl = l. Entonces como en 1)

u v ( u v) ( u v)1 2u v¡;n;:¡ ~ ¡;n;:¡ ¡;n;:¡ ~ 2 - MM ~ 2 - 2 ~ O

Así

u v

u·v
Caso 2: lullvl:;;; - l. Entonces



~uu C,\l'iTULO 4 Espacios vectoriales

,
u v 2"·v
¡;fR =2+ lullvl =2-2=0

de manera que

problemas 4 9

AUTOEVALUACIÓN

Indique si las siguientes ascl'cracioncs son falsas o \'crdadcras

l. El conjunto {( 1, 1), (1, - l)} es un conjunto ortonormal en J:l2.

11. El conjunto {( J¡, J¡ ). (J¡, ~)} es un conjunto octonocmal en 1)'.

111. Toda base en Il' se puede convenir en una base ortonormal utilizando el proceso de

ortonormalización de Gram-Schmidt.

. (1IV. La malrlZ 1 1) es ortogonal.
-1

. [1IJ2 1IJ2)V. La matriz es ortogonal.
1IJ2 -1IJ2

Elija el inciso que responda la siguiente pregunta

VI. ¿Para cuaJes de las siguientes matrices Q-I es igual a Q'?

al (1 6)
3 -2

[
IIJ10 6/-140]el
3/JIO - 21-140

[
I/JIO

hl
3/JIO

De los problemas 1al17 construya llna base ortonormal para el espacio o subespacio vectorial
dado.

l. En J:l2, comenzando con los vectores básicos (:), ( - 1[).

2. H = {(x. y) E 1)'; X + J = O}.

3. H = {(x, y) E I:P: x - J = Of.

4. H = {(x. y) E lr: (IX + by = DI.

5. En v:'. comenzando con (: ). (~), donde {¡d - be '!- O.



7. 11 = j(x. y. :): 3x - 2)' + 6: = 01

9. L = {(x. y. :): x/2 = yl3 = :l4}

4.9 Bases ortonormales y proyecciones en [l" 401

6. 1t= l(x.y.:):2x-y-:=0}

8. 11 = líx. y.:) E V: x + 2y + 3: = 01

10. L = {(x.y.:::):x= 3t.y = -2,.: = ';1 rcall

11. L = ({x . .r.:) E V:x= 1• .1'= 21.: = -21;1 E ~l

12. H = {(x. y.:. 11") E 1)1: 2x - J' + 3: - 1.. = Of

13.11= l(x.y.:):ax+by+c:=Of.dondcabc:;eO

14. L = {(x.y. :):xlo = rb = :Ic}. donde (lbc-:;eO

15. H = l(x l • x~. x" xr x,) E V: 2\"1 - 3'\'1 + x, + '¡x. - x, = 01

16. JI = {(Xl' Xl' Xl' x~. .\) E~: Xl + 2\'l - 2xl - x~ - X, = O}

17. H es el espacio de soluciones de

x-3."+ ==0

-2.T+2y-3==0

4x-8y+5==0

"18. Encuentre una base ortonormal en ~ que incluya los vectores

u =,

l/Ji
O

l/Ji
O

I,
1,
1

2
1

2

[Sugerencia: primero ellcuetllre dos vectores \'3 y v~ para completar la base.]

2 1 2
- - -
J 3 3

Demueslre que Q =
1 2 2

es una matriz ortogonal.19. -
3 3 3
1 2 1-- -
3 3 3

20. Demuestre que si P y Q son matrices ortogonales de 11 x //. entonces PQ es ortogonal.

21. Verifique cl resultado del problema 20 con

(
l/Ji -l/Ji) ( 1/3p= Y Q=
l/Ji l/Ji ,{g13

- ,{g13)
113

00") es ortogon:!1
-.", ,

22. Demuestre que si Qes una matriz ortogonal simetrica. entonces (f = l.

23. Demuestre que si Qes ortogonal. entonces det Q = ± l.

.• 1 1 . [>c" ,24. Demuestre que para cualqUIer numero rea l. ¡¡ matriz A = 00"
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25. Sea j "1' l':_ .... \.~} un conjunlo de vectores linealmente independientes en . Pruebe que

l',;t. Opara; = 1.2..... k (Sugerencia: si l', = Oentonces es sencillo cnconlmfconSlantcs el'
e:, ... ,cl conci~Otalesqucc,", + e:": + ... + t'l ", = O].

De los problemas 26 al 34 se dan un subespacio H y un vector v. a) Calcule proy" ,.: b) Encuen·
tre una base orlonormal pam HJ.: c) Escriba ,. como h + P donde h E H YP E HJ..

26. H={(;)eI1X+F+=( -~)

27. H=t,)el)'X-)=+{~)
28. H={(;)el1aX+bY=+=(:)

29. H={(~]el1aX+6l'+c=+'=(:lv'0

~. H={(JeV3X-2Y+6,=+·f!]

31 H={(lI1X/2=Y/3d+=(:j

32 H={(;jel)'X->+'=+=(-;)

33. H=j[JI12X-Y+3'-"'=+=[ -~]

34. H=IIJI1 ,=) Y ",= 3yl: v =[ -~l
J5. Sean u

t
y u" dos vectores orlonormales en . Demuestre que IU I - u:1 = J2.

36. Si "1' ":' .... u. son ortonormalcs. demuestre que

IU I + u: + ... + uJ! = lull! + tul + ... + lul = 11

37. Encuentre una condición sobre los, números (f y b tales que {(:). (_ :)} y {(:). ( - :)}
forman una base ortonormal en ~.

38. Demuestre que malquier bllse orto normal en ~z es de una de las formas dadas en el pro­

blemit 37.
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39. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. pruebe que si lu + vi ::= lul + 1"1. entonces u y l'

son linealmente dependientes.

40. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. prucbc la desigualdad del triángulo:

[Sugerenóa: obtenga 1:1 expansión de lu + \·I~.]

41. Suponga que XI' X" .... Xl' son vectores en V" (no lOdos cero) y que

IX
I
+ x, + ... + XII = Ixll + Ix:1 +. -1-- Ixll

Demuestre que dim gen IX
I
+ x! + ... + X"I = 1 [sugerencia: utilice los resultados de los

problemas 39 y 40J.

42. Sea jUl' u!, .... u"l una base ortonormal en 12" y sea" un vector en [;n. PruC'be que I'f ::=

1'" ull' + Iv . ul + ... + 1'" uJ. Esta igualdad se llama igualdad de Parsel':ll en (;.....

43. Demuestre que para cualquier subespacio H de 1:2". (1-[-1)1 = H.

44. Sean H
I

y N! dos subcspacios de 12" y suponga que fI~ = H~. Demuestre que NI = H:.

45. Sean H
I
y H~ dos subespacios de P'. demuestre que si NI e H2• entonces H~ e fl l .

46. Demuestre el teorema generalizado de Pihígoras: .sean u y v dos vectores en l?" con u _ v.

Entonces

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. F 11. V 111. V IV. F V. V VI. e)

MANEJO DE LA CALCULADORA

En la página 230 se indicó la rorma para encontrar la longitud o norma de un vector en

I)l con la HP 50g. En la página 242 se mostró cómo encontrar el producto punto de dos

vectores en [;l2. Los mismos procedimientos se pueden emplear para l!". Por ejemplo, la

secuencia de teclas

{] .N

GJCXJITl~o:J~CD~o:J('"''')

(ALPHA)(ALPHA)Q)C!lC!)(fNrER)

da como resultado J35 '" 5.9160798. La imitación del procedimiento de la página 249
dará a . b. donde a y b están en P' para cualquier 11 > 2.

• MATLAB 4.9

Recordatorio de MATlAB

u . \' se calcula con u'*" o ,,' *u.!"1 se calcula COll sllrt(,"*I') o norm(,'). proy, u se calcula con

«u' *")1('-' *"»*" (el vector proyección de u sobre v).

1. Encuentre bases ortollormales para el espacio generado por cada conjullto de vectores

dado. usando el proceso de Gram-Schmidt. Verifique sus respucstas probando que el con-
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junIO de vectores obtenido es ortonormal y que cada vector en el conjullto original es una
combinación lineal del conjunto de vectores obtenido.

al I[ J[~]j

<)rm-;][-i] ~i]1
2. Encuentre una base ortonormal para

o 3 2
-2 -5 I

h) -3 O 4

-3 O 1

I 5 3

ti) Genere cuatro vectores aleatorios en V'

Sugeri'lláa: primero encuentre una base para H encontrando una base para las soluciones
de Ax = O. donde A = (l. -l. 3. 1J. Ydespues aplique el proceso de Gram-Schmidt.

3. a) (Lápi: y papel) Suponga que v = (:) y z = ( - ~). Suponga que \'1 = \-/1"1 y"! = 711..:1.

Demuestre que 1\'1' ",1 forma una base ortonormal en símbolo ~ siempre que ti y b no
sean ambas cero.

h} Para \' = (~). forme \'1 y \'~ corno en el inciso a). Sea w = ( -: J. Calcule PI' el vector

proyección de w sobre \'1' y Pe' el vector proyección de w sobre \'1" Recuerde la geome­
tria de una proyección usando el archivo p'jf/1.II/. Utilice los comandos prjtn(w,\'1) y
prjtn(w,\'2). el archivo se encuentra en la sección MATLAB 3.2 (en la pantalla de gráfi­
cos. w tendrá ctiqueta Uy \'10 \.! etiqueta V).

~ e) Verifique que w = PI + p! = (w . \)\'1 + (w' '"!)\'!' De el comando Iincomb(\'I,\'2.w).
(El archivo IiIlCOlllb.1I1 se encuentra en la sección MATLAB 3.1).

Describa de qué manera se refleja la geometría de la proyección y dc la combinación
lineal en la gráfica que se presema.

p,.emuciólI. La impresión directa de la pantalla NO conserva longitudes ni ángulos rec­
tos.

Para verificar que los números desplegados en la pantalla de gráficas son w . \'1 Y
W • "2. dé los comandos

formal rat

w' *"1
w'*,'2

tl) Repita losincisosb)ye) para v=(~)yw=(;).

e) Repita los incisos b) y e) para \' y w de su elección.
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J) (L{¡pi::)' papel) Explique de que forma ilustra esle problema el teorema 7 de esla sec­

ción. donde H es gen l"f.

4. u) Sca v un vcclor longitud 1 en la dirccción de (~) (divida el vector entre su longitud).

Sea w = (;). encuentre p. el vector proyección de w sobre " y calcule Iw - pi.

h) Elija cualquier valor escalar para e: haga Z = n' y verifique que Iw - zl ~ Iw - pi. Repita
para otros tres valores de c. Explique la relación entre esto y el teorema 8. donde Hes

gen \"l.

e) Repita los incisos a) y h) con w = ( - ~).

ti) Repila los iucisos a) y h) para vectores \' y w arbitrarios.

e) (Lápi:: J' papel) En el siguienle diagrama esquemático etiquete con p al vector proyec­
ción de w sobre \'. y localice w - p y w - z. Explique la manera en que estos diagramas
ilustran la geometria del teorema 8. donde ¡.¡ es el subespacio gen )"l.

w

w

,
"
", ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,,, ,

----,---"...'

,

,,,,,,
--'- ---~":::::--=-:--.:~

,

5. Proyección sobre un plano en V,

Encuentre una base ortonormallz" zlf para el plano dado por gen 1\'1' \) usando el pro­
ceso de Gram-Schmidt.

h) 1Lá/ú, ypapdl Vecifiqoc que F [ =i] es pecpendi",I" "",O", como ",', y po, lo

tanto. es perpendicular aH = gen l\'I' \'!l. Sea n = 7Jlzl. Explique por qué n es una base
ortonorm¡¡l para HJ..

(.) La definición 4 dice que la proyección de un vector w sobre ¡.¡ está dada por proy 1/ W =

(w' ZI)ZI + (w' z)z::. El teorema 7dicequew = prOYl/w + ProYI/1W, que puede rexpre­
sarse como proYI/ W= w - proy", w.

Para cuatro vectores \1' de 3 x I arbitrarios. calcule proY II Wde las dos maneras y

compare los resultados (lIuta, Como H.L es de dimensiónullo, proYI/J \1' es igual al vector

proyección de w sobre nI.

Il) (Lápi:: .1' papel) El siguiente diagrama ilustra la geomctria de proYl/w = w - prOYI/' w.
En el diagrama. localice h = proYI/_ w. bosqueje w - h Y verifique que es paralela a p. la

proyección de w sobre el plano.
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n _ ~

-'
p

6. Para los veclOres VI' ... ,\'" si se forma la matriz A = [\', ... l'.). entonces el comando de
MATLAB B = orlh(A) producirá una matriz Bcuyas columnas forman una base ortonor­
mal para el subespacio H = imagen de A = gen 1\'1" .... \',1.

(1) Sea {l'l' \'1' v]f el conjunto de vectores en el problema lb) de esta sección de MATLAB.
Encuentre A y B segün se describió. Verifique que las columnas de B son ortOllorma­

les.

h} Sea x un vector aleatorio de 3 X 1: encuentre Ax. Explique por qué Ax está en H
El teorema 4 dice que si w estú en H. entonces w = (w . Hllu. + + (w . u¡)u¡,

donde lu
l
••••• u.f es una base orlonormal para H. VerifiquccslO para \\' = Ax usando

el hecho de que lI,es la i-ésima columna de B.

(.) Repita [as instrucciones de los incisos a) y b) para 1\'1' \'~. \'3' \). donde cada \', es un
vector aleatorio de 6 X 1 Yx es un vector aleatorio de 4 X l.

7. Genere cuatro vectores aleatorios en Ró. \'1' \')" I'J' \'~. Sea H = gen 1\'1' \'~. \'3' \'~}. Sea A

= [\'1 \'~ ") \J y B = orth(A). Sea u; la i-ésima columna de B.

a) Sea w un vector aleatorio de 6 X 1. Encuentre la proyección de w sobre H. p = proyu w
usando la definición 4.

[

w. ",]w· u
Calcule z = 1 . Verifique que z = B'w YP = BB'w. Repita para otro vector w.

W· u)

"' . u.

b) Sea x un vector aleatorio 4 X 1 Yforme h = Ax. Entonces h estú en f-I. Compare Iw - pi
y 1"' - hl· Repita para otros tres vectores x. Escriba una inlerpretación de sus observa­

ciones.

e) Sea 7. = 2"1 ~ 3,,) + ,,~. Entonces H = gen {l'l' \'1" \'rzl (aqui H es el subespacio descrito
en los incisos anteriores de este problema). ¿Por qué? Sea e = [\'1 \'1 vJz] Y D = orth(C).
Entonces las columnas de D serán otra base ortonormal para H.

Sea w un vector aleatorio de 6 X 1. Calcule la proyección de w sobre H utilizando B
y la proyección de w sobre H usando D. Compare los resultados. Repita para otros dos

o más vectores w. Escriba la interpretación de sus observaciones.

ti) (Lápi: y paptd) Si {u
1
••••• u.} es una base ortonormal para un subespacio H y B es la

matriz [u
l
" •• , u.] pruebe que la proyección de w sobre H es igual a BB'w.

8, a) (Lápi: y papel) Si A es una matriz real. explique por qué el espacio nulo de A' es
perpendicular a la imagen de A; es decir. si H = II11(A). entonces el espacio nulo

(A') = H
i

.
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h) Seu A una malriz aleatoria real de 7 x 4. Sea B = orth(A) y sea e = null(A') (entollces
las columnas de B forman una base ortonormal para H = [m(A) y las columnas de e
forman una base ortonormal para HJ.). Verifique que las columnas de e son orlonor­
males.

(o) Sea w un veClOr aleatorio de 7 X 1. Encuentre h. [a proyección de w sobre H y p. la pro­
yección de w sobre HJ. (vea el problema 7 de esta sección de MATLAB). Verifique que
w = p + h. Repita para otros tres vectores w.

If) Verifique que BB' + ce = /. donde / es [a matriz identidad.

e) (Lápi: J papel) Pruebe la relación en el inciso d).

9. a) (Lápi:), papel) Suponga que {UI' ... , u) es una base ortonormal para 1/' y B es la
matriz [UI ... uJ Sea \' un veclOr en 1/'. Haciendo uso del teorema 4. explique por qué
se pueden encontrar las coordenadas de \' respecto a [a base lUlo ...• u) medianIl' Br\,.

h) (Lápi: y papel) Recuerde que si e es el ángulo entre u y w. entonces cos (8) = u .
w/lullwl. Suponga que Iwl = 1. Usando el teorema 4. pruebe que las coordenadas de \\'
respecto a una base ortonormal se pueden inlerprctar como [os cosenos de [os ángulos
que forma w con cada uno de los vectores de la base: es decir. la coordenada de w que
corresponde al coeficiente del i-ésimo vector de la base es igual al coseno del ángulo

entre w y ese veclor.

d Verifique esla interprelación encontrando los ángulos enlre e[ vector dado w y la base
ortonormallv¡, v) para~. Primero. haga un bosquejo a mano para decidir qué <ingu­
Jos espera (utilice el comando ¡leos de MATLAB. Con dae aeos se obtiene una descrip­
ción. Para cambiar e[ ángulo de radianes a grados. multiplique por 18ühr).

i. w = vector de [ongilud 1en la dirección de (:)

\'1 = veclor de longitud 1 en la dirección de C)
\'1 = vector de longitud I en la dirección de ( -:)

lf) Verifique que

2

3
2

3
I

3

2

3
I

3
2

3

I
]

2

3
2

3

" ""a base ono"on"al pan< IY. Sea s ~ [:l
Encuenlre los ángulos entre s y cada vector de la base. Primero construya w = s/lsl. Los
úngu[os entre w y [os vectores de [a base serán iguales a [os ángulos entre s y estos Yec­
tares. Repita para aIro vector s.

10. Verifique que [as siguientes matrices son ortogonales.
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(h )(: h) (h)r~
-6

12]al 1)= 8 -12 -: = BI-1
12 4

r-IJ
14

-J4 ]
('j U9) -26 -29 -2 = 8, (1) orth(rand(3») = B.l

-26 22 19

e) [u
1

u! u,] = 84, donde lul, u
Z

' u,l es la base obtenida al aplicar el proceso de Gram-

Sehmidt a ir -:H:H -~])
11. a) Verifique que cada lIna de las siguientes matrices es ortogonal. B18::., 8 18,. B,B, Y BJBJ •

donde 8
1
, B::., B, y 8

4
son las matrices del problema 10 anterior.

h) (Lápi= rpapel) Trabaje el problema 16 de esta sección de MATLAIl

12, u) Encuentre la inversa de cada matriz en el problema 10 anterior y verifique que las inver­
S¡¡S son ortogonales.

h) (Lúpi: )' papel) Pruebe que la inversa de una matriz ortogonal es una matriz ortogo­

nal.

13. ti) Encuentre el determinante de cada matriz en el problema 10. Formule una conclusión

sobre el determinante de una matriz ortogonal.

h) (Lúpi: y papel) Pruebe su conclusión.

(.) Rcvise (o resuelva)e1 problema 2 de MATLAB 3.4. Suponga quc u, v y w son vectores en

I)l que forman un paralelepípedo. Si Qes una matriz ortogonal de 3 X 3. explique por
qué Qu. Q\' y Qw forman un paralelepípedo con el mísmo volumen que el formado por
u. \. y \\'.

14. Matrices ortogonales: longitud y ángulo Recuerde que si Oes el ángulo entre u y w. enton­

ces cos (O) = u . w/lullwl.

a) Sea Q la matriz ortogonal 8
1
en el problema 10 anterior. Elija dos vectores aleatorios u y

w. Calcule y compare la longitud de \' y la longitud de Q". Calcule y compare el coseno
del ángulo entre v y w y el coseno del ángulo entre Q" y Qw. Repita para ulltotal de tres
pares de vectores elegidos \' y w.

h) Repita el inciso a) para otra matriz ortogonal del problema 10. Repita el inciso aJ para
Q = orlh(hrand(5)-1) (verifique primero que esta Q es ortogonal), Escriba una inter­
pretación de sus observaciones de los incisos a) y b).

e) Sea Q = orth(2*rand(6)-I). Verifique que Q es llna matriz ortogonal y por ende que las
columnas de Q forman una base ortonormal para 1:1'.

Scan x y z dos vcctores aleatorios de 6 X 1. Encuentre xx. las coordenadas dc x res·

pecto a la base dada por las columnas de Q. Encuentre zZ.las coordenadas de Zrespecto
a esta misma base.

Compare Ix - zl con Ixx - zzl. Repita para otro par de vectores x y Z y describa sus
observaciones.

tI) El inciso e) tiene algunas ramificaciones importantes. En cualquier c¡'¡!culo o medición

se introducen errores. Un aspecto importante al diseii.ar algortimos numéricos hace refe-
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rencia a los errores compuestos o acumulados. Se puede interpretar Ix - zl como un error:
por ejemplo. x puede representar los valores teóricos y z lIna aproximación. Explique
cómo pucde vcrse en las observuciones del inciso el que el cambio del proceso a las coor­
denadas de una base ortonormal no acumula (incrementa) un error que ya cstú presente.
¿Por qué el cambio de regreso a coordenadas estúndar tampoco aumentu cl error?

e) (Lápi:: y papel) Si Q es una matriz ortogonal y v y w son vectores. pruebe que Q\' . Qw
= v . w. Utilice esta demostración para probar que 10'1 = 1\'1 y que el coseno del ángulo
entrc Q\' y Qw es igual al coseno del úngulo entre \' y w.

f) (Lúpi:: J' papel) Pruebe sus observaciones en el inciso e) (explique primero por qué al
cncontrar las coordenadas de un vector x respecto a las columnas de Q se obtiene lo
mismo que al multiplicar x por lIna matriz ortogonal).

15. Matrices de rotación Seni necesario haber completado los problemas 9 y 10 de MATLA B
4.8. Si sólo ha terminado el problema 9. se pueden resolver los incisos a) y b) para 1)2.

tt) Considerc la matriz de rotación Ven el problema 9b) y las matrices de rotación P. }' y
R dcl problema lOa) dc MATLAB 4.8. Elija un valor para el ángulo de rotación. por
ejemplo, it/4 y verifique (usando el ángulo que cligió) que cada matriz V. P. }' y R cs

ortogonal. Repita para otros dos ángulos.

h) (Lúpi:: J' papel) Como una matriz de rotación de 11 X 11 es ortogonal. las columnas de
la matriz forman una base ortonormal para I? ¿Por qué? ¿Por qué puede esperarse este
tipo de geometria?

el (Lápi:: J papel) Recuerde que en el problema 10 de MATLAB 4.8. IH posición de la
nave se encuentra haciendo las maniobras de inclinación, desviación y giro en algún
orden. Esto lleva a una matriz de posición que se forma con el producto dc algunas de
las matrices de rotación P. y y R. Explique por qué la matriz dc posición es una matriz
ortogonal.

ti) Suponga que la orientación original dc un satélite estú dada por las maniobras de incli­
nación, desviación y giro de manera que su matriz de posición es ortogonal. El centro
de control (orientado a lo largo de las coordenadas estúndar) verifica periódicamente la

posición del satélite pidiéndole las lecturas (en coordenadas del satélite) de objetos con
localización conocida en el centro de control.

Cierto sa\l~lite envía las siguientes lecturas (que se ajustan para tomar en cuenta las
distintas localizaciones del centro de control y del satélite):

[
.7017]

v l = -.7~17

[
.2130]

,,! = .2130

.9093

[
.,025]

vJ = -.~~~~

para oa objeto ea [~] (coocdea"d" eSI"ad,a)

para un objeto ca [r] icoocdca"das cs<úadac)

para an objeto co [~] (coocdcaadas "<úadac)

Explique por qué el centro de control está al corriente de que algo no funciona con
el satélite [SIIgerellcia: explique primero por qué la matriz [\'1 ", \'3] debe ser igual a A-I/.
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dm,de 1= [~ ~ ~] y 4 es 1" ",,,te,, de pos",oo dd s,"eh" Recucede que 1,", lecwr,",

son 1,," co",~en~d,': de [~W] y [~] r"recoo ,,1 sos,,"',, de eoorden"das dd s,"eh"

dadas por A.la matriz de posición. ¿Qué tipo de m<l¡rices deben ser JI y;l-I?].

e) Suponga que la nave se orienta con Ulla maniobra de inclinación. un úngu!o de rr/4.
seguida de tina desviación con un úagula de - TI/3 Ydespués un giro con un ángulo de
;rIó. Encuentre la matriz de posición.

Encuentre los úngulos enlre cada uno de los ejes coordenados de la nave y el eje.\"

es¡úndar. es decir. los ángulos entre las columnas de la matriz de posición y el veClOr[~lEncuentre los úogulos entre los ejes coordenados de la ",ove y el eje!, "" ... d,,,_ Y

los ángulos enlre cada eje coordenado de [a nave y el eje: estándar (vea el problema 9
de esta sección de MATLAB). Explique su procedimiento.

16. (/) Sca x un vector aleatorio de 3 X L Sea \. "" x/lxl. Encuentre la matriz H "" 1- 2"\,,.
donde 1es la matri7. identidad de 3 x 3. Verifique que fI es ortogonal. Repita para otros
dos vectores x (recuerde que el comando e~'e crea una matriz identidad).

h) Repila el inciso a) para x. un vector aleatorio de 11 X I con dos valores diferentes de 11

(aqui I será la malriz identidad de 11 XII).

e) (Lúpi= y papel) Si \' es un vcctor dc longitud I en ~'. pruebe que fI "" I - 2\'\" es una

matriz ortogonal.

(1) Geometría Las matrices que se acaban de construir se denominan reflectores elementa­

les. Sea \' un vector unitario en I:!'y construya H como antes. Sea x cualquier vector en
I:!', Entonces Hx es la renexión de x a través de la recta perpendicular a \',

El siguiente programa de MATLAB ilustra esta geometría. El vector 7. calculado

es x - proy, x, por lo tanto. scrá un vector perpendicular a \', Asi. z representa la rcr:ta

perpendicular a \', Esta recta está dibujada con una linea punteada en color magenla.
La recIa determinada por \' se representa con una línea azul discontinua. El vcctor x

original estú trazado en negro y el vector reflejado h está dibujado en rojo. Los renglones
del programa que preceden a la instrucción de graficar se necesitan para establecer la

perspectiva de los ejcs de manera adecuada para que las longitudes iguales se vean igua­
les y los ángulos rectos se vean COlTlO tales. Cuando termine esta parte. borre la ventana

de grúficos con el comando clr.
Introduzca los vcctores no y x de 2 x 1:

v=vv/norm(vv)¡ % Vector unitario con la dirección de vv

z=x-(x'*v)*V¡ % Proyección perpendicular de x
% con respecto a vv
H=eye(2)-2*v*v' ¡ % Operador de reflexión

h=H*x¡ % Imagen del vector x a través de la reflexión

aa=[x',z',h',-z',v',-v'] ;
m=min(aa)¡M=max(aa);
plot{[O z(l»), [0,z(2)] ,'m:', [O,-z(l)], [O,-z(2)],'m:', .

(O v(1)],[0,v(2)),'b--',[0,-v{l)l,(0,~v{2)],'b--', .
(O x(l) l, [O,x(2)), 'k--', (O,h(l)], [0,h(2) l, 'r')
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axis([m M m M]);
axis ('square');
grid
title('Magenta z, Azul v, Negra x, Roja h')

Los vcctores sugeridos son

"" =10; 1I , =13;31
\'\'=11:11 x =1-1;21
n=II:11 x =14:21

e) Observando la geometría. dé una conclusión de la relación entre ¡.¡ y ¡.¡ l. Pruebe su
conclusión para cuatro matrices ¡.¡ generadas igual que en los incisos a) y b).

17. Trabaje los problemas 9 y 10 de MATLAB 4.8 Yel problema 15 de eslll sección (de
MATLAB).

E APROXIMACiÓN POR MiNIMOS CUADRADOS

En múltiplcs problcmas de las ciencias biológic:IS. li~icas y sociales resulla ütil describir la rc­
lación entrc las vari:.bles de los mismos por medio de una exprcsión matelmitica. Asi. por
ejemplo. se puede deseribir la relación entre el costo. el ingreso y la ganancia con la fórmula
sencilla

p= R- e

En un contexto distinto. se puede representar la relación entre la aceleración debida a la
gravedad. el tiempo que un objeto ha caido y la altura a la que estaba mediante la ley fisica

donde So es la altura inici:ll del objeto y l'O es la velocidad inicial.
Por desgracia. no es [¡'¡cil obtener fórmulas como las anteriores. Muy a menudo los cien­

tíficos o los economistas tienen que trabajar con grandes c:llllidades de datos p:lfU encontrar
relaciones entre las variables de un problema. Una manera comun de hacer esto es ajustar una
curva entre los distintos puntos de datos. Esta curva puede ser recta o cuadnitica o cúbica. y asi
sucesivamente. El objetivo es encontrar la curva dcltipo especifico que se ajuste "mejor"'- a los
datos dados. En est¡¡ sección se muestra cómo logrdr esto cuando se tienen dos variables en el
problema. En cada caso se supone que existen" puntos de datos (Xl' J). (X!_ J!)..... (x._ yJ

En la figura 4.7 se indican tres de las curvas que se pueden utiliz.u para ajustar datos.

Figura 4.7
Trt'S curvas en ~ plano xy.

,.

•

a) Recia

)'

•

--70F-~"X

b) Cuadr:il;ca

)'

•

-"""of---'~."·;7..'-- .,

e) CUbica
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APROXIMACIÓN I~OR UNA RECTA

Ames de COnlinmlf. debe aclararse qué quiere decir "mejor ajuste", Suponga que se busca la
recta de la forma y = b + //IX que mejor represente a los fI dalos (XI" ,1). (x!" y~). .... (x.-.I'J

La figur.l 4.8 ilustra lo que ocurre (utilizando tres dalos). En esta figura se ve que si se

supone que las variables x y .r eslnn relacionadas por la fórmula J = b + I1IX. entonces. por
ejemplo. para x = x. el valor correspondiente de y es b + 111'\'1" Esto es diferente del valor "real".
l' = r.
. .¿ 1>'1a distancia entre lospunlos(a,"bt ) y (1l1' h

1
)cSla dada pord = J(a, ~ o:f + (bt - b

1
)1

Por lo lanlo. al determinar la manera de elegir la recIa)' = b + //IX que mejor se aproxima a los
datos dados. es razonable usar el criterio de seleccionar aquella que minimiza la suma de los
cuadrados de las diferencias entre los valores y de los puntos y el valor)' correspondiente a la

recIa. Observe que como la distancia enlre (Xl' .1"1) Y(Xl' b + 111.\) es -"1 -(b + 11'-\). el problema
(pmo' los 11 datos) puede establecerse como sigue:

Problema de mínimos cuadrados en el caso de una recta

Encuenlre numeras m y b tales que la suma

b', - (b + 11'-\)I~ + Ll'~ - (b + 11'-\))2 + ... + U'a - (b + 111.\)]2 (1)

sea minima. Para estos valores de /1/ y b. la recta)' = b + /l/X se llama aproximación por
la recia de mínimos cuadrados a los datos (XI' )',). (x~, J':), ... , (x.' yJ.

Una vez definido el problema se busca un melado para encontrar la aproximación de míni­

mos cuadrados. Lo mas sencillo es escribir todo en forma matricial. Si los puntos (XI' )). (Xl' .I'!),

.. , (x•. .r) están todos sobre la recla.r :: h + /l/X (es decir, si son colineales), enlonces se tiene

.1'1 =b+III.I'¡

y! =b+III.I"!

y.=h+lllx.

o

Figura ".8
Los puntos sobre la rKta
lle'Al'1l(OOI~

(x.b mx)

y = Au

y

(x!, b + mx~)

•
(Xl·fl)

---T"-------;o+---------~,

"'=IILI+b

(2)
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dondc

[
,:,] [1"'11, l 1,

Y= - A = .-

1. l '.

y"=(bJm
(JI

Si los puntos no SOI1 colinc'lles. entonces y - Au,¡. OY el problema sc conviene en

Forma H~ctorial del problema de mínimos cuadr:ldos

Encuentre un vcctor u tal que la forma euelideana

Ir - A"I
sea minima

(4)

Observe que en~. I(s. .1')1 = ~ x: +/. en iJ-'. I(x. y. =)1 = ~,\'1 + / + =1. etc. Entonces.
minimizar (4) es equivalente a minimizar la Slll11H dc cU¡ldrados en (1).

Encontrarel veclor u que minimiza no es 1¡ln dilicil como p:lreee. Como A es una matriz de
11 x 2 y u es una matriz de 2 x l. el vector Au es un vector en 12" que pertenece a la imagen de A.
La imagen de A es un subcspacio de 12" cuya dimensión es a 10 mús dos (ya que cuando mucho
dos columnas de A son linealmente independientes). Asi. por e1teorcm;1 de aproximación de la
norma en (teorema 8. pagina 405,. (-1) es un mínimo cuadrado

Au = proYII~'

donde fI es la imagen de A. Se ilustran'l esto con una grafica par.. el caso de JI = 3.
En iJ.' la imagen de A ser'" un plano o una recta que pasa por el origcn (ya que estos son los

únicos subcspacios de I)l de dimcnsión lino o dos). Vc;. la figura ".9. El \'celor que minimiza
se denot" por u. De la figura (y del teorema de Pitúgoras) sc deduce que Iy = Aul es minillla
cuando y - Au es onogonal ;l la imagen de A.

Es decir. si u es el vector que minimiz¡l. enlonces par¡¡ todo veclor 11 E I:r

Au 1. (y - Au)

Usando kI definición de producto escalar en . se encuentra que (5) se vuelve

Au·(y-Au)=O

(5)

Figllnl 4.9
Au (OS ortogonal a Au.

(Au)'(~'-Au)=O

(u'A'Xy-Au)=O

Imagell de ti

fórmula (6). púginol 121

leorema 1ií). pi.gina 120

,.

~' - tlu

)f---...,--- ...
O

A"

x
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o

u'(A'y - A'Au) = O

La ecuación (6) se cumple para IOdo u E [,)2 sólo si

A'y - A'Aii = O

Al despejar ii de (7) se obtiene

(6)

(7)

Solución al problema de minimos cuadrados para un ajuste por línea recta

Si A YYson como se definieron en (3), entonces la recta y = /l/X + b da el mejor
ajuste (en el sentido de mínimos cuadrados) para los puntos (XI')'I)' (Xl' Y2)' ... , (x.' y.)

cuoodo(b) = ¡¡ y
m

-¡¡ = (A'At l A'y (8)

EJEMPLO 1

•• Solución

Aquí se ha supuesto que A'A es invertible. Este siempre es el caso si los 11 datos no son co­
lineales. La demostración de este hecho se deja para el final de esta sección.

La recta que mejor se ajusta para cuatro datos

Encuentre la recta que da el mejor ajuste para los dalos (1, 4). (- 2. 5), (3. -1) Y(4. 1).

En este caso

Entonces

A=[: -;]1 3'

1 4

, (1A =
1

1

-2 3

A'A=(4 6).
6 30 (A'Af'=-'- (30 -<i4) Y

84 -6

~=(A'Arl Aly=~(30 -6)( 1
84-641

1

-2 3

1(30 -6)( 9) 1(300) ( 3.57)
=84 -6 4 -5 =84 -74 "< -0.88

Por lo tanto. la recta que mejor se ajusta está dada por

y = 3.57 - 0.88.\"

Esta recta y [os cuatros datos se bosquejan en [a figura 4.10.



Figura 4.10

La recta que mejor se
ajusta a los cuatro puntos
es y = 3.57 - O.88x.

4.10 Aproximación por minimos cuadrados 415

(-2,5)e

e(l,4)

• (4, 1)

--+-+-+--+--+-;;+->-<.....4<:+-. x
O

y = 3.57 - O.88x

APROXIMACiÓN CUADR;\TICA

Ahora se desea ajustar una curva cuadrútica a los 11 datos. Recuerde que una curva cuadrátlca
en x es cualquier expresión de la forma

y=a+bx+n-1 (9)

La ecuación (9) es la ecuación de una parúbola en el plano, Si los 11 datos estuvieran sobre la
parábola, se tendría

Y1 =a+bx
1

+CX1
1

Y2 =a+bx2 + ex:

( 1lI)

y. =a+bx.+cx;

Para

y =[:J A =[ j

XI x~,
Xl Xl

X. X;

(11 )

El sistema (10) se puede volver a escribir como

}' = Au

al igual que antes. Si los datos no se encuentran todos sobre la misma parábola, entonces y
Au:;t: Opara cualquier vector u, y de nuevo el problema es

Encontrar un vector u en I)ltal que I~' - Aul sea mínima.

Utilizando un razonamiento similar al anterior, se puede demostrar que si cuando menos tre:.
de las Xi son diferentes. entonces AlA es invertible y el vector que minimiza al vector ii esta
dado por

(12)
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EJEMPLO 2 El mejor ajuste cuadratico para cuatro puntos

Encuentre el mejor ajuste clwc!rútico para los dalos del ejemplo \ .

• Soludóu Aquí

Enlonces

A'A~[ :
6

30) [35M 396
-396)

30 84 . (A' Ar' ~ _1_ 396 516 -156
4752

30 84 354 -396 -156 84

Y

[3564 396 -391
I I

I:JI-~Jii=(A'Ar' A',.=_I- 396 516 -156 1 -2 3
. 4752

-396 -156 84 I 4 9

r564 396
-396)[ 9) [17820) [ 375)~ -'- 396 516 -156 -5 = 47

1
52 -3852 "" -0.81

4752
-396 -156 8-1 31 -180 -0.04

Así. el mejor ajuste cuadrático p.lra los datos está dado por la parabola

y = 3.75 - O.81.\" -O.04.\..l

La figura 4.11 presenta Ul1l1 grúfica de la parúboJa y los cu;ltro punlos.

¡\IOtti. Si 11 es grande. entonces el calculo de {A'Ar l puede Ilc\':1r a una gran cantidad de crl"
nUlllcricos. En este caso es mucho m¡is eficiente cnconlmr ii resolviendo el sistema (A'A ii
A'y por descomposición LU. De hecho. resolver A'Aü = A'y por este mctodo es casi sien
más eficiente que ca1cular(A'A) 1 cuando 11 > 3.

Figura -t 11
la ecuacion cuad!atlúl y =

].75 - 0.8111' O.04x-!"§

el~ a¡uste euadfatKo
pilfa 105 cuatro punt05..

(-2.5) _(1.4)

•(3. -1)

Y = 3.75 - 0,81x - 0.04.1.1
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El mejor ajuste cuadrático para cinco puntos

puede proporcionar una estimación para 9

El método de ajuste de curvas se puede utiliz¡lr p:lnl medir las constantes fisicas. Suponga. por
ejemplo, que se deja caer un objeto desde una ahura de 200 metros. Se toman las siguientes
mediciones:

Tiempo transcurrido Altura (en metros)

O 200

1 195

2 ISO

4 120

6 25

Si un objeto en la altura inicial. en reposo. se deja caer, entonces su altura después de I segundos
esta dada por

s = 200 - .!.gl!
2

Pam estimar g. se puede encontr<lr un ajuste cuadratieo para los cinco puntos dados. Los
coeficientes del término 12 serán. si las mediciones son buenas, una aproximación razonable al

número -~g. Utilizando la notación anterior. se tiene

o O 200

1 1

A'=[~
1 1

3:)

195

A= 2 4 2 4 Y :r= 180

4 16 4 16 120

6 36 25

Entonces

y

[

5 13

A'A= 13 57

57 289

57)289 ,

1569
[

5912

(A' Ar' = _1_ -3924
7504 508

-3924

4596

-704

508)
-704

116

200

[ 5912
-3924 5011 1 1

3:)
195

ii = _1- -3924 4596 -704 O 1 2 4 180
7504

508 -704 116 O I 4 16 120

25

[

5912 -3924
=_1_ -3924 4596

7504
508 - 7().1

508][ 720] 1 (1504080) [200.44]-704 1185 =-- -8460"" -1.13
7504

116 3735 -35220 -4.96

Los datos se ajustaron con la ecuación cuadriltiea

S(/) = 200.44 -1.131 -4.69r2

. 1
Yse tIene que 19. 4.69, o sea.

g '" 2(4.69) = 9.38 m/scg"
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TEOREMA a

Espacios vectoriales

Esto es razonablemente cercano al valor correcto de 9.81 m/seg1. Pam obtener una aproxima­
ción más c:<actll de g seria necesario obtener observaciones más precisas. Observe que el térmi­
no -1.131 representa una velocidad inicial (hacia abajo) de 1.1) m/seg.

Se observa aquí que las ¡tpro:'\imacioncs de polinomios de grado más alto se obtienen de
manera ide.ltica. Vea algunos detalles en los problemas 7 y 9 de esta sección.

Concluiremos esta sección demostrando el resullado que garantiza que la ecuación (8) será

siempre válida. excepto cuando los puntos eslén en una misma recta venical.

Sea (XI' )'1)' (.1,'2" )'2)' .... (X.' J). 11 PUnlOS en~. y suponga que no lodas las .\5011 iguales.
Entonces si A está dada como en (3). la malriz A'A es llna matriz ¡nvertible de 2 X 2.

Notll. Si XI = Xl = X) = ... = X.' entonces todos los datos están sobre la recta vertical
X = XI Yla mejor aproximación lineal es. por supuesto. dicha recta.

L DEMOSTRACIÓN Se tiene

[

1 ,,]
1 x,

A- -

I x~

Como no todas las x/ son iguales. las columnas de A son linealmente independientes.
Ahora bien

[

1 ') [ .)

I "L.x
:J 1 " = i,. t,,:

1 x~ ..1 ,~l

Si A'A no es invenible. etllonces del A'A = O. Eslo significa que

(13)

Sea u = . y x = :- . Entonces

1 '.

y u.,=i-"
¡-I

de manera que la ecuación (13) se puede establecer como

lull'l' = lu . '1'
y sacando miz cuadrada se obliene

lu . ,1 = lull'l

Ahora. la desigualdad de Cauchy-Schwarz (pagina 399) dice que lu· xl ::s jullxl en
donde la igualdad se cumple si y sólo si x es una constante multiplo de u. Pero u y x son
las columnas de A que son linealmente independientes, por hipólesis. Esta contradic­
ción prueba el teorema.
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AUTOEVALUACIÓN

l. La recta de mínimos cuadrados para los dalos (2, 1). (-1.2) Y(3, - 5) minimizara

a) [2 - (b + m)J' + \-1 - (b + 2m)]' + [3 - (b - 5m)J'

b) 11 -lb + 2m))' + \2 - (b + m)l' + 1-5 - (b + 3m)]'

e) [1 - (b + 2m)jZ + 12 - (b + 111)1 + 1-5 - (b + 3m)1

d) (1 - (b + 2)]' + [2 - (b - 1)]' + [-5 - (b + 3)1'

De los problemas I al 3 encuenlre la recta que se ajuslll mejor a los puntos dados.

1. (\.3).(-2.4).(7,0)

2. (-3.7). (4. 9)

J. (1, J). (4. 6). (-2. 5). (3. -1)

De los problemas 4 al 6 encuentre el mejor ajuste cuadrdlico para los puntos dados.

4. (2. -5). (3. O). (1. 1). (4. -2)

5. (- 7. 3). (2. 8). (1.5)

6. (1.-1).(3.-6).(5.2).(-3.1).(7.4)

7. La ecuación cúbic:l general esta dada por

a+ bx + c.'..2+ dx l

Demuestre que la mejor aproximación cúbica a 11 puntos esta dada por

donde y es como se definió y

8. Encuentre la mejor apro.'\lmación cllbica para los puntos (3. - 2), (O. 3). (- 1.4). (2. -2) Y
(1.2).

9. El polinomio general de grado k esta dado por

Demuestre que el polinomio de grndo k que mejor se ajust:l a los 11 puntos esta dado por
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donde

A =[;
Xi x;

'~]x! X~ X,

, ,
x, x" x,

10. Los puntos (l. 5.52). (-1. 15.52). (3. 11.28) Y(- 2. 26.43) estún todos en llna parábola

tl) Encuentre la parúbo]a

h) Demuestre que IJ - ¡fül = o.

11. Un fabricante compra grandes cantidades de refacciones para cierta múquina. Él enCllcn­

Ira que este costo depende del número de cajas compradas al mismo tiempo y que el costo

por unidad disminuye contarme ellllltllero de cajas aumenta. Supone que el costo es llna

función cuadrútica del volumen y de las facturas anteriores obtiene la siguiente tabla:

Número de cajas Costo total
compradas (dólares)

10 150

JO 260

50 J25

100 500

175 670

Encuentre su función de costo IOtal.

12. Una persona lanza una pelota al aire en dirección hacia abajo. La altura que alcanza está

dada por .1'(1) = So + l/O! + 19f!, Se tornan las siguientes mediciones:

Tiempo transcurrido Altura
(segundos) (pies)

1 57

15 67

2.5 68

4 9.5

Usando los datos. estime:

ti) La altura a la que se dejó caer la pelota

h) La velocidad inicial

c) g (en pies/seg!)
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MANEJO DE LA CALCULADORA

En estadística. un problema importante es encontrar la recta de mínimos cuadrados. En
el contexto de estadística. el procedimiento para hacerlo se denomina regresión lineal,
Encontrar el mejor ajuste cuadrático se conoce como regresión cuadrática. la regresión
lineal es una herramienta de uso común y prácticamente todas las calculadoms que grJ­
fican pueden calcular los valores de m y b una veZ que se introducen los datos.

Todos los cálculos estadíSlicos se realizan oprimiendo las teclasCCJ~ yeligicn·
do el tipo de tmbajo que se está interes..1do en realizar. por ejemplo. seleccionando la
opción I se trabaja con estadísticas donde sólo se tiene una variable. la opción 3 propor­
ciona herramientas pan! hacer ajustes de curvas a dalos prescmados como colecciones
de puntos.

Se volverá a calcular la recta de regresión para los datos del ejemplo 1: (l. 4). (-2.
5). (J. -]) y (4. 1).

Presione CCJ~CD(fN7fR).

.... nz •• ,,, .• '<_ .....1: l.l"'JI.__

¡;; l.'" _i....

4: •. s.•...., ...u_¡ ::::;~·ia~::::-L

l'----
Aparece la siguiente pantalla con el campo íDAT marcado que es donde se guardan el
conjunto de puntos con los cuales se va a calcuar el ajuste.

Oprimendo la tecla marcada como EDIT se obtiene lil siguiente pantalla que es donde
se escriben los datos. utilizaremos la primcru columna para los valores de.\" y la segunda
columna para los valores de y,

Pant introducir el primer punto oprimimos la secuencia de teclas

con lo que se obtiene la siguiente pantalla.



l.
5.

l.
5.
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A continuación oprimimos ®@)@) para dejar al cursor al inicio del se­
gundo renglón como se muestra a continuación

Introducimos el segundo punto.

CIJ( <1-.) QPDCD(ENTER).

En esta ocasión ya no hay que regresar el cursor al inicio del tercer renglón.

UI -,
3-1:
1!!BIDD:ll::IIiIl:lE:Jl!I!DJlGDI

Introducimos el tercer punto,

P3.

4-1:
mBlI!mIJl:rnmDm:IllB!ll

Introducimos el cuarto punto.

IJI'~ i:
3. -J.
4. 1.

5-1 :
mDmtlCClJ)Emal!m:llllD

Para terminar oprimimos {ENTER} 10 que nos lleva a la siguiente pantalla.

rn ~ftTft
tO~P ..._ ••

X_tolo I V-(ol'2

".~.l' Line.ar Fit

En el segundo renglón se puede especificar cuál columna utilizar para los valores de x y
de y. en este caso no hay necesidad de cambiar nada. Seleccionamos el modelo a ajustar
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y que en este easo es una recta por lo que debemos escoger el modelo de Linear Fit y
oprimir la tecla OK.

ru ...,.
e...." [[ 1. 4. l [ -2._
.-<+1' 1 "(+1' 2
....1' 141.1#1••

e..... st+tlst¡cU ._l_ inJXJlDIIDI

Aparecen los resultados de este ajuste en los renglones del 1 al 3. en el tercer renglón
aparece la ecuación de la recta que se ajusta, de la mejor forma. en el sentido de mínimos
cuadrados. a los puntos proporcionados..

11I1 IIU lltI M.' •• '(...[ u.u,:.'5'

"3' ~57142S57t4:3_.88(.
2: rl!laHon:(-.8463.
t: ari.-oc:.. :(-6.16,66.
m:DImJIM' _

Para poder leer completamente el renglón. con las teclas del cursor seleccionamos el
renglón 3

UD ...~ •• M.' •• '(...e u.u

y oprimimos la tecla VIEW

:3. 571428~7143.-. 881395:.

1DlilI _

Finalmente oprimimos la tecla TEXT y ahora ya podemos leer la ecuación de la recta,

rD:II:J__ ..
Siguiendo un procedimiento similar podemos leer el valor del coeficiente de correla·
ción

yel valor de la covariancia,
"""- _lIIII
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l'.il!im ..

Es posible hacer ajustes a polinomios de cualquier grado, en el Manual del Usuario de
la calculadora aparece un programa para lograr este objetivo (capítulo 18).

De los problemas 13 al 16 encuentre, con ocho cifras decimales, la recta de regresión
para los datos dados.

13. (57,84); (43. 91); (71, 36); (83, 24); (108,15); (141, 8)

14. (0.32, 14.16); (-0.29. 51.3); (0.58. -13.4); (0.71, -29.8); (0.44, 19.6); (0.88, -46.5)

15. (461.982); (Sil, 603); (846. 429); (599. 1722); (806. 2415); (1508, 3295); (2409. 5002)

16. (-0.0162, -0.0315); (-0.0515, -0.0813); (0.0216. -0.0339); (0.0628, -0.0616);

(0.0855, -0.0919); (0.1163, -0.2105); (0.1316, -0.3002); (-0.4416, -0.8519)

En los problemas 17 a 20 encuentre la curva de regresión cuadrútica para los datos que
se proporcionan.

17. Los datos del problema 13.

19. Los datos del problema 15.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. b)

18. Los datos del problema 14.

20. Los datos del problema 16.

• MATLAB 4.10

1. Considere el conjunto de datos (L 2). (2 ..5). (-],4). (3.5. -(), (2.2 . .4) Y(4, - 2). Sea x un
vector de 6 x 1 que contiene las coordenadas x y sea ~' un vector de 6 X 1 con las coorde­
nadas y.

a) Dé A = (oncs(6,1).x] y explique por qué A es la matriz utilizada para encontrar el ajuste
a estos datos con la recta de minimos cuadrados.

h) Encuentre la solución de mínimos cuadrados u = (A'A)-IA'y. Encuentre \' = A\)' Ycom­
pare con u (el comando diagonal invertida ,,\" en MATLAI3 encuentra la solución de
mínimos cuadrados para un sistema de rango completo sobredeterminado).

c) Encuentre Iy - Aul. Elija w = u + [.I;M .5], encuentre Iy - Awl y compare con Iy - Aul.
Repita para otros dos vectores w. Explique qué parte de la teoría de aproximación por
mínimos cuadrados ilustra eslo.proylly

d) La teoria de aproximación por mínimos cuadrados asegura que Au = proylly. donde fI

es la imagen de A y u es la solución de minimos cuadrados. Encuentre proylly usando
B = orfh(A) como en el problema 7a) de MATLAB 4.9. Verifique que Au = proYII~"
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e) La visualización de los datos y del ajusle con la recta de mínimos cuadrados puede ser
de ulilidad. El siguienlc programa de MATLAB encuentra los coeficienlcs para el ajuste
con la recia. genera varios valores de la coordenada.\" (el veClor s). evaltla la ecuación
de la recia para estos v;.llores. grafica el conjunto de dalos originales con signos de • en
blanco. y grafica la recta de minimos cuadrados.

NoNI. Por supuesto. para graficar una recta no se requiere evaluar la ccuación para varios valores.
por 10 que en realid,ld no es necesario encontrar el vector s. Sin embargo. para gnlficar ajustes
con polinomios de grado mas alto (o exponenciales) se necesita evalU;lr 1:1 runción P;ll";l varios
valores de x. La generación des se incluye aqui para proporcionar el mooelo de MATLAB que
necesitara sólo pequeilas modificaciones para otro tipo de ajustes.

u = A\)'

S = min(x):(max(x}-min(x»JlOO:max(x):
til = u( I)+u(2)*s
plol(X.~" .w*' ,s.fil)
u = A\y: '"l. Resuelre el problema de mínimos cuadrados
s = linspace(min{x)-O.5.max(x) + 0.5.100); .¡', punlos a graficar
lljusle_a_recla = 11(1) + u(2)*s; 'V. enlluación de la rcela
c1f 'y., borrar la renl:lna de grafieas
Illol(s,ajuste_a_rceta,' r',' Lille\Vidth' ,2); '10, grafielu la
'x. r{'eta ajllstlld:l
hold on 'x. ivlantcncr fija la gratica
Jllol(x.~','bx'.'MarkcrSize' ,10,' LincWidth' ,2); % graficar
% los datos originales
grid 'V. desplegar cuadrícula
legend(' Rccta de ajusle' :Datos') % deplegar rótulo
Title(I'Rcela: ·.nllm2slr(u{2»,'x + '.num2str(u(I))I)
-/.deplegar
"/.lilulo

¿Parece un ajuste rilzonable la recta de minimos cuadr:ldos para estos datos"!

f) Utilice la ecuación de minimos cuadrados para aproxim'lT un valor de.r para x = 2.9.

2. Considere los datos en el problema II dc esta sección. Sea x un vector de 5 x I que con­

tienc los valores del número de cajas compradas. Se" ~'el vector de 5 x 1 con los valores
correspondientes del costo total.

(1) El problema pide un ajuste cuadrático. Dé A = lones(5.1) x x..... 21 y explique por que
est,. matriz es la matriz usada para ese ajuste.

Nota. El punto (.) antes del símbolo "A"" es importante. Le dice a MATLAB que eleve al
cuadrado cada componente del veclor x.

b) Siga las mismas instrucciones de los incisos b) al e) del problema 1anterior. excepto p.ml
el inciso b). seleccione w como un vector de 3 X l. por ejemplo w = ti + 1.1 :-.2:-.051: para
el inciso e) use til = u(I)+u(2)*s+u(J)*s.A2:.

,.) Usando la ecuación cuadnitica de minimos cuadrados. estime el costo tOlal para 75
cajas y estime el costo total para 200 cajas.

3. Trabaje el problema 12 de esta sección.

4. Es importante observar las gráficas de los datos y la solución de minimos cuadrados. Una
solución de minimos cuadrados puede versc bastante afectada por uno o dos puntos. Al­
gunos datos pueden scr muy distintos al resto de los ellos. Éstos se denominan punlos
dispersos. Los puntos dispersos pueden indicar errores en los datos o un comportamiento
poco usual que puede invesligarse más a fondo.
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a) Sean x y y dos \'ectorcs que representan los datos del problema I de esta sección. Se
agregara el punto (1.5. - J.8) al conjunto de datos. Sea r = 1.5 Yr = -3.8. Forme xx ""

IX;rl y YY = I)';tl·

i. Dc el comando plot(xx.n.'m*'). localice el dato adicional y explique por que se
puede considerar un punto disperso.

ii. Se graficará la recta de ajuste de mínimos cuadrados para los datos originales y el
mismo ajuste para los datos aumentados en la misma grúfica para que se puedan
comparar.

Encuentre u. la recia de solución de mínimos cuadrados para los dalOs en x y J.

Encuentre UU. la recta de solución de mínimos cuadrados para los datos en xx y)'y.
Forme s igual que en el problema le) anterior usando x.x en lugar de x. Encuentre tit
igual que en el problema le) usando u y encuentre fitl usando UU. Dé el comando

plot(x.y, 'bx' ,r,t.'mo' .s,fit,' r' .s,fit 1.'g')

Este comando graficani los datos originales con una x azul (bx en el comando) y
el punto disperso con una vocal o magenta (mo). La recta de ajuste pam los datos
originales quedará en rojo (r) y la de los datos aumentados en verde (g).

¡ii. Describa el cfccto del punto disperso sobre la recta de ajustc de mini mas cuadrados.

¿Qué recta piensa usted que representa mejor los datos?

h) Repita el inciso a) para r "" 4.9 Y1 "" 4.5.

5. a) Pam los datos en el problema de calculadora 16:

Encuentre la matriz A para la recta de ajustc dc minimos cuadrados y despuCs en­
cuentrc u. la solución de minimos cuadn!dos.

Encuentre B. la matriz para un ajuste cuadrático de mínimos cuadrados y despucs
encuentre \'. la solución de mínimos cuadmdos.

Encuentre 1)' - Aul y b' - B\-¡'
Grafique los datos y ambas curvas de minimos cuadrados en la misma gr.ifica: ge­

nere s y fit igual que en el problema le) anterior y genere filq "" \.( 1) + \'(2)*s + '·(3)*s.
"2;. Después. dé plol(x,y,'bx' ,s,fit,'r' ,s.fitq,'b').

Analice cuál de los dos (recta o euadrútico) es un mejor ajuste. Justifique su conclu­
sión con el trabajo rcalizado.

h) Repiw el inciso a) para el problema de calculadora 14.

6_ Se tomaron. del lVorld Almol/ll€'. los siguientes dalas sobre eficiencia de combustible en
milgal (millas por galón. mpg) pan! automóviles dc pasajeros en Estados Unidos.

Año
Promedio de mpg para automóviles

de pasajeros en Estados Unidos

1980 15.2

1981 15.9

1982 16.7

1983 17.1

1984 17.8

1985 18.2

1986 18.3

1987 19.2

1988 20.0
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ti) Encucntre una recta de ajuste por mínimos cuadrados y grafíqucla. (x = Orepresenta
1980. x = 8 representa 1988, elc.) Analice si la recta parece Ull ajusle razonable para los
datos.

h) Suponiendo que la tendencia cOJ1linüa. ulilice la ecuación de la recta para predecir el
año en que el promedio de mpg serú de 25.

7. Una diseiladora industrial contrata sus servicios profesionales para consultarle sobre un
experimento que lleva a cabo. Ella está interesnda en saber qué efecto tiene la temperatura
sobre la resistencia de su producto. Como los costos involucrados son altos. la diseJ1adora
tiene un limite en la cantidad de datos que puede obtener:

Temperatura Nivel de resistencia

600 40

600 44

700 48

700 46

700 50

900 48

950 46

950 45

Encuentre una recta de mínimos cuadrados que se ajustc J una curva cuadrática de
mínimos cuadrados que también se ajuste. Grafique ambas. A partir de este anúlisis ,lrgu­
mente si cree que hay evidencia de que la temperatura tiene algun efecto sobre la resistencia
y. de ser así, diga qué temperatura recomendaria para fabricar el producto más fuerte (va­
lores mayores de nivel de resistencia indican un producto más fuerte).

~ 8. En el disco hay un archivo mife.1I1 que contiene datos del World Afmanac para tiempos
récord en la carrera de una milla y el ai'loen que se lograron (de 1880 a 1985).

Dé el comando mile. Esto cargará las variables de los datos en el archivo. La pantalla
no desplegará nada. Los datos del año se almacenan en la variable xm y los tiempos récord
en la variable ym. Para desplegar los datos dé Ixm yml.

Los valores en xm se encuentran entre 80 y 185. donde 80 representa el año 1880 y J 85
el ailo 1985. Los tiempos en ym estún en segundos. Se cuenla con 37 datos.

ti) Encuentre la recIa de mínimos cuadrados y grafíquela. ¿Es esta recta un ajusle razona­
ble?

h) A partir de la pendiente de la recla, determine el número promedio de segundos por allo
que ha disminuido el tiempo récord.

e) Si la tendencia continúa. prediga cuándo se romperú la barrera de llna milla en 3 mi­
nutos: es decir" cuúndo ocurrirú el tiempo récord de 3 minutos o menos. ¿Piensa que la
tendencia continuarú?

9. Crecimiento de población Con frecuencia se dice que el crecimiento de la población ¿os
exponencial. De cualquier manera. la recta de ajuste de mínimos cuadrados puede ser \a~

liosa si se utiliza junto con una reexpresiólI de los valores de los datos. Si x y p tienen una
relación exponencia1. significa qlle p = Ae'" para algunas constantes.-:l y k.. L"tilizando las
propiedades de los logaritmos. se encuentra que In(p) = In(A) + k..\:. Obsern' que.\: y ln( pl
tienen una relación lineal.
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Así. si se espera una relación exponencial. se vuelven a expresar los datos (x, p) en
términos de los datos (x. ln(p)) y se encuentra una solución de mínimos cuadrados para
reexpresar los mismos. Esto conduce a ln(p) = IIIX + by. por lo tanto. p = e'"x+b es el ajuste
exponencial.

(1) En seguida se dan los dalos de población para ESllldos Unidos para cada década entre

1800 y 1900.

Año
Población

(en millones)

1800 5.3

1810 7.2

1820 9.6

1830 12.9

1840 17.1

1850 23.2

1860 31.4

1870 38.6

1880 50.2

1890 62.9

1900 76.2

Dé x = 10: 101' (los valores x son tales que x = Orepresenta 1800 y x = \0 representa
1900). Sea p el veelOr de los valores de población correspondientes. Dé y = log(p);

i. Encuentre la recta de ajuste de mínimos cuadrados para los datos en x y y.
Encuentre s y til igual que en el problema le) anterior. Dé

file = exp(fit);
plot(x,p,' xb',s,tite)

Aquí cxp(tit) encontrará la exponencial efi1
• ¿Se parece a una exponencial el creci­

mienlo de la población?

ii. Suponiendo que la población sigue creciendo a la misma tasa, utilice la solución
de minimos cuadrados para predecir la población en 1950 (encuentre el valor y
utilizando la solución de la recta de mínimos cuadrados y después encucntre la
población p usando p = él.

h) En la tabla siguiellle se encuentran los datos de población para ESlados Unidos de 1910

a 1980.

Año
Población

(en millones)

1910 92.2

1920 106.0

1930 123.2

1940 132.2

1950 151.3

1960 179.3

1970 203.3

1980 226.5
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i. Con estos datos y con su proyección de población en 1950 del inciso a). explique por
qué parece que la tasa de crecimiento disminuyó en el segundo siglo.

ii. Encuentre el ajuste exponencial de mínimos cuadrados siguiendo los pasos del in­
ciso a). Asegúrese de utilizar los logaritmos de los valores de la población para y.
¿Sigue siendo e.\ponencial el crecimiento de la población?

iii. Explique de qué forma. los coeficientes en la solución de minimos cuadrados del
inciso a) y el inciso /)ji) muestran que la tasa de crecimiento ha disminuido.

i\'. Suponiendo que el crecimiento de la población continúa como en ailos recientes.
prediga la población para el año 2000 haciendo LISO del ajuste exponencial del inciso
bii).

10. Geologia minera Los geólogos estudian la composición de rocas y mincrales en las for­
maciones para reunir información sobre las mismas. Estudiando las rocas metamórficas y
determinando aspectos como la temperatura y la presión a la que se formaron se obtendrá
información útil sobre las condiciones presentes en el momento de su formación. Un mi­
neral común es el granate. Se sabe que el coeficiente de distribución de Fe-Mg del granate
es altamente dependiente de la temperatura a la que éste se formó (aquí. el coeficiente de

distribución Fe-Mg se relaciona con las proporciones de fierro (Fe) y magnesio (Mg) en el
granate). Sin embargo. la cantidad de calcio (Ca) en el granate también afecta el coeficiente
de distribución Fe-Mg. Se pueden hacer correcciones a las estimaciones de temperatura si
la relación entre la cantidad de calcio presente y el coeficiente Fe-Mg del granate se pueden
determinar. Se reunieron los siguientes datos de las muestras de granate tomadas en las
montañas de Esplanade en British Columbia.

Fracción molecular Coeficiente de distribución
deCa Fe-Mg

.1164 .12t28

.0121 .17185

.0562 .13365

.0931 .1485

.0664 .12637

.1728 .10406

.1793 .10703

.1443 .1189

.1824 .09952

Encuentre la recta de minimos cuadrados y grafiquela. Utilice la fracción molecular
de Ca para las coordenadas x y el coeficiente de distribución Fe-Mg para las coordenadas
y. ¿Tienen los datos. en apariencia. una relación lineal? Escriba la ecuación de la recta de
minimos cuadrados.

11. Geología petrolera Las formaciones rocosas se encuent ran formando capas. Los pliegues
en las rocas pueden estar causados por deformaciones de compresión. En pliegues simples.
denominados deformaciones llllticlinales. cuando se comprimen las capas inferiores. ocu­
rren fracturas que empujan a la roca mas arriba de su nivel de formación original (denomi­
nado nivel de dalos referencia). El diagrnma esquemútico siguiente representa una sección
transversal.

El petróleo y el gas pueden quedar atrapados en la parte del pliegue donde ocurre
la fractura. Existe un nivel mús abajo del cual no ha ocurrido compresión. por 10 que no
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hay fractura y por 10 tanto no hay petróleo ni gas. Este nivel se denomina nh'c1 de despren­
dimiento. Es de interes estimar la profundidad del nivel de desprendimiento. ya que una
compailia petrolera puede concluir razonablemente si sería o no económico hacer una

perforación más profunda para encontrar petróleo.

"'0"- Á compresión a Io

~ /¡ largo del nivel de
Y.....-- desprendimiento

Si se supone que un pliegue tiene una sección transversal uniforme, la conservación
del volumen de la roca implica que el area de la roca arriba del nivel de referencia (etique­

tado con S en el diagrama) debe ser igual al área de la roC<l comprimida (representada por

el área sombreada en el diagrama). Así S = Vh, donde f¡ es la profundidad del nivel de

desprendimiento y D se denomina desplazamiento. Observe que S tiene una rclación lineal

con h.
Usando imágenes sísmicas de las secciones transversales, los geólogos pueden apro­

ximar el úrea de exceso (S) arriba del nivel de referencia en varios puntos del pliegue. Un
método reciente. propuesto para estimar tanto la profundidad del desprendimiento como

el desplazamiento, utiliza mínimos cuadrados. El proceso incluye la medición de las áreas

de exceso (coordenadas y) y la medición de la profundidad de algún nivel de referencia fijo

arbitrario (coorden<ld<ls x). La relación entre el área de exceso y la profundidad del nivel
de referencia serú lineal y, de hecho. serú sólo una traslación de la recta que relaciona el
úrea de exceso con la profundidad del desprendimiento. De esta forma, la pendiente de la
recta sera aproximadamente D, el desplazamiento. La profundidad del desprendimiento

correspondeni a la coordenada x del punto sobre la recta para el cual el úrea de exceso cs O
(cero) ya que no hay compresión justo abajo de este nivel y, por lo tanto, ninguna roca fue

empujada hacia arriba.

(1) Los siguientes datos se obtuvieron con las mediciones hechas en varios niveles de refe­
rencia y distintas localizaciones en el campo Tip Top, un campo petrolero en produc­

ción frente al cinturón central de Wyoming.

Distancia al nivel de Área de exceso
referencia (km) (km2)

3.13 2.19

2.68 1.88

2.50 1.73

2.08 1.56

1.69 1.53

1.37 1.39

1.02 1.12

.79 .96

.53 .69

l. Encuentre la recta de ajuste de mínimos cuadrados y su gráfica. ¿Parece razonable
la relación lineal; es decir. parece razonable que este pliegue pueda ser una deforma­

ción anticlinal?

ii. Encuentre la aproximación al desplazamiento y a la profundidad del desprendi­

miento. Basado en este análisis., escriba un informe resumiendo el consejo que daria

a la compailía petrolera.
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b) Existen OIros tipos de pliegues: uno muy comun es el pliegue de falla inclinada. En este
caso existen dos nivcles de interés. los niveles de desprendimiento superior e inferior.
Entre estos dos niveles. el exceso de rocas es empujado hacia arriba. Arriba del nivel
superior. parte del exceso de rocas es empuj:ldo h:lcia arriba y parte es desplaz.ado
(horizontalmente). Esta estructUr<l diferente tiene otr<lS implicaciones p'lr:l el potencial
de petróleo atrap'ldo. Un e:\amen cuidadoso de los datos y un proceso de mínimos cua­
drados diferente pueden indicar la presencia de este tipo de pliegue.

Para dicho pliegue de falla inclinada. la relación entre la profundidad del despren­
dimiento y el área de exceso consiste en dos rectas. en donde la recta de arriba tiene un'l
pendiente menor. Esto se reflejaría en los datos del area de exceso contra la profundidad
dcl ni\'el de referencia si se observa que los puntos se pueden clasificar en dos subcon­
juntos naturales. Cada subconjunto tendria un ajuste de recta de minimos cuadrados.
Esto se denomina ajuste por partes. Estas rectas serian tnlslaciones de la rchlci6n entre
el area de exceso y la profundidad del desprendimiento.

El nivel de desprendimielllo inferior sería el punto en el que la recta inferior in tersc­
ca al eje 11. La coordenada" del punto de intersección de las dos rectas sería la elevución
del nivel de desprendimiento superior por encima del nivel de referencia. La diferencia
entre las pendientes de las dos rectas representa el desplazamiento horizontal de la roca
a lo largo del nivcl de desprendimiento superior.

Para los datos anteriores del campo Tip-Top. se quiere investigar si seria razonable
interpretar el pliegue como un pliegue de falla inclinada.

i. Primero. encuentre la recta de mínimos cUildrados para todo el conjullto de datos
y encuentre I~' - Aul1, donde A es la matriz utilizada en el ajuste de minimos cua·
drados y u es la solución de mínimos cuadrados. Recuerde que Iy - Aul1 mide la
suma de los cuadrados de las distanciOls entre cada valor y de los datos y el valor .r
correspondiente a la recta de mínimos cuadrados.

ii. Después, grafique los dmos y determine cuál podria ser el agrupamiento natural cn
dos segmentos de recla. Determine qué valores de los datos pertenecen a cada gru·
po. Ajuste una recta de minimos cuadr.ldos ¡¡ cada grupo y determine 1)' - Aul! para
cada uno. Sume estas longitudes para obtener el numero que representa la suma
de los cuadrados de klS distancias de cada valor J de los datos al valor J' del ajuste
por partes. Compare esto COIl el número obtenido en el subineiso ¡). ¿Es mejor este
ajuste por partes?

¡¡j. Continuc el experimcnto con diferentes agrupaciones de datos. ¿Hay alguno p<lnl el
que el ajuste por partes sea mejor?

h'. Para el mejor ajuste por partes. determine la información que se proporciona sobre
los niveles de desprendimiento y el desplazamiento horizontal ¡vea el párrafo ante­
rior en el subineiso ¡JI.
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d Escriba un informe para la compañia petrolera resumiendo su conclusión y sus reco­

mendaciones.

NoUt. El metedo descrito viene de un articulo titulado "Exccss Arca and Dcpth 10 Oelach­
rnent" de Jean-Luc Epard y Richard Groshong. Jr. publicado en el AmeriwlI Assocjmioll of

Pel/YJflleUII1 Geologisl.I' Sul/elin. agosto de 1993 (el articulo estudia también la manera en que

un ajuste cuadrático. para los datos del área de exceso contra la profundidad del nivel de refe­
rencia. indicarla una compresión).

mil ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO Y PROYECCIONES

DEFINICiÓN a

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Esta sección utiliza los conocimientos sobre ¡as propiedades elementales de los números com­
plejos (resumidas en el apéndice 2) y requiere alguna familiaridad con el material del primer
año de cálculo.

En la sección 1.6 se vio cómo se podian multiplicar dos vectores en p' pMa obtener un
escalar. Este prod ucto escalar se denomina tam bien producto imemo. Otros espacios vectoriales
tienen productos internos definidos. Antes de ofrecer una definición general. se observa que en
Il' el producto interno de dos vectores es un escalar real. En otros espacios (vea el ejemplo 2
siguiente) el resultado del producto interno es un escalar complejo. Por lo tanto, para incluir
todos los casos, en la siguiente definición se supone que el producto interno es un número

complejo.

Espacio con producto interno

Un espacio vectorial complejo V se denomina espacio con producto interno si para cada
par ordenado de vectores u y v en V, existe un número complejo único (u, v). denomina­
do producto interno de u y v. tal que si u. l' y w están en Vy (\' E C. entonces

l. (v,v)'?:O

ii. (v,v)::oOsi Ysolo si v::oO

iii. (u, v + w)::o (u, v) + (u. w)

¡v. (u + v, w)::o (u, w)+ (v, w)

v. (u, v)::o (v, u)

vi. (au, v) = a(u, v)

vii. (u, av) = a(u, v)

La barra en las condiciones 1') y \,ii) denota el conjugado complejo.

Nota. Si (u. v) es real, entonces (u. v) = (u, v) y se puede eliminar la barra en \').

Un producto interno en I:.Y'

ll' es un espacio con producto interno con (u, l') = U . l'. Las condiciones iii)-l'ii) están conteni­
das en el teorema 1.6.1 de la página 59. Las condiciones i) y ii) están incluidas en el resultado

4.9.9, página 388.

Un producto interno en (:n

Se definió un espacio vectorial en (:n en el ejemplo 4.2.12 de la página 285. Sean x ::o (XI' Xl' .

xn) y y ::o 0'1' Y~, .... Yn) en (:" (recuerde que esto significa que los elementos x, y Y, son numeros
complejos). Entonces se define



'¡.11 EspaCIOS con producto Inlerno y proyecciones 433

(1 )

Para demostrar que la ecuación (1) define un producto interno, se necesilan algunos hechos
sobre [os números complejos. Si cllector no estú familiarizado, consulte el apendice 2. Para i).

" ,(x. x) = X,xl + Xl x! +... + X.x. =lxll + ¡xJ +, ..+ IxJ
Así. i) Yii) satisfacen ya que IxJ es un numero real. Las condiciones iii) y iI» se deducen del hecho
de que =l(=~ T=,1 = =,=~ + =1=' para cualesquier.! numeroscomplejos ZI' =~ y =}' La condición r)

se deduce del hecho de que :l:~ = =I=~ Y=1::: =1 de manera que xIY, ::: :{ ~'l' La condición ri) es
obvia. Para rii) (u. 0'\') = (íiV:U) = (a,', ti)::: a(v, ii) = a(u, "~l. Aquí se usaron 1';) y r).

EDmIIII__P_,o_d_u_ct_o_i_n_te_,_n_o_d_e_d_o_,_v_e_ct_o_,_e_,_e_n_C_'__

EnCseanx = t[ - i, -3.4 -Ji)yy = (2 -i, -j, 2 + i). Enlonces

IX, y) = 1I +;¡ (2 -;) + (-J)(-;) + 14 - 3;)(2 +;)

= 1I +;¡ (2 +;¡ + (- 3)U)'+ (4- J;¡ (2 -;)

= (1 + 3i) - J; + (5 - lOi) = 6 -lOi

Un producto interno en era, b]

LCU Suponga que a < /1: sea l' C[a, b) el espacio de las funciones de valores reales continuas en
el inten'alo [a. b) ~ defina

(J.g)= rJ(/)g(r)dr (2)

EJEMPLO 5

Se veril que esto tambicn es un producto interno.'

i) (J, f) = rf: (T) dI ~ O.Es un teorema búsico del e<Ílculo que si fE C[a, b).I <?: Osobre

[a. b] Yrf (1) dr = O. cntoncesf = Osobre [a, b]. Esto prucba i) y ii), j;i)-I'il} se deduccn de los
hechos basicos sobre inlegrales definidas.

Nota. En era, b) se supone que los escalarcs son numeros reales y que las funciones son de va­
lores reales. de mancra que no nos preocupamos por los complejos conjugados: sin embargo, si
las funciones son de valores complejos. entonces de todas maneras se puede definir un producto
interno. Vea mas detalles en el problema 27.

El producto interno de dos funciones en C(O. 1]

lCULO Scaf(t) - 12 E C[O. [1 y g(l) - (4 1) E C[O, 1]. Entonces

13
12

.'c---
• Esta no es la UfU(il mollleril de definir un producto Il1terno sobre qa. bl. pero es la mas comun
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DEFINICIÓN E3I Se,. V un espacio con producto interno y suponga que u y l' están en V. Entonces

i. u y \. son ortogonales si (u. v) = Q.

ii. La norma de u. denotada por lIull. está dada por

IIIUII~~ I (3)

NOI« /. Aquí se usa la doble barra ell JUg:lf de una sola pam evitar confusión con el valor
absoluto. Por ejemplo. en el ejemplo 7 IIsen 111 denota la norma de sen I como un "vCClor" en

C[O. 2 nJ mientras que Isen 11 denota el valor absoluto de la función sen i.

Noltl2. Lll ecuación (3) ¡iene sentido ya que (u. u);=: O.

En O los vectores (3. - i) Y(2. 6i) son ortogonales porque

Dos funciones ortogonales en elo. 2n)

«3. - ;,(2.60) = 3·2 +(-O (6;)= 6 +(-O (-60 = 6- 6 = O

además 1(3. - ;)1 =J3. 3 + (-;) (i) =JIO.

--'---------'------
En C[O. 2nJ las runcioncs sen t y cos I son ortogonales ya que

J" I J" oos 2' 1"(senr.oosl)= scn/costdf=- scn2/dr=--- =0
o 2 o 4 o

Ademlis.

Ilsen I ~ = (sen ,. sen I)I!

[ , ]'"= L,n sen" I dt

=[~ J>-ooS2I)dll'

=[H,-S<~ 21 JI:T
=,J;;

Si se obscr\'an las demostraciones de los teoremas 4.9.1 y 4.9.2 de la pagina 389, se ve que no
se utilizó el hecho de que V = . Los mismos teoremas sc cumplen en cualquier espacio con
producto interno V. A continuación se enumeran. por conveniencia. despues de dar una defi·
niciÓn.

DEFINICiÓN E3I Conjunto ortonormal

El conjunto de vcrtores {"I' \'l' ... , \'J es un conjunto ortonormal en V si

(" .. \'.)= O para ¡:tj, I (4)
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y

(5)

TEOREMA a

TEOREMA m

I EJEMPLO 8

leU

•• Solución

Si sólo (4) se cumple, se dice que el conjunto es ortogonal.

Cualquier conjunto finito de vectores ortogonales diferentes de cero en un espacio con
producto interno es linealmente independiente.

Cualquier conjunto finito linealmente independiente en un espacio con producto interno

se puede convertir en un conjunto ortonormal mediante el proceso de Gram·Schmidt.
En particular, cualquier espacio con producto interno tiene una base ortonormal.

Una base ortonormal P1[O, 1]

Construya una base ortonormal para P~[O.I].

Se comienza con la base estándar {l. x. x~f. Como 1\[0, 1] es un subespacio de erO, 1], se puede

usar el producto interno del ejemplo 4. Como f~ [1 d); = 1. se hace u1 = 1. Después ...; = "'2 -

E f
l l., 1 1 L 1 1(',,, ",)",. nestecaso( ...,,",)= (x·l)d.r=-.Asl.v,=x--·I=.r--. uegosecacua

- o 2 - 2 2

Ilx-~ =[f:('-Hd'J" =[S:("-x+¡}"f = ~= 2~
Entonces "2 = 2 f3 (x - ~) = f3(2x -1). Así

... ; = \'J - (\'J' "I)"¡ - (l'.1' "2)"1

S · ( f" 1e tIene ...]' "1) = x- dr = - y
" 3

hf' , "f' " J3(v),II¡)=.y3 oX (2.1'-I)dx=\I3 o(2x -x )dx=6

Así,

y
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Enlonces u3 = 6f5 (X! -x+~)=J5(6X! - 6x + 1). Por último. una base ortonormal es

11, [312x - 1), j516x' - 6x + I)}.

~L__U_n_(_o_n,-ju_n_t_o_o_rt_o_n_o_r_m_a_l_i_n_fi_n_it_o_C-,[-,O-,'_2-"1'---_

(6)

tCALCUl03

DEFINICIÓN a

TeOREMA IEJ

En C[O. 2rr] el conjunto infinito

s={.J¡;, .);scnx. j;cosx, );scn2X. );C052X'." ); sen I1X, );COSI1X"'}

es un conjunto ortonormaL Esto es cierto ya que si 111 '# 11, entonces

fu fU fUo sen IIIX cos l/X dx = o sen IIIX sen /IX e/x = o COS /l/X COS /IX dx = O

Par¡¡ probar una de estas igualdades se observa que

f" I f"[ ]: selll11xcosllxdr='2 : sen(m+n)x+sen(m-n)x dr

=_.![COS(II/+l1)X + C05(11I-II)x]I"
2 m+n 111-11 o

~O

ya que cos x es periódica con periodo ln, Se vio que Ilsen xii = ¡;;. Así, II( l/j;) sen xII = 1.
Las otras igualdades se deducen de forma similar. Este ejemplo proporciona una situación en la
que tenemos un conjunto orlonormal infinito. De hecho. aunque esto esta más allá del alcance
de este libro elemet1laL es cieno que algunas funciones en qO. 21'11 se pueden expresar como
combinaciones lineales de las funciones en S. Suponga que! E C[O, 21'1], Después. si se escribe
fcomo una combinación lineal infinita de los vectores en S, se obtiene lo que se denomina la
representación por series de Fouricr de!

Proyección ortogonal

Sea H un subespacio del espacio con producto interno V con una base ortonormal
{u¡. u2' ... , u). Si l' E V. entonces la proyección ortogonal de \' sobre H denotada por
proy11" está dada por

I prOYII l' = (l', U¡)U 1 + (l', U2)U;: + ... + (v, Uk)Uk

Las demostraciones de los siguientes teoremas son idénticas a sus contrapartes en ll' de­
mostrados en la sección 4.9.

Sea H un subespacio de espacio de dimensión finita con producto interno V. Suponga que
Htiene dos bases ortonormales {Ut' u2•... , uk} y {w¡. w

2
' ...• wk}. Sea l' E V. Entonces
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Complemento ortogonal

Sea H un subespacío del espacio con producto intcrno V. Entonces el complemento
ortogonal de H. denotado por H!. está dado por

I H' ~ {x E Ve (x, h) ~ O para toda h e H} (7)

TEOREMA a

TEOREMA m

Si H es un subcspacio del espacio con producto interno V. entonces

i. H! es un subcspacio de V.

ji. H n H! = {O}.

¡jj. dim H! = n - dim H si dim V = 11 < oo.

Teorema de proyección

Sca H un subespacio de dimensión finita del espacio con producto interno Vy suponga
que lO e V. Entonces existe un par unico de vectores h y P tales que h E H. p e flJ. Y

I "-h+p I
donde h = proyH \'.

Si V tiene dimensión finita. enlnces p ::: proyH' ".

(8)

TEOREMA m

EJEMPLO 10

Oh.~erl'(ldón. Si se eswdia la prueba del teorema 4.9.7. se veril que (8) se cumple incluso si V

tiene dimensión finita. La única diferencia es que si la dimensión de Ves infinita. entonces H!
tiene dimensión infinita (porque H es de dimensión finita). entonces. proYIJ! \' no cstú definida.

Sea A una matriz de 11 x 11: entonces A tienc 11 vectores propios linealmenle independien­
tes si y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor propio es igual a su multiplici­
dad algebraica. En particular. A tiene" vectores propios linealmente independicnlcs si
todos los valores propios son distinlos (ya que entonces la multiplicidad algebraica de
cada valor propio es 1).

Cálculo de una proyección sobre P)O. 1l

LCUl Como Pl[O, 1] es un subcspaeio de dimensión finita de C[O. 1]. se puede hablar de proY/"IO.Ilj"si

fE C[O, I}. Sif(x) = e<, por ejemplo. se calcula proyr-ro.lje". Como {ul' u2' ' .. , uJ = 11. f3
(2x -1). entonces f5/(6x2 -6x + I)} es una baseorto~ormal en Pl(O. ll. por el ejemplo 8. y se
tiene

proy ',[0.11 e J = (e J

, 1) 1+ (e', Ji (2x - 1» .Jj (2x-1)

+(",,/5 (6-,' -6x+1 »,/5(6x' -6x+ 1)
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Pero pueden ahorrarse los cálculos, Usando el hecho de que f: e' dx = e - 1, f: xe~ dx = 1Y

f>'e s dx=e-2,seobtiene(e" 1)=e-l,(e',J3 (2x-l»=J] (3-e),y(e', 15 (6x 1 -6x

+ 1» = 15 (7e - 19). Por último

proy, e'=(e-I)+J3(3-e)J3(2x-l)
'lo,']

+,f, (7e - 19)(,f,) 16x' - 6x + 1)

.= (e -1) + (9- Je)(2x -1)

+ 5(7e - 19) (6x' - 6x + 1)

"" 1.0 1+ 0.8Sx + 0.84x'

Se concluye esta sección con una aplicación del teorema de aproximación de la norma.

Al~ROXIMACIÓN POR i\líNIMOS CUADRADOS A UNA FUNCiÓN CONTINUA

Sea! E C[a. bJ. Se quiere aproximar/por un polinomio de grado 11. ¿Cuál es el polinomio que
hace esto con el menor error?

Con el fin de responder a esta pregunta, debe definirse el error. Existen muchas maneras
diferentes de definir el error. A continuación se dan tres:

EJEMPLO 11

Error máximo = máx Il(x) - g (x)1

Error de área = flf(x)-g(x)ldx

,
Error cuadrático medio = fJf (x) - g (x)1 dx

Cálculo de errores

para x E [a. bJ (1lJ)

(11)

(12)

LCU Scanf(x) = x 2 y g(x) = x' sobre [0.1]. En x 2 ~ x'. de manera que Ix' - x31= X' - x 3• Entonces
i. Error máximo = máx(x' - x3). Para calcular esto. se calcula d/dx(x" - x 3) = 2x - 3x2

= x(2 - 3x) = °cuando x = °y x = 2/3. El error máximo ocurre cuando x = 2/3 Yestú

dado poe [(~J'-(~J'] =.:1. -~ =~ =0.148.
3 3 9 27 27

• JI 2 3 3 4 1

1
1 1 1ii. Error de area = (x -x )dx=(x /3-x /4) =---=-""0.083. La figura 4.12

. o 3 4 12
Ilustra esto. o

Las medidas de error son útiles. El error cuadrático medio se uliliza en estadística y en
otras aplicaciones. Se puede usar el teorema de aproximación de la norma para encontrar el
polinomio único de grado 11 que se aproxima a una función continua dada con el error cuadrú­
tico medio más pequeño.

Del ejemplo 4, qa. b] es un espacio con producto interno con
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)'

Figura 4.12

Ilu!.tración lPIl'llor de
Mea.

)' = .ol

)':: x3

o

)' :: .rl y :: .ol

Error de área

(f,g)~ rJ(/) g(l) d, (13)

Para todo entero positivo. /l. PJo. b]. el espacio de polinomios de grado /1 definidos sobre (a, bl.
es un subespacio de dimensión finita de C(o. b]. Se puede calcular. paraJ E Cla, b] y P

n
E p.'

ilJ -pJo (J - p., J - p.J= J:[(J(I)- p. (1) (J (/)- p. (t))J d,

:: 1:IJ (1) - P. (1)1 2
dI :: CITOr cuadrático medio

Asi. por el teorema 6

El polinomio de grado 11 que se aproxima a una función continua con el error cuadrá­
tico medio más pequeño está dado por

EJEMPLO 12

p. = proy,./

la mejor aproximación cuadrática media a e""

(14)

problemas 4 11

Del ejemplo 10. el polinomio de segundo grado que mejor se aproxima a e' sobre [O. 1]. en el
sentido del error cuadrático medio esta dado por

pl'l;) '" 1.01 + 0.85x + 0.84.\.2

AUTOEVALUACIÓN

Complete las siguientes afirmaciones con el inciso correcto

1. En C[D, 1], (x, x') ~ '

1
a) ­

2
b) 1

3

1el ­
4

d)1
5

1,) ­
6

11. En C[D, 1]. IIx'lI' ~ _

1
a) ­

2
b) 1

3
C') I

4
d)1

5
1,) -
6
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111. EnO,((1 +i,2-3i),(2-i,-1 +2i)) =

a) - 7 + 2i h) 7 + 8i e) 4 - 3i ,~ 4 + 3i e) -2+5i

IV. En C', 11((1 + ;,2 - 3011 =

a) - 5 - \Oi h) 15 el Jl5 ,~ 7 el .,f7

/mliqffe s; los emll/dallos siguiemes S01l falsos o "erdatlel'Os

V. Si H es un subespacio de dimensión finita del espacio con producto interno V y si
\' E V, entonces existen vectores h E H YP E HJ. tales que \' = h + p.

VI. En el problema V. h = proYII \' y P = ProyIlL ....

1. Sea D" el conjunto de las matrices diagonales de 11 X 11 con componentes reales bajo las
operaciones usuales de matrices. Si A YS están en D", defina

(A. S) = {/lIbll + {/::.::.b::.::. + ... + a,,,,b,,,,

Pruebe que D" es un espacio con producto interno.

2. Si A E D", demuestre que IIAII = 1 si y sólo si a
l
2
1

+ a:, + ... + a~n = l.

~. ::::~:~::: ~~: :::: ::::::::::: :::: ~:comen"'ndocon A =[~ ~Jy B =[~ ~}
S, En O encuentre llna base ortonormal comenzando con la base (l. ¡), (2 -i, 3 + 2i).

LCUlO 6. Encuentre una base ortonormal para P}O. 1].

7. Encuentre una base ortonormal para PJ-I. 1]. Los polinomios que se obtienen se deno­
minan polinomios normalizados de legendre.

8. Encuentre una base ortonormal para P::.[a. b]. a < b.

9. Si A = (aij) es una matriz real de 11 X 11. la traza de A. que sc escribe Ir A, es la suma de [as
componentes de la diagonal de A: tr A = a ll + {/::.::. + ... + (/",,' En /vl"" defina (A, S) = tr
(A S'). Demuestre que con este producto interno M"" es un espacio con producto interno.

10. Si A E M"". demuestre que IIAW = tr(AA') es la suma de los cuadrados de los elementos de
A [l/Ola: aquí IIAII (A. A)". utilice la notación del problema 9].

11. Encuentre una base ortonormal para ."-1::.::.'

12. Se puede pensar en e[ plano complejo como en un espacio vectorial sobre los reales con
vectores básicos 1. i. Si == a + ib y IV = e + id. defina (=. \1') = ae + bd. Demuestre que
éste es un producto interno y que 11=11 es la longitud usual de un número complejo.

13. Sean a, b y e tres números rcales distintos. Sean p y q en P::. y defina (p, q) = p(a)q(a) +
p(b)q(b) + p(c)q(<").

(1) Demuestre que (p. q) es un producto interno en P
2
.

h) ¿Es (p, q) = p(a)q(a) + p(b)q(b) un producto interno?

14. En J.:?2, si x = (XI Jy y= (J:l J, sea (x. y)* = XI)'I + 3X2 )'2' Demuestre que (x. y) es un pro-
x, J,

duelo interno en J.:?2.
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Con el producto interno del problema 14. calcule I(-~)L·
En Jl sea (x, y) = xJ·. - x",h ¿Es éste un produclo inlemo? Si no lo es ¿por qué?

Sea V un espacio con producto imemo. Demuestre que I{u. v)1 < lIullll'1I. Esto se denomina
desigualdad de Cauchy-Schwarz [mgerencia: vea el teorema 9 de la sección 4.9].

Utilizando el resultado del problema 17. demuestre que lIu + vII ::=; lIull + IIvll. Ésta se deno­
mina desigualdad del triángulo.

En PJ[O. IJ sea ¡.¡ el subcspacio generado por {l. x!}. Encuentre H!.

En C[-l, 1] sea H el SUbcSP¡lcio generado por las funciones pares. Demuestre que ti! con­

siste en las funciones imp<lres [sugerellcia:j"es impar sif( - x) = ~f(x) y es par sif( - x) =

f(x)J.

15.

'6.

"'17.

"'18.

CALeuL 19.

• LCUL 20.

Leu 21. H = P2[Ü, I]esun subcspaciodc Pj[O. 1]. Escriba el polinomio 1+ 2x + 3x2_.\.J como h(x)

+ p(x), donde h{x) e H y p(x) E H!.

"'22. Encuentre un polinomio de segundo grado que mejor se aproxime a sen';' x en el intervalo
[0,1] en el sentido del error cuadratico medio. -

"'23. Resuelva el problema 22 para ];. función cos %x.
24. Sea A una malriz de m X "con elementos complejos. Enlonces la transpuesta conjugada de

A. denotada por A·. está dcfinida por (A·), = a,' Calcule A· si

A=(1~2i 3+4;)
1; -6

25. Sea A una matriz invertible de 11 x " con elementos complejos. A se denomina unitaria si
A-I = A·. Demuestre que la siguiente matriz es unitaria:

"'26. Demuestre que una matriz de 11 x 11 con elementos complejos es unitaria si y sólo si las
columnas de A conslituyen una base ortonormal para e-.

_~cu~ 27. Se dice que una función/es de '·alores complejos sobre el intervalo (real) la. bJ si/(x) se
puede expresar como

f(x) ~ 1;(x) + I,(x)'. x e (a. b]

dondeJ; y1; son funciones de valores reales. La función de valores complejos/es continua
sil; y1; son continuas. Sea CV{a. b) el conjunto de funciones de valores complejos que son
continuas en [a. bJ. Parafy g en CVla. b). defina

(15)

Demuestre que (15) define un producto interno en CV[a. bJ.

LCUL 28. Demuestre qucf(x) = sen x + i cos x y g(x) = sen x - i cos x son ortogonales en CI'[ü. nJ.

Leu 29. Calcule IIsen x + i cos xii en CV[O. nJ.
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MANEJO DE LA CALCULADORA

Muchos de los cálculos de esta sección se pueden realizar en casi todas las calculadoras
que grafican. En particular. estas calculadoras pueden realizar arilmética compleja y
aproximar integrales definidas.

Para calcular una integral definida es necesario tener en la pila la siguiente infor­

mación: limite inferior (renglón 4). limite superior (renglón 3), inlegrando (renglón 2)

y variable de inlegración (renglón 1). Una vez que se tienen todos los datos en la pila se
aprieta la (unción de integrar que es CEJ__J (esta asociada con la tecla de TAN).
Por ejemplo. si queremos resolver

JI ~ s 6
0(.1" -2x +x )dx

La secuencia de tcclas a oprimir es la siguiente

(TI(ENnR] (para el limite inferior)

CJ:)(ENTE'RI (para el limite superior)

Uf lln 1(1 ... '1'
( ....[ !JlU

7:
j;
"~; "1: 1m:DIBmI!lHJ _

~(AU'HA)c:2lCúlCDc=JCDrnIALPHA)c:2l

CÚ)(~CEJ(AU'HAJc:::!)~~(fNTER) (para el integrando)

"' "r: ." Ro '1'(lIOR[ "tn

j;
"~;
l'

m:DIBI:!Ie"

(AU'HA)c:::!)(ENTER) (para la variable de in legración)

•• IlTl lItI ... '1'
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~d (para evaluar la integral definida)

O'

"4'
3'
2'" _,_

lO'umtimmu _

El resultado de la integración.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

l. d) 11. d) 111. a)

VI. F (verdadero sólo si dim

• MATLAB 4.11

IV. e) V. V
JI es finita)

En MATLAB. si la matriz A tiene elementos complejos. A' produce J:.¡ transpuesta conjugada
compleja. Así. si u y ,. son vectores en C". se pueden representar por matrices de 11 x I con ele­
mentos complejos y (u. \) se calcula con v'*u y lul se calcula con norm(u) o sqrt(u'*u).

En MATLAB se construye la variable i para representar el número imaginario ~.

MATLAB reconoce i como tal siempre que no se haya usado para otro propósito.
Para 11 dada. si se quiere generar un vector aleatorio en Cn. dé

\' == 2*rand(n,I)-1 + i*(2*rand(n,I)-1)

t. Genere cuatro vectores aleatorios en C4
. Encuentre la base orlonormal para el espacio

generado por eSlos vectores utilizando el proceso de Gram-Schmidt. Verifique que el con­
junto de vectores orlonormales obtenido con este proceso es orlononnal y que cada vector
en el conjunto original es una combinación lineal del conjunto de vectores obtenido.

2. a) Sea {u
j

• u::. u
J
• u~l el conjunto de vectores oblenido en el problema 1 anlerior. Sea A la

matriz [UI u! U
J
u~l. Sca w un vector aleatorio en C~. Verifique que

w = (w, u,) u
l
+ ... + (w. u)u~

Repita para otro vector w.

h) (Lápi= Y papel) ¿Qué propiedad de una base ortonormal para C" es expresada en el
inciso a)? Describa cómo encontrar las coordenadas de un vector en C" respecto a una
base ortonorrnal.

3. Genere cuatro vectores aleatorios en C6. VI' "2' "3 Y\'4' Sea ti = gen {"I' \',' \'J' "J. Sea A =

[VI "2 "J "4] YB = orth(A). Sea u¡ la i-ésima columna de B.

a) Sea w un vector aleatorio en C". Encuentre la proyección de w sobre H, p = prOY
II

w.

Calcule 7. = [~::::.:~J' Verifique que z = B'*w y P = B*B'*w. Repita para olro vector w.
(w, u

J
)

(w. u,)
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h) Sea x un vector aleatorio en C~ y forme h = Ax. Enlonces h esta en 11. Compare 1'" - pI
y lw - hl. Repita para otros tres vectores x. Escriba una iOlerpretación de sus observa­
ciones.

C') Sea z = 2\'1- 3\'3 + \'~ ,Entonces H = gen 1\'1' \'1' \'J"zf (aqui Hes cl subespacio descrito
en [os incisos anteriores de cste problema), ¿Por qué? Sea e = (\'1 \.~ \'Jz] yo = orlh(e),

Enlonecs las columnas elc /) scrún aira basc ortonormal para H
Sea w un vector alcatorio en O. Calcule la proyección de \\' sobre H usando IJ y

la proyección de w sobre IJ usando D, Compare los resultados, Repita para otros dos
vectores w, Escriba una interpretación de sus obsen"leiones,

4. a) (Úípi=.I' papel) Expliquc por que el espacio nulo de A' es ortogonal a la imagen de A:

es dccir. si 1-1 = Im(A). entonces el espacio nulo de A' = 11-.

h) Sea A Ulla matriz aleatoria con elcmemos complejos dc 7 X 4. (Sea A = 1.·rand(7.4)-1
+ i1l'(21l'rand(7.4}-1).) Sea 8 = orth(A) ysea e = null(A') (emonces las columnas de 8
forman una base ortonormal para H = Im(A) y las columnas de e forman una base
ortonormal para IJ-). Verifique que las columnas de e son orlonormales.

(o) Sea wun vcctor aleatorio en O, Encuentre h, la proyección de w sobre H. y p.la proyec­

ción de w sobre 111
. Verifique que w = p + h, Repita pa~a otros tres vectores w.

5. Si Qes una matriz de 11 X 1/ con elementos complejos. entonces Qes una matriz unitaria si
Q'1l'Q = e~'e(n). Se puede gcnerar una matriz unitaria aleatoria Q generando una matriz
aleatoria compleja A y despucs haciendo Q = orlh(A).

a) Genere dos matrices alealOrias unitarias de 4 X 4 como se acaba de describir. Verifique
que satisfacen la propiedad de ser unitarias y que las columnas forman una base orto­
normal para C~.

h) Verifique que la inversa de cada matriz es unitaria.

C') Verifique que el producto de las matrices es unit'lrio.

tI) Genere un vector aleatorio \' en C~. Verifique que cada matriz unitaria conserva la lon­

gitud. es decir.IQ"1 = 1"1,

e) Rcpita los incisos a) a d) par;¡ dos matrices aleatorias unitarias de 6 X 6.

FUNDAMENTOS DE LA TEORiA DE ESPACIOS VECTORIALES:

EXISTENCIA DE UNA BASE (OPCIONAL)

En esta sección se demuestra uno de los resuhados más imponantes del álgebra lineal: lodo
espacio \·cctorial tiene una base. La demostración es más dificil que cualquier otm que hayamos
hecho en este libro; incluye conceptos que son parte de los fundamentos de las matemáticas. Se
requiere dc un esfuerzo para comprcnder los detalles. Sin embargo. despucs de hacerlo. podrá
tener una aprcciación más profunda de lo que constituye llna idea matemútica esencial.

Comenzaremos por dar algunas definiciones.

DEFINICiÓN a Orden parcial

Sea S un conjunto. Un orden parcial de S es una relación. denotada por :5. que esta de­
finida para algunos pares ordenados de elementos de S y satisface tres condiciones:

i. x:5 x para todo x E S
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ji. Si x s y y y s x. entonces x = J

¡ii. Si x s )' y y S :. entonces x s

leyantisimétrica

ley transitiva

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Puede ocurrir que existan elementos x y y en S tales que no se cumplan x s y ni y s x.
Sin embargo, si para cada x. y E S, X :5 JI o JI :S x, se dice que el orden es un orden total.
Si x:5 y o J':5 x. entonces se dice que x y y son comparables.

Notado". x < J' signilic<l que x :5.r y x ~ y.

Un orden parcial en [l

Los números reales estún parcialmente ordenados por:5. donde s quiere decir ""menor o igual
que"'. El orden en este caso es un orden total.

Un orden parcial en un conjunto de subconjuntos

Sea S un conjunto y suponga que P(S). denominado el conjunto llOfenda de S. denota el con­
junto de todos los subconjuntos de S.

Se dice que A :5 a si A <;; B. La relación de inclusión es un orden parcial sobre P(S). Es
sencillo probar esto. Se tiene

i. A <;; A para todo conjunlo A.

ji. A~ a y B <;; A si y sólo si A = B.

¡ii. Suponga que A <;; a y B <;; C. Si x E A. entonces x E a, de manera que x E C. Esto

significa que A ~ C.

A excepción de circunstancias especiales (por ejemplo. si S contiene sólo un elemento). el orden
no scni un orden total. Esto se ilustra en la figura 4.13.

B

Figura 4.13
Tres POSibilidades para la
InclUSión de conluntos.

A B

00
NíA CH
ni H CA

ACB

NíA C H ni OCA:
A y O son conjuntos ajcnos

,) bl el

DEFINICIÓN E3 Cadena. cota superior y elemento maximal

Sea S un conjunto parcialmente ordenado por:5.

i. Un subconjunto T de S se llama cadena si es totalmente ordenado; es decir. si x y y

son elementos distintos de T, entonces x s y o y :5 X.

ii. Sea e un subconjunto de S. Un elemento 11 E S es una cota superior para e si e :5 11

para todo elemento e E C.
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¡ii. El elemento m E S es un eJemet1to maximal para S si no existe una s E S con m < s.

ObscrJ'ación J. En ii) la cola superior para e debe ser comparable con todo clemento en
e pero no es necesario que este en e (aunque debe estar en 5). Por ejemplo, el numero

1 es una cola superior para el conjunto (0,1) pero no se encuentra en (0,1). Cualquier
nlimero mayor que 1 es una cota superior. Sin embargo no existe un número en (O. 1)
que sea una cota superior para (O. 1).

Ohserl'ación 2. Si 111 es elemento maximal para S. no necesariamente ocurre que s :s; m
para toda s E S. De hecho. '" puede ser comparable con muy pocos elememos de S. La
única condición para la maximalidad es que no exista un elemento de S ';mayor que"' 111.

IImiDIIL_u_"_a_'_a_d_e"_a_d_e_'_u_b_'o_"-'j'-U_"_to_'_d_e_Il''---_

Sea S "" 1Pl. Entonces P(S) consiste en subconjuntos del plano x)'. $ca D, = {(x, y): .\.1 + ).2 <
rl: es decir. D, es un disco abierto de radio, -el interior del circulo de radio, centrado en el
origen-o Sea

Claramente. T es una cadena. ya que si D y D están en T. entonces
" "

D"I:; D" si" :s: r~ y D" c:;;; D" si'~::S',

Antes de seguir. es necesaria una notación nueva. Sea V un espacio vectorial. Se ha vis­

to que una combinación lineal de vectores en Ves una suma finita :L.:., a¡,';= all', + a~v~

+ ... + a.l'•. Si se han estudiado series de potencia. se habr.in visto sumas infinitas de la forma

:L.;.cI a.x·. Por ejemplo.
.. • ~ 1, ",x X x

e =L,--=I+x+-+-+·
••Oll! 2! 3!

Aqui se necesita un tipo diferente de suma. Sea e un conjunto de vectores en vt Para cada
l' E e, si a, denota un escalar (el conjunto de escalares estú dado en la definición de V). Enton­

ces cllando escribimos

x= '" a vL.. (1 )

DeFINICIÓN El

se entenderá que sólo un numero finito de escalares a, son diferentes de cero y que todos los tér­
minos con a. = Ose dejan fuera de la sumatoria. La suma (1) se puede describir como sigue:

Para cada l' E C. se asigna un escalar a, y se forma el producto a, l'. Entonces x es la
suma del subconjunto finito de los vectores a, l' para el que a, ~ O.

Combinación lineal, conjunto generador, independencia lineal y base

i. Sea e un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces cualquier vector que se
puede expresar en la forma (1) se denomina combinación lineal de vectores en C. El
conjunto de combinaciones lineales de veclores en e se denota por L(C).

•
• e no es necesariamente un subespaClo de V
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ii. Se dice que el conjunto e genera el espacio vectorial V si 11'0;;::; L(q.

¡¡i. Se dice que un subconjunto e de un espacio vectorial Ves linealmente independiente
si

se cumple sólo cuando er, = Opara todo \. € C.

iv. El subconjunto B de un espacio vectorial Ves una base para V si genera a V y es
linealmente independiente.

Ohsen·ación. Si e contiene sólo un número finito de vectores, estas definiciones son
precisamente las que se vieron antes en este capítulo.

Sea B un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial V. Entonces 8
es una base si y sólo si es maximal: es decir. si B~ D. entonces D es linealmente depen­
diente.

Suponga que B es una base y que B~ D. Seleccione x tal que x E D pero x ~ B. Como
B es una base, x puede escribirse como una combinación lineal de vectores en B:

x=¿a,"...
Si a, = Opara toda v, entonces x = OY D es dependiente. De otra manera a, -:F- Opam
alguna ", y asi la suma

x- ¿a,.v=O...
demuestra que D es dependiente; por lo tanto Bes maximal.

De forma inversa. suponga que Bes maxima1. Sea x un vector en V que no está
en B. Sea D = B u {x}. Entonces D es dependiente (ya que Bes maximal) y existe una
ecuación

en la que no todos los coeficientes son cero. Pero {3 -:F- Oporque de otra manera se obten­
dria una contradicción de la independencia lineal de B. Asi. se puede escribir

Entonces. B es un conjunto generador y. por lo tanto. es una base para JI'

¿Hacia dónde lleva todo esto? Quiza pueda verse la dirección general. Se ha definido el or­
den en los conjuntos y los elementos maximales. Se ha demostrado que un conjunto linealmen­
te independiente es una base si es maximal. Falta imicamente un resultado que puede ayudar a
probar la existencia de un elemento maximal. Ese resultado es una de las suposiciones básicas
de las matematicas.

.,---
, Silos escalares son números reales o complejOS. entonces 0' 110



448 CAPíTlI.O -1

~ AXIOMA

EspacIOS vectoriales

Muchos de los lectores estudiaron la gcometria euclidiana en la secundaria. Tal vez ahi
tuvieron su primer contacto con una demostración malemútica. Para probar cosas. Euclides
hizo ciertas suposiciones que denominó {/xiOIl/{/,\', Por ejemplo. supuso que la distancia mús
corta entre dos puntos es una linea recia. Comenzando con estos axiomas. el y sus alumnos de
geometría pudieron demoslmr muchos teoremas.

En todas las ramas de las matemáticas es necesario tener axiomas.. Si no se hace una supo­
sición. no es posible probar nada. Para completar nuestra demostración se necesita el siguicnlc
axioma:

L.ema de Zornt

Si S es un conjunto parcialmente ordenado, no vacío, tal que toda cadena no vacia tiene
una cota superior. entonces S tiene un elemento maximal.

Oh.H!'·l'{ldáll. El axioma de elección dice. a grandes rasgos. que dado un número (finito o infi­
nito) de conjuntos no vacíos. existe una función que elige un elemento de cada conjunto. Este

axioma es equivalente allem<.l de Zorn: es decir. si se supone el axioma de elección. se puede

probar el lema de Zorn y viceversa. Una demostración de esta equivalencia y otros interesantes
resultados se puede encontrar en el e.xcclenle libro Naire Ser rheory de Paul R. Halmos (Nueva
York: Van Nomand. 1960). en especial en la p:'lgina 63.

Finalmente se puede establecer}' probar el resultado central.

TEOREMA E3I
L:. DEMOSTRACIÓN

Todo espacio vcctorial Vtiene una base.

Se quiere demostrar que V liene un subconjunto linealmeme independiente maximal.
Esto se hace en varios pasos.

L Sea S una colección de subconjumos. todos linealmente independientes. parcial­
mente ordenados por inclusión.

iL Una cadena en S es un subconjunto Tde S tal que si A y B estilO en T. A ~ B o bien.
B~A.

m. Sea T una cadena, Se define

Es evidente que M(T) es un subconjunto de Vy A ~ M(7) para todo A E T. Se
quiere demostrar que M(T) es una cota superior para T. Como A ~ M(7) para IOdo
A E T. sólo es necesario demostrar que M(T) E S: es decir, debe demostrarse que
¡\J(T) es linealmente independiente.

¡v. Suponga que L a, \' = O. donde sólo un numero finito de las a, son diferentes de
'Vil"

cero. Se denotan estos escalares por al' a z' .... a. y a los vectores correspondientes

por \'1' "2' ...• ".' Para cada i. i = 1. 2, . , .. 1/ existe un conjunto A¡ E T (¡JI que "i

E A¡(porque cada l',. está en M(7) y M(7) es la unión de ros conjuntos en 7). Pero

•
, Ma~ A Zorn (1906-1993'~ vanos <li\oseo la U".,..t>(">Jly 01 II1ÓI<ll'Iol donde fu!' Proff'SO( Effil'I'.10 hasta w mUE'ftl' PI

9 di' marzo di' 1993 Publco Slllamosorm~en t9351 A Reman: 00 ME'thod 11 TransfHld€' All)ebfa 8uJIf>r!tl o{
rhe Amenc.m "-'Idll'H::morlC~5OCJ{'1y<11 (1935 667-6701



Resumen ~~9

T es totalmente ordenado, de manera que uno de los conjuntos A¡ contiene a todos
los demás (vea el problema 3); denominados AA' a este conjunto (se puede llegar a
esta conclusión sólo porque lAI, Al'.'" A) es Anito), Así, A¡~ Ak para i = l.

"
2..... /1 Y\'1' v!•... , Vn E Ak, Como A. es linealmente independiente y Ia,v¡ = O, se

;.1

deduce que al = a:l = ' , , = a ll = O. Entonces M(T) es linealmente independiente.

\' S es no vacío porque 0 E S (0 denota el conjunto vacío), Se ha demostrado que
toda cadena T en S tiene una cota superior. M(T), que está en S. Por el lema de
20m. S tiene un elemento maximaL Pero S consiste en IOdos los subconjuntos
linealmente independientes de V. El elemento maximal B E S es, por lo tanto. un
subconjunto linealmente independiente maximal de V. Entonces. por ellCorema 1,

Bes una base para V.

pmblemas 4 12

1. Demuestre que todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V se pue­

de expandir a una base.

•

2, Demuestre que todo conjunto generador en un espacio vectorial V tiene un subconjunto

que es llna base.

3, Sean Al' A,. .... A
n

, 11 conjulltos en una cadena T Demuestre que uno de los conjuntos
conticne a todos los demás [sI/gerencia: como T es una cadena. Al ~ Al o bien Al ~ Al'
EnlOllces el resultado es cierto si 11 = 2. Complete la prueba por inducción lllatemútica] .

RESUMEN

Un espacio "eclorial real Ves UIl conjullto de objetos, denominados n~etores. junto con dos
operaciones denominadas suma (denotada por x + y) y multiplicación por UII escalar (denotada
por o:.x) que satisfacen los siguientes axiomas: (p. 281)

i. Si x E Vy y E V. entonccs x + y E V (cerr:tdura bajo la suma),

ii. Para todo x. y y z en V, (x + y) + z = x + (y + z) (Ie~' asociatir3 de la Sllma de \·cctores).

¡ii. Existe un vector O E VIal que para todo x E V, x + O= O+ x = x
cero o idéntico aditi\'O).

(el Ose llama \'ector

i\', Si x E V. existe un vector -x en Vtal que x + (-x) = O (- x se llama inverso aditivo de x).

\'. Si x y y estún en V. entonces x + y = y + x

"i, Si x E V Ya es un escalar. entonces ax E V
escalar).

(ley conmutati\'a de la suma de \"Cclores).

(cerradura bajo la multiplicación por 1111

\'ii, Si x y y están en Vy a es un escalar. entonces a(x + y) = ax + ay

tributh'a).

(primera le)' dis-

,'iii. Sí x E Vy a y f3 son escalares, entonces {a + (3)x = O'X + (3x (segunda ley distributiva).

ix. Si x E Vy a y f3 son escalares. enlonces a(f3x) = (af3x)

ción por esc:llares).

x. Para cada x E V. 1x = x

(ley asociatinl de la multiplica.
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El espacio I? = {XI' x,_ ... . x,): _\ E II para i = 1. 2, .... II}.

El espacio P« = l polinomios de grado menor que o igual a II}.

El espacio Cia. hl = {funciones rca1cs continuas en el intervalo [(1, bH.

El espacio M
nrn

= {matrices de /11 X 11 con coeficientes reales}.

El espacio en = He
"

'"2' ... , eJ C¡ E e para i = 1,2..... 11}. e denota el conjunto de números

complejos.

Un sullespacio H de un espacio vectorial Ves un subconjunto de V que es en si un espacio vectorial.

Un subespacio no vacio H de un espacio vectorial Ves un subespacio de V si las dos siguientes
reglas se cumplen:

i. Si x E H YY E H, entonces x + y E H.

ii. Si x E H. entonces ax E H para cada escalar a.

Un subL'Spacio propio de un espacio vectorial Ves un subcspacio de V diferente de lO} y de V.

Una combinación lineal de los vectores \'J' "1" .... \'" es un espacio vectorial Ves la suma de la

forma

donde al' (t!•..• a" son escalares.

Se dice que los vectores \'1' \.~•.... "" en un espacio vectorial V generan a Vsi todo vector en

V se puede expresar como una combinación lineal de "J' "2' .... "".

El espacio generado por un conjunto de \'cctores "1' v,. ... , v¡ en un espacio vectorial Ves el

conjunto de combinaciones lineales de VI' v" , .. ,ve

gen 1"1' \'2" .. , \.) es un subespacio de V.

Dl'pl'mlel/ciu e i/ldepemlem:ia lil/eal

Se dice que los vectores "1' "2" .. , "" en un espacio vectorial Vson linealmente dependientes si

existen escalares cl' el" ...• cn no todos cero tales que

Si los vectores no son linealmente dependientes. se dice que son linealmente independicntes.

Dos vectores en un espacio vectorial V son linealmente dependientes si y sólo si uno es multi­

plo escalar del otro,

Cualquier conjunto de 11 vectores linealmente independientes en 12" genera a 12".

Un conjunto de 11 vectores en p" es linealmente independiente si 11 > 111.

Base

Un conjunto de vectores "J' "2' .... "" es una base para un espacio vectorial V si

i. j\'I" v2"···, \'J es linealmente independiente.

ii. 1\'1" v2"· •• vo} genera a V.

Todo conjunto de 11 vectores linealmente independiente en p' es una base en P.

La base canónica en P consiste en 11 vectores

(p. 282)

(p. 284)

(p. 285)

(p. 285)

(p. 293)

(p. 293)

(p. 294)

(p. 299)

(p. 300)

(p. 301)

(p.3011

(p. 314)

(p. 315)

(p. 320)

(p.321)

(p. 332)

(p. 332)

(p. 332)
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O O O

O 1 O O
, ~ O c! = O , eJ = 1 , ~ O,

"

O O O

• Dimellsión

Sí el espacio vectorial V tiene una base finila. entonces la dimcnsión de jles el número de vec­
tores en cada base y V se denomina un eSIJaeio \'cetorial de dimensión finit:.. De otra manera

V se denomina eSllaeio \'eetorial de dimensión infinita. Si V = lO}. entonces se dice que V tiene

dimensión cero.

La dimensión de V se denota por dim V

• Si ¡.¡ es un subespacio del espacio de dimensión finita V. entonces dim /./ :5,'; dim V.

• Los únicos subespacios propios de 1)3 son los conjuntos de vectores que están en una recta o en

un plano que pasa por el origen.

• El espacio nulo de una matriz JI de 11 X 11 es el subespacio de P' dado po~

N,I = lx E P': Ax = 01

• La nulidad de una matriz JI de 11 X 11 es la dimensión de N.l y se denota por I'(A).

• Sea A una matriz de m X 11. La imagen de A denotado por ¡meA). es el subespacio de 1:1" dado

poe

Im(A) = {y E 1)": Ax = y para alguna x E P'}

• El rango de A. denotado por peA). es la dimensión de la imagen de A.

• El L'Spacio de los renglones de A. denotado por R
A

• es el espacio generado por los renglones de

A y es un subespacio de 1/'.

• El espacio de las columnas de A. denotado por C.l' es el espacio generado por las columnas de

A y es un subespacio de 1)'''.

• Si A es una matriz de 111 x 11, entonces

CA = Im(A) y dim RA = dim CA = dim Im(A) = peA)

Más aún.

peA) + veA) = 11

• El sistema Ax = b tiene al menos una solución si y sólo si peA) = peA. b). donde (A. b) es la
matriz aumentada que se obtiene al agregar la columna del vector b a A.

• Teorema de "1'.\"1/1111'11

Sea JI una matriz de 11 X 11. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i. A es invertible.

ii, La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada l/-vector b.

iv. A es cquivalentc por rengloncs a In matriz identidad, In' de 1/ X 11.

(p. 335)

(p. 336)

(p. 336)

(p. 343)

(p. 343)

(p. 344)

(p. 344)

(p. 344)

(p. 3441

(pp. 344. 3..+5)

(p. 350)

(p. 35~)

(p. 353)
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1', A se puede expresar como el producto de matrices elementales.

\'i. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

,·ji. Las columnas (y renglones) de JI son linealmente independientes.

viii. del A :;t: O.

ix. veA) = O.

x. peA) = 11.

• Sea 8 1 = {UI" "1" ...• uJ y E, = (VI" V,•.... \,) dos bases para el espacio veclorial V. Si x E Vy

b, ] " ]b, c,
Entonces se escribe (x)s, = ;' y (x)s, = ;- .

blJ c.

(p. 367)

Suponga que (U)8.
(/lj

. Entonces la matriz de transición de 8 1 a B, es la matriz de 11 x 11

["" al" ",. ]
A = (In

(In al"

a., a., a••

(pp. 369. 370)

Más aún. (x)l!: = A(x) B,'

• Si A es la matriz de transición de 8
1

a 8,_ enlonces A- 1 es la matriz de transición de B, a 8 1" (p. 370)

• Si (x.) =, "

(/11

al}
para) = l. 2..... 11. entonces XI" xr .... x" san1inealmcntc independientes si

a.,
y sólo si det A :;<: O. donde

[a"
a l1

a, ]
a'l a" a1:A= -

a., a"1 a••

(p. 374)

• Los vectores u,. u" .... u,. en V" forman un conjunto ortogonal si u.' u = Opara i:;<: j. Si ademas.
~ , ,

u¡ . u, = 1 para i = l. 2..... k. se dice que el conjunto es ortonormal.

• 1"1 = Iv . \'1'/1 se llama longitud o norma de \'.

• Todo subespacio de V" tiene una base ortonormal. El proccso dc ortonormalización de Gram­
Sehmidt se puede utilizar para construir tal base.

• Una matriz ortogonal es una matriz Q invertible de 11 X 11 tal que Q-I = Q'.

(p. 387)

(p. 388)

(p. 389)

(p. 392)
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. entonces la

• Una matriz de 11 x 11 es ortogonal si y sólo si sus columnas forman una base ortonormal

para

• Sea H un subcspacio de con una base orlonormallur u=_ .... u¡l. Si" e
proYei:ción ortogonlll de '0 sobre H. denomda por proYII ". está dada por

proylf'o = (lo' u
l
) U1+ (,'. u

1
)U= + ... + (lo' u,)u,

• Sea H un subcspacio de . Entonces el complemento orlogonal de H. denotado por HJ.. está

dado por

/-1' Ix e IP': x . h = O para todo h e NI

Sen ¡-¡ un subespacio de 1)" y sea \. E P'. Entonces exislc un par único de vectores h y 11 tales que

h E /-l. II E H¡ Y

\' = h + II = proy,,\' + proy" v

• Teore",,, (le UPI"OX;lIlIu:;ón de fa flONml

Sea H un subcspacio de IP' y sea \' E . Entonces. en H. proy" \' es la mejor aproximación a v
en el siguientc scntido: si h es cualquier otro vector en N. entonces

1" - proy f/ "1 < 1" - hl
• $ca (x •. .1".). (x=. )'=)..... (x.' J) un conjunto de dalas. Si se quiere representar estos datos por

la recta)' = IIIX + h: entonces el problema de minimos cuadrados es encontrar los "alares de 111

y b que minimizan la suma de los cuadrados

[Y1 -(b+lIll',)1 + [Y: -(b+lIll':)1 +'.'+[.1'. -(b+llu·. lT
La solución a este problema es establecer

( bJ:UO(A'Ar' A'y
m

Ip.3931

(p. 39'¡)

(p. 396)

(p. 396)

(p. 398)

(p.412)

(p.414)

donde

[
"
. ,

",r '" . 2

y.
y A=[i ::1

Resultados similares se aplican cuando se quiere rcprescl1lar los datos usando un polinomio de

grado> l.

• E~paáo COfl prod,lcto interno

El espacio vcctorial complejo V se llama un esp:lcio con PrOOucto interno si para cada par de
vectores u y ,. en Vexiste un número complejo único (u. ,.) denominado el producto interno de u

y \'. lal que si u. "y". eslán en Vy a E C. entonces

i. (v.")::=: O

ii. (v. ")'" Osi Ysolo si \' = O

iii. (u. l' + w) - (u. v) + (u. w)

¡". (u + \'. w) '" (11. w) + (l'. w)

\'. (11, v) = ('V,"ü)
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"j. (au. v}=a(u. v)

vii. (u.u,,)=a(u.,,)

• Producto ¡memo ell C·

(x. y) = '<'V I + X1)'1 + ... + x.Y.

• Sea V un espacio con producto ¡memo y suponga que u y l' están en V. Entonces

u y" son ortogonales si (u. v) = O

• La norma de u. denOlada por lIull. está dada por

I"II~~

• Conjunto orlonfirmal

El conjunto de vectores {l'!" '·1..... \'.1 es un conjunto orl0110rm31 en IIsi

(l';,,)= O para ¡:r.j

y

11',11 ~ J(',. '.l ~ 1

Si sólo se cumple la primem condición, entonces se dice que el conjunto es ortogonal.

• Proyt'('cion arrogO/fUI

Se" H un subespacio vectorial con producto ¡memo V con una base orlOnormal 1tl l " u~..... u~l.

Si l' E V. entonces la proyección ortogonal de l' sobre H. denotada por proYII Y. está dada por

ProY 11 " = (l', tll)U 1 + (\" U1)U2 + ... + (l', u(Ju!

• Complemenro ortogonal

Sea H un subespacio del espacio con producto interno V. Entonces el complcml.'nto ortogonal

de N. denotado por H·. esta dado por

(p. 432)

(p. 434)

(p. 434)

(p. 436)

(p. 437)

H! = {x E V: (x. h) = O para toda h E NI

• Si N es un subcspacio del espacio con produclo interno V. entonces

i. Ni es un subespacio dc V.

ii. Hn H! = IOf,

¡ii. dim H! = 11 - dim H si dim V = 11 < oo.

• Teorema de proyecdol/

Sea H un subcspacio de dimensión finita del espacio con producto interno Vy suponga que
v E V. Entonces existe un par único de vectores h y p tales que h E H. p E IP-, Y

\'=h+p

dondc h = proyJI \'.

Si V liene dimensión finita. en lances p = proyw \'.

• Teorema de aproximadó" lle lu "O,.",,,

Sea H un subcspacio de dimensión finita de un espacio con producto interno Vy sea \. un vec­

tor en V. Entonces. en N. proYII \' es la mejor aproximación a \' en el sentido siguiente: si h es
cualquier aIro \'ector en H. entonces

1\' - proy11 \'1 < 1\' - hl

(p. 437)

(p. 437)

(p. 438)
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EJERCICIOS DE REPASO

De los ejercicios 1 al 13 determine si el conjunto dado es un espacio vectorial. Si 10 es. determi­
ne su dimensión. Si es finita. encuentre un<l base para él.

l. Los vectores (x,y. :)en I)l que satisfacen x + 2y -: = O.

2. Los vectores (x. y. :) en I)l que satisfacen x + 2)' - : ~ O.

3. Los vectores (x, y.:) E I)l que satisf<lcen x + y +: ~ O.

4. Los vectores (x.)". :, \1") en I:t que satisfacen x + y + :: + 1\' = O.

5. Los vectores en I)l que satisfacen x - 2 = Y + 3 = :: - 4.

6. Los vectores en I)l que satisfacen x + 1 = Y - 2 = : + 3.

7. El conjunto de matrices triangulares superiores de n X 11 bajo las operaciones de suma de
matrices y multiplicación por un escalar.

8. El conjunto de polinomios de grado ~ 5.

9. El conjunto de polinomios de grado menor o igual que 4.

lO. El conjunto de polinomios de grado 5.

11. El conjunto de matrices de 3 X 2. A = (a
i
). con a

l2
= O. bajo las operaciones de suma de

matrices y multiplicación por un escalar.

12. El conjunto en el ejercicio 8. excepto a l2 = 1.

13. El conjunto S = {j E C[O. 2]:/(2) = O).

En los ejercicios 14 al 24 determine si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente
o independiente.

14. mt:J
17. [-:];[~];[~]

15 (:H:J

18. HlUlH]
20. [~];[;];[~];[~]

16 (:Jtl

21. En ~: 1,2 -.1',3-.1. 7.1' -8.1 22. En ~: l. 2 +.13
, J- X, 7x2 -8x

23. EnM" ;(' -IJ.(I 'J.(O 0J.(O 0JO O OO 1 , 1-1

24. En M12:(~ ~}(~ -~}(~ ~}(~ _~)

25. Usando determinantes. establezca si cada conjunto de vectores es linealmente dependiente
o independiente.



 



CALCULO

CALCULO

EJerCICIOS de repaso "57

De los ejercicios 51 al 53; a) Calcule proY
1f

\'; h) encuentre una base ononorma1 pam H-:

e) exprese \. como h + p. donde h E H YP e ¡P-.

51. Hes ,1 ,,,be,pacio del probl,ma 47: v - ( -~j.

52. H esel ,,,bespacio del probl,ma 48: v - ( -J.

53. Hes ,1 ,,,bespaeio del probl,ma 49: v = [ ; ].

54. Encuentre una base ortonormal para P110. 2J.

55. Utilice el resultado del ejercicio 54 para encontrar un polinomio que sea la mejor aproxi­
mación por mínimos cuadrados a e'- sobre cl intervalo [O. 2).

56. Encuentre];1 recta que mejor se ajustc a los puntos (2. 5). (- l. - 3). (l. O).

57. Encuentre c-l mejor ajuste cuadrático para los puntos en el ejercicio 56.

58. Encuentre el polinomio p{x) de grado 3 que ajuste los puntos del ejercicio -16 t:ll que

sea mínimo.



Capítulo

s
TRANSFORMACIONES
LINEALES

•
DI DEFINICiÓN y EJEMPLOS

El presente capitulo aborda una c1asc especial de funciones denominadas trllllsjormllciolle.f /i­
Ilf!ll/('!)' que ocurren con mucha frecuencia en el álgebra lineal y otras ramas de las matcmilticas.

Estas tienen una gran variedad de aplicaciones importantes. Antes de definirlas. se estudiarán
dos ejemplos sencillos para ver lo que es posible realizar.

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

Figura 5.1
El vector (X, -y) es la
refle~ión respecto al eje x
del ~ectOf (x, y).

Reflexión respecto al eje x

En~ se define una función Trnedi:nllc la fórmula r(X)=( -'). Geométricamente. Tlorna un
y -y

vector en P! y lo refleja respecto al eje x. Esto se ilustra en la figura 5.1. Una vez que se ha dado
la definición básic<t. se verá que Tes Un<l transformación ¡ineill de Jr en fr.

Transformación de un vector de producción en un vector de materia prima

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos. de los cuales cada uno requiere tres
tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como PI' Pr P

J
y p~)' a los materiales

por R,. R~ Y RJ" La tabla siguiente muestra el número de unidades de cada materia prima que
se requieren para fabricar I unidad de cada producto.

T(x.y) = (.r. -.1')
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Necesarios para producir
I unidad de

Núnero de
unidades

de materia
prima

P, P, P, P,

R, 2 I 3 4

R, 4 2 2 I

R, 3 3 I 2

Surge una pregunta natural: si se produce cierto número de los cuatro productos. ¿cuánlas

unidades de cada material se nccesilan1 Sean P., Pr P
J

y P~ el número de articulas fabricados
de los cuatro productos y sean 'I"! Y'J el número de unidades necesario de los tres materiales.
Entonces se define

[

P'

p= ::

P,

[
10]30

Por ejemplo. suponga que P~ ~~ . ¿Cuántas un;dades de R, se neces;!an para produc;r estos

números de unidades dc los cuatro productos? De la tabla se tiene que

li = PI . 2 + p!' 1+ Pl . 3 + P4 • 4

= 10·2 + 30'1 +20·3+ 50·4 = 310 unidades

Dc manera similar

,~ = 10·4+30·2 +20·2+ 50·¡ = 190 unidades

y

1]= 10· 3 + 30· 3 + 20'1 + 50·2 = 240 unidades

En general se ve que

o

Ap = r

Esto se puede ver de otra manera. Si a p se le conoce como el ,'CClor de producción ya r como
el '-cclor de materia prima. se define la función T por r = T(p) = Ap. Esto es. T es la función
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que ·"transforma'· el vector de producción en el veclor de materia prima y se hace mediante la
multiplicación de matrices ordinaria. Corno se verú. esta función es también llna transforma­
ción lineal.

Antes de definir una transformación lineal. hablaremos un poco sobre las funciones. En la
sección 1.7 se escribió un sistema de ecuaciones como

Ax = b

donde JI es una matriz de 111 x 11. X E Ir y b E 12'''. Se pidió encontrar x cuando JI y b se cono­
cían. No obstnntc. esta ecuación se puede ver de otra forma: suponga que A se COlloce. Enton­
ces la ecuación Ax = b "dice'": proporcione una x en Il' y yo le daré una b en 12"': es decir. A

representa unajil/li'i¿JII con dominio l!" e imagen el1l2'''.

La función que se acaba de definir tiene las propiedades de que A(ax) = aAx si a es un
escalar y A(x + y) = Ax + A~'. Esta propiedad caracteriza las transformaciones lineales.

DEFINICIÓN a Transformación lineal

(1)T(u + l') = Tu + T1'

Sean Vy W espacios vectoriales reales. Una transformación lineal T de Ven Wes una

función que asigna a cada vector v E V un vector único ,T\' E W y que satisface, para

cada u y "en Vy cada escalara.
~--------~

y

T(av) = aH' (2)

TRES OBSERVACIONES SOBRE NOTACIÓN

1. Sc cscribe T: V.....¡. W para indicar que Ttoma el espacio vectorial real Vy lo lleva al espacio
vectorial real W: esto es. T es una función con V como su dominio y un subconjunto de W
como su Imagen.

2. Se escriben indistintamente T\' y T(\'). Denotan lo mismo: las dos se leen ''T de 1''", Esto cs
anúlogo a la notación funcionalf(xl. que se lee '/de x",

3. Gran parte de las definiciones y teoremas en este capítulo también se cumplen para los espa­
cios vectoriales complejos (espacios vectoriales en donde los escalares son números comple­
jos). Sin embargo. a excepción de la breve intervención de la sección 5.5, sólo se manejanín
espacios vectoriales reales y. por lo tanto. sc eliminan"l la palabra '"real" en el anúlisis de los
espacios vectoria1cs y las Iransformaeiones Iincales.

L. TERMINOLOGiA Las transformaciones lineales con frecucncia sc denominan operadores lineales,

EmDIIL_~u~n~a:...ctr~a~n~s~fo,-"rm:...ca~ci~ó~n,-li_n~ea,-,,1d~e,-"I)~'_e~n.:..cl)~'__

[
X+'.] [-1]Sea T: P' .....¡. I)J definida por r( :::) = .r - y .Por ejemplo T ( _ ~ ) = 5. Entonces

3.1' -9



EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

EJEMPLO 6
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[( ) ( )] ( 1 [
Y, +', +", +y,]

T '~,l + '~2 =T '~,I:'::~ = X1+X:-YI - ...:
.1 J~ ,1,1 3,' +31'

. I . l

-[y,~y,] [y,~.,,]
- XI .1 1 + .\~ .l~

3\' 3\'• 1 - ~

Pero

(
y,+",] () (y,+y,] ( )
xl ,- ,1'1 =T :~,I y x~ - Y2 =T :~':

.)\' 1 31' •
. 1 - ~

Asi

De manera similar

T[aCJ]=T(::) =[:: ~;:] =a[ :~:] =aT(;)
30..1' 3.1'

Así. Tes una transformación lineal.

La transformación cero

Sean Vy IV espacios vectoriales y dcfin" T: V -+ IV por TI' = O para todo l' en V Entonces
T(\'I + \) = O = O + O = 7\'1 + "\ y T(O'\') = () = nO = aTI', En este caso. Tsc denomina la

transforlllación cero.

la transformación identidad

Sea V un espacio vectorial y defina J: V -+ V por /1' = \' para lodo \' en V Aquí es obvio que' es
una transformación lineal. la cual se denomina transformación identidad u 0lll'rador identidad.

Transformación de reflexión

Sea T:~ -+~ definida por T(:~,)=(-::~). Es f<icil verificar que Tes lineal. En terminas geomé­

tricos. Ttoma un vector en IY y lo refleja respecto al eje y (vea la figura 5.2).

Figura 5,2

El YeClOl' (-x, yl ~ la
n>1Iexión fl!SPK'O al fjr Y
dI!I 'o'l!CtOf (K. yl,

,.

(x. ")

-----::1"~===--------.,
O

al

y

(-.r.)')

~
O

b,
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 8

Transformación de 1::." ----\o r'" dada por la multiplicación por una matriz de m x n

Sea A una matriz de 11I x 11 y defina T: --+ V'" por Tx = Ax. Como A(x + ~.) = Ax + Ay y

A(ax) = aAx si x y y están en P. se observa que Tes UO:l lransformación lineal. Entonces: toda

"'''tri: A de 11I X 11 se puede mifi=tlr ¡){1m dejinir II/IlI mlllsfol'llwciim lineal de ell . En la sec­
ción 5.3 se vera que se cumple el converso: toda mms!orll/acilm Iilleall'lIIrl' espllclos reclOrilllrs
de tiimellsilm fillilll se puede repn'.\'C'lIfar por 11I1(1l1ml1'i;,

Transformadón de rotación

Suponga que el "crtor \' = (:~.) en el plano x.r se rola un ángulo O(medido en grados o radianes)

en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Llame a este nuevo vector rotado \,'= (::,:).

Entonces. como se \'e en la figura 5.3. si r denQla la longilud de v (que no cambia por la rota­
ción).

Figura 5.3
(x',y1 se obllene rolando
(x,y! UIl M1g1110 O.

x = rcosa

x'=rcos(8+a)

(x',y')

,

,.

0+0

)' = rsena

y' = rsen(e +aH

(x. y)
,

--~-,.J'---~I"--=..J..._---.. ,
x' o x

Pcro r cos (e + al = r cos ecos a - r sen esen a. dc mancflI quc

x'=xeos8-ysen8

•
De mancfll similar. r sen (8 + a) = r sen eeos a + reos esen a. o sea

(3)

y' = x sen e + J'cos e ("l

•
Se"

( cose -"'"0) (5)A,~

cosO""'0

•
Esto \t' dl>duc:e de liJ def,OlCIOn eslilOdclr de cos 11 ysen ¡¡ como laHoorden.lda~x yYÓl' un punto en el orculo un'I<IJlO
Si _. y\ es un punto en el orculo de radIO ( con ,entro en el OfIQ+'fl, entonces x ( (OS 'fl YY = ( sen ljI, donde 'fl es el
<ongl.lfo ave lorma el vector IX, y) con elliido pos>l'VO dPI e,E' ~
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Entonces de (3) y (4). se ve que A&C:] = (::::J La transformación lineal T: lf -+ i>'definida por

Tr = JIu r. dondc A
9

es!:[ dado por (5). se llama transformación dl' rotación.

EJEMPLO 9 Transformación de proyección ortogonal

Sea ¡.¡ un subespacio de . La transformación de pro~l't'ción orlogonal P: V -+ H se define por

(6)

Sca jUl' u:..... u¡,lllna base orlonortnal para H. Entonces de la definición 4.9.4. púgina 394.
se tiene

(7)

Como (\'1 + \.~) . U = ,.[ . u + ": . u y (m') . u = 0(" . uJ. se ve que P es una Iransformación

lineal.

Dos operadores de proyección

Se define T: Il'~ Il' por r(::J = ( ~lEnlOnces T es el operador de proy=;ón que loma un

vector en el espacio de tres dimensiones y lo proyect•• sobre el pl'lno X}: De manera similar.

r(:~] =[:] proye"a un 'O"or en el espac;o sobre el pl,,"o.c E""s dos transforma,;ones se

describen en la figura 5.4.

,

;(:)
,

mm
Figura 5.4
b) Proyección sobre el

plano XI.

rf:l+l O "'1'lano
J' ,

t)
O

XY1'lano

x

"1 "1
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EJEMPLO 11

EJEMPLO 12

Operador de transposición

Defina T: M"", ~ M"", por T(A) = A' Corno (ti + Bl' = A' + B' y (aA)' = aA', se ve que T,

denominado operlldor de transposición. es una transformación lineal.

Operador integral

tCALCUlO] Sea 1: C[O. 1].....-+ [.l definida por Jf= f~.r(x)d\". Como J.: [f(x)+g(x)](Ú = f~ftx)dl"+

j lg(X) dI" y JI aftx)dr = ajl (x) dI" sify g son continuas. se ve que.l es lineal. Por ejemplo.
IJ o o .

.I(x') = -.!.. J se denomina operador integral.
4

EJEMPLO 13 Operador diferencial

Suponga que D: CI[O. 1] --+ ClO. lJ se define por Df = f'. Como U' + g)' = I' + g' y (af)'
= al' si / y g son difercnciablcs. se ve que D es lineal. D se denomina operador diferencial.

No toda transformación que parece lineal 10 es en realidad. Por ejemplo, defina T: (¿ -+ (¿
por Tx = 2x + 3. Entonces la gráfica de {(x. Tx): x € (¿} es una linea recta en el plano xy;
pero T no es lineal porque T(x + )') = 2(x + y) + 3 = 2x + 2)' + 3 y Tx + Ty = (2x + 3) +
(2)' + 3) = 2x + 2)' + 6. Las únicas transformaciones lineales de (¿ en (¿ son funciones de la
forma/ex) = /l/X para algún número real 111. Asi, entre todas las funciones cuyas gráficas son
rectas, las únicas que son lineales son aquellas que pasan por el origen. En álgebra y cálculo

una función lineal con dominio (¿ está definida como una función que tiene laJomw f(x) =
IJ/X + b. Así. se puede decir que una función lineal es una transformación de (¿ en (¿ si y sólo
si b (la ordenada al origen) es cero.

•
1IImIIIII__U_"_a_t_'_a_"_5f_o_'_m_a_(_;_ó_"_q~u_e_"_O_e_5_li_"_e_a_1 _

Suponga que T: CrOo 1] -+ (¿esta definida por Tf = /(0) + 1. Entonces Tno es lineal. Par<! ver
esto se calcula

TU + g) ~ U + g) + 1 ~ ¡(O) + g(O) + 1

T/ + Tg ~ litO) + IJ + [«O) + IJ ~ ¡(O) + g(O) + 2

ESIO proporciona otro ejemplo de una transformación que puede parecer lineal pero que. de
hecho. no lo es.

problemas 5 1

AUTOEVALUACIÓN

Falso-verdadero

1. Si T es una transformación lineal, entonCl'S T(3x) = 3Tx.

11. Si T es una transformación lineal, entonces T(x + y) = Tx + T}'.

111. Si T es una transformación lineal, entonces T(xy) = TxTy.

IV. Si A es una matriz de 4 X 5, entonces Tx = Ax es uJla transformación lineal de V' en V'i.

V. Si A es una matriz de 4 X 5, entonces Tx = Ax es una transformación lineal de P; en 1)1.
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10. TIY~IY:{:}('.)

12. T: 1)2 -+ [,>2: r(:::) = -'T

L TIY~IY:T(:H~l

3. TIY~IY r(JeJ

5. TI~~IY: T(}(~l

7. TIY~IY: {le)
[,.) [e)9. T: 1)2 -+ 1)2; T ~, = '.1"

(') [c+")11. T:if-+l)l; r' =' ",
y x- 1"

De los problemas I al 38 determinc si la transformación dc Ven JI! dada es lineal.

2. TIY~IY{:H:l

4. TIO'_lYfH)~)

6. TIO'~IY {]{)

( ) [ ')8. T;~-+Ir:r :~ = :~~

13. T:

15. TV~R' T(x)=[i]

17. TR'~IY:T[:]=(X'l= YII'
...

X']> .\",
14. T: ~ IY: T :' =jx,1

.\".

16. T:R'~IY: T[:]=(X+'l= J + 11'

".

18. T: M.. -+M..: nA) = AB.donde Bes una malriz fija dCII X 11

19. T: M.. _ M.,,: nA) = A'A

20. T: M _ "1 : nA) = A B. donde B es una matriz fija de 11 X P
lO'" "'f'

21. T: NI _ M : T(A) = AH. donde OcsUlllllllatriz fijac!eq X 111
"'" ~"

22. T: D
n

-+ D,,; T(D) = D1(D
n

es el conjunto de matrices diagonales de 11 x 11)

23. T: D.~ D.: 71D) = I + D

24. T: Pl - PI: T(ao + alx + a::-,-1) = (/0 + (Ir'"

25. T: P1- PI: T((I~ + (Ir" + (Ir'.:!) = al + a::-,'

26. T: v:'_ P
J

: na h e) = (a + b) + k + ti)x'
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27. T: 1)-. p~: T(a) = (1 + (IX + (1.\.1 + .. + (IX"

28. To P, -> P,o T(p(x)) = [P(x)]'

29. T: p~ -. p): 7lp(x» = p(x) + (P(x)f

JO. To CID. 1) -> CID. 1)0 Tf(x) = P(x)

31. To CID. 1) -> CID. Jlo Tf(x) = f(x) + 1

32. To CID. 1) -> CID. 1lo Tf(x) = xf(x)

33. T: C(O. 11-.1): TI = f~f(x)g(x) d\:". donde g es una función fija en crO. lJ

34. T: CI(O. 11-. C(O. 1]: TI = (/g)'. donde g es una función fija en CllO. 1]

35. To CID. 1)-> ClI. 2)0 Tf(x) = f(x - 1)

36. To CID. 1) -> 1)0 Tf = f( ~)
37. To CID. 1I -> CID. Jl Tf(x) = f( 1) + f(2)

38. T: Al.... -. 1): nA) = det A

39. Sea T: lr -.lr dado por T(x. y) = (-x. -y). Describa T geométricamente.

40. Sea Tuna transformación lineal de ~ -. I/l tal que r( 1) = [~] yT(~) = [-:].
Encuentre: O J 5

al T(~) Y b) T( -:)
41. En el ejemplo 8:

ti) Encuentre la matriz de rotación Ad cuando O= n16.

h) ¿Qué le ocurre al vector ( - ~Jsi se le rota un ilngulo de nl6 en la dirección contr¡uia a

las manecillas del reloj?

[

,",e -,,"e 0]
42. Sca ..'1

9
= senO cosO O, Describa geométricamente la transformación lineal T:

D D 1

~ -.I)ldada por Tx = A,x.

43. Conteste las preguntas del problema 42 para A, = [CO~O ~ -~n6].
senO O cos8

44. Suponga que en un espacio vectorial real V. Tsatisface T(x + y) = Tx - TJ YT(ax) = aTx

para a ~ O. Demuestre que T es lineal.

45. Encuentre una transformación lineal T: Mu -o- M
12

•

46. Si T C'3 una transformación lineal de Ven W. demuestre que nx - ),) = Tx - TJ.
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47. Si T es una transformación linea! de Ven IV. demuestre que T O = O. ¿Son estos dos vec­

tores cero el mismo'!

48. Sea V un espacio con producto intcrno y sea Uo E V fijo. Suponga que T: V --'Jo V (o C) estú

definido por Tl' = (,'. "\1)' Demuestre que Tes lineal.

*49. Demuestre que si Ves un espacio vectorial complejo con producto interno yT: V --1' e estú

definido por T,' = ("11' ") para un vector fijo "11 E V. entonces T no es lineal.

50. Sea V un espacio con producto interno con el subespacio de dimensión finita H. Sea lul.

u
2

, ... , uJ una base para H. Demuestre que T: V --'Jo ¡.¡ dcfinida por T\' = (". U1)U I + (". u)
u

2
+ , .. + (\'. u.Ju. es una transformación lineal.

51. Sean Vy W dos espacios vectoriales. Denote por L( V. IV) el conjunto de transformaciones

lineales de Ven W Si TI Y T! eSI<i.n en L( V, IV), defina aT
I
y TI + T! por (a7),' = o( TI")

Y (TI + T~),' = TI" + T~,', Pruebe que L( V. IV) es un espacio vectorial.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1, V 11, V 111. r IV. F v. v.

• MATLAB 5.1

Información de MAlLAS: impresión de gráficas

Para imprimir una grúfica en MATlAR. es necesario seleccionar la ventana de la figura de

interés y del menú se escoge

File -:J Print.

También puede utilizar el atajo Ctrl.-P

Pn'(·(lI/dóII. La impresión directa de la pantalla no conserva las relaciones de aspecto en ella:

lIsi, los úngulos rectos pueden no parecerlo y las longitudes iguales pueden ser distintas, Para
que se conserve una relación de aspecto cuadrada se introduce el comando axis sqllllre (doc

axis).

l. Grúticas en COlllllllladora: creación dc Ullll figura

Una figura que se quiere graficar se describe utilizando una matriz que contiene los puntos

importantes en la figura y una matriz que contiene información sobre los puntos que deben

conectarse con segmentos de recta.

L:I marriz d(' [JUnios

La matriz de puntos es una matriz de 2 X 11. donde 11 es el número de puntos; el primer ren­

glón contiene las coordenadas.r y el segundo las coordenadas F de los puntos.

La matril. de líneas

la matriz de lineas es una matriz de 2 X 1/1. donde lit es el número de lineas. Cada elemenlO
es el número de una columna de la matriz de puntos. La información indic:l que los dos
puntos a los que se hace referencia en llna columna de la matriz de lineas deben caneelarse
por un segmento de recta.
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Por ejemplo. para describir el primer rectangulo de la siguienle figura:

(0.3)
punloo4

(2.3)
punlo 3 punlo-l punlo 3

(o. O) (2. O) pumo 1 punlO Z
punlo I punto 2

al b)

p,,~(~
, 2

~)O 3

1m ~G2 3
~)3 4

La matriz IlIs dice que el PUllto l. (O. O). (columna 1 de 1m) está concctado con el punto 2.
(2. O). (columna 2 de pr$): el punto 2 esta conect:ldo con el punto 3. (2. 3). (columna 3 de 1m):
el punto 3 está conectado al punw 4. (O. 3). (columna 4 de pul. y el PUnlO 4 esta conectado
con el PUnlO l.

Si se trata del segundo rectángulo de la figurn anlerior. con las diagonales de esquina a
esquina. la malriz pu seria Iil misma y

IIIS ~ [,1 2 34 I 2)
3 4 I 3 4

Para graticar la figuT<¡ dcspucs de introducir I,IS matrices pr.\' y 111.\' se utiliza el archivo
grafic,\:m que se presenta a continuación (copie las instrucciones <l un archivo con nombre
grafics.m) function grafics( pts.lns.clr.sym b.M)

es una función que grafica

GRAFICS Grafica puntos y lineas
grafics(pts,lns,clr,symb,M)
puntos y lineas

••••
\- pts: Matriz de 2xn de puntos a graficar

\- lns: Matriz de 2xm de lineas a graficar
\- clr: Opciones de color, ejemplo 'r' (grafica en rojo)
\- sym: Simbolo a utilizar para representar puntos,

'\- ejemplo '*', '+'
'\- M: Entero positivo que se utiliza para los límites
% de los ejes

% Grafica los puntos y las líneas
plot(pts(1,lns(:)),pts(2,lns(:)) ,clr,.

pts (1, :) ,pts (2, :) , [clr, symb] ) ;
axis( [2M,M,2M,M]);
axis sguare
grid on
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la sin(¡l.xis para correr gmfin· dcsde fa VClllalla dc comandos de MATl..A B es gról/ks(pts.

Ins, clr. syrn, M):

In~ = la m:miz de puntos
IIIS = la matriz dc Iincas

clr = oIXiones de color: por cjcmplo. 'r' representa el rojo: pida con doc LincSpec

una descriIXión dc otras opciones de color
srm = .•' u ·0· o .+' O'x' u '0': verdoc LincSpcc

Los puntos en la matriz dc puntos scr.in graficados individualmente utilizando el simbolo

que se elija.
¡\! es algún número posilivo. por lo general. un cntero. Establece la escala sobre los ejes

de la pantalla de gráficas entre - M ~ x ~ Al Y - M ~ Y ~ M.
Por ejemplo. grafics(pls. Ins. oh'. 0+'. 10) grafiC"'"ará el fCClangulo dado por el primer con­

junto dc matrices. pU y IIIS. en azul. con los vcrtices (las esquinas del rectángulo) dibuj:ldos
con un signo .'+ .. Y la escala de los ejes: -10 ~ x s 10 y -10 s.r:-::; 10.

al Introduzca las siguientes matrices:

Pts=(~
3 3 8 8 11 11 15 15 11 8 8 O

'~)O ) ) O O 7 7 10 10 12 7 7

IUS=C
2 3 • 5 6 7 8 9 10 11 12 l~)
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Dé el comando grafics(pls. los. 'r'. ,... 20)

Describa en palabras la figura producida y desniba otras características de la pantalla

de gráficas.

h) Disei'te su propia figura. Forme una matriz dc puntos y de líneas y grafíquela utíliZ¡lndo

el archivo gmjil".\:m.

2. Suponga que T: 1)' _1)' es una Iransformacíón líneal (como una rotacíón respecto al ori·

gen) y que se desea grafkar kl imagen de una figura después de aplicarle la transtorrnacióll.

tt) (Lápi= Y pupl!!) Considere los punloS PI y p~ en el plano. Sea x el vector quc comicnzH

en el origen y termina en PI y sea~' el vector que comienza en el origen y termina en 1\.
Explique las razones por las cuales el vector l = X - ~'es p<lralc1o al segmento de rect:t

entre PI y P~.

P,

Sea T: 1)' _ 1)' una transformación lineal. Enlonces el punto lerminal de Tx será el

PUnlO en la imagen transformada que viene de PI y el punto terminal de Ty sera el co­
rrespondienle a la imagen transformada que viene de P~. Asi. Tx - T~' será paralelo al
segmenlo que une las imágenes tr.lI1sformad¡IS de PI y P:. Explique por qué. a partir de la
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linc¡¡lidad de T. es posible concluir queel segmento entre PI y P!rcprescntado por x -)l.

se transforma en el segmenlO entre las imügcncs transformadas de PI y P!' represelltado
por Tx - Ty.

El inciso a) implica que para graficar la imagen de una figur:l después de aplicar

una transformación lineal T sólo es necesario aplicar la Iransformación a la matriz de

punlOs: la matriz de líneas de la imagen tr¡¡nsforméldél serú la misma. Cualquier translor­
l1l¡lción lineal T: ~ -t I)! se puede representar por la multiplicación con una matriz A de

2 X 2. Así. la malriz de puntos de la imagen transformada será A * pIS. donde pIS es la

matriz de puntos de la figura original.

h) Se dcsc<l granear. sobre el mismo conjunto de ejes, la figura dada por las matrices de

puntos y lineas dadas en el problema la) de esta sección de MATLAB y su imagen trans­

forr11ilda después de aplicar una transformación de rotación. Recuerde que la matriz de

la transformación lineal que rota en el sen/ido ('(Jlllrariv (/ las //lallecillas del re/vj respecto

al origen, un úngulo O, estú dada por

A ~ [cos (e)
sen (e)

-sen (e)J
eos (e)

Los siguientes comandos grafican la figura original (en rojo) y su rOlación pm'ilil'(J un

úngulo de Tr/2 respecto al origen (en azul):

th = -pi'2;A = leos(th) -scn(th);scn(th) cos(th)1
graphics(pls,lns,'r';*',20)
hold on

graphies(A*pts,lns;b','*',lO)

hold off

Observe que se utiliza el comando hold on para que ambas figuras ap¡lreZCan en el mismo

conjunto de ejes. El comando hold off libera la figura para que cuando se ejecute el

siguiente comando de graficación se borre la figura.

h¡fl',-pn'fllóúll, En la grúfica, identifique los cuatro puntos de la figura original que

se encuentran en la parte inferior (sobre el eje x). Identifique los puntos en los que se

transformaron. Identifique algunos segmentos entre los puntos de la figura original y los

segmentos correspondientes en la figura transformada. Verifique que estos segmentos de
la figura transformada sean en realidad rotaciones de Tr/2 en sentido de las manecillas

del reloj de los segmentos de la figura original. Haga lo mismo para los dos puntos de lil
figura original que se encuentran en el eje.r

Una modificación útil para relacionar los puntos originales con los puntos trans­

formados es utilizar la siguiente versión modificada de la función grafies con nombre

graticsLm

rUlll,tion graficsl (pts,lns.dr,symb)

% GRAFICSl Grafica puntos con etiquetas y líneas
% graficsl(pts.lns,clr,symb} es una función que grafica
% puntos con etiquetas y lineas.,
% pts: Matriz de 2xn de puntos a graficar

% lns: Matriz de 2xm de líneas a graficar
% clr: Opciones de color, ejemplo 'r' (grafica en rojo)
% sym: Símbolo a utilizar para representar puntos,
% ejemplo'*','+'
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, Obtiene los límites de los ejes de estar presentes

rr=axis;

, Selecciona los límites de los ejes utilizando los mínimos
, y máximos de pts

M=[min(pts(1,:)-1,max(pts{l,:)+1,min(pts(2,:)

-l,max(pts(2, :»)+1J;

M,. [rr;M];

% Selecciona los límites para que quepan las figuras
M=[min(M(: ,1)) ,max(M(: ,2)) ,min(M(: ,3) ,max(M(: ,4) l];

, Grafica los puntos y las líneas
plot(pts(l,lns(:),pts(2,lns(:)),clr, ...

pts (1, : ) ,pts (2. : ) , [clr. symb} ) ;
, Etiqueta los puntos con números sucesivos

text (pts (1, :)' ,pts (2, :)' ,num2str( [1 :length(pts)]' I};

axis(M);
axis square
grid on

c') En el mismo conjunto de ejes. gr¡¡fique la ligur¡¡ original (1:1 que se utilizó en los incisos
anteriores de este problema) y la imugen transformada después de la rotación ¡JI/si/ira de
2'1t/J respecto al origen. Interprete COIllO se indicó en el inciso h).

ti} En el mismo conjunto de ejes. grafiquc 1:. figura del problema Ih) de esta sección de
MATLAB y la imagen transformada despucs de la rotación respecto al origen por un
angula de su elección.

@ 3. Considere la figum cuyas matrices de pumas y lineas estilll dadas en el problema la) ante­
rior.

a) Ulilice el archivo grajics.m y/o gmfic.fl.m para graliear. sobre los mismos ejes la figura
original y la figun. después de ¡¡plicar 1" Inlllsformación dada por la multiplicación por
la matriz A. donde

A =[~ ~J
Seleccione un parúmetro M adecuado al llamar a gnific's para que ambas tiguras se apre­
cien correclamenle en la pantalla de gn'lficas (necesita experimentar con la selección de
este panímetro Af. Después de determinar el adecuado valor de M. de hold off y repita
la secuencia de comandos neccso¡rios para gmficar las dos imágenes en los mismos ejes).
T'lmbien puede utilizar la función graficsl yel programa seleccionar.i los ejes adecuados
por usted.

Describa la ~eomctria de la transfornl:lciÓn.

h) Repita el inciso ti) para las transformaciones siguientes:

A=[~ ~J
c') (Lápi: F papel) Describa la geomctria de T: Ir ----+ I:r dada por T(x) =: Ax. donde

(
r O)tl=:
O ,

pam r > Oys> O.
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DI PROPIEDADES DE LAS TRANSfORMACIONES LINEALES: IMAGEN y NÚCLEO

En esta sección se desarrollan algunas propiedades búsicas de l¡¡s Lransformaciones lineales.

TEOREMA a

L. DEMOSTRACiÓN

TEOREMA E3

L: DEMOSTRACiÓN

Sea T: V --+ Wuna transformación lineal. Enlonces para todos los vectores u, l', vI'
\'2" ... , \'n en Vy todos los escalares al' al' ...• ll'":

i. nO) ~ O

ii. T(u - v) = Tu - Tv

¡ii. T(a,", + a,"" +...+ (\',,\) = aIT,', + (X!T,"! +...+ ex.T,·.

Nofff. En la parte i) el Ode la izquierda es el vector cero en V; mientras que el O de la
derecha es el vector cero en W

i. T(O) = T(O + O) = T(O) + T(O). Así.

O~ reO) - reO) ~ reO) + reo) - reo) ~ reO)

ji. T(u - ,.) = T[u + (-1)\'] = Tu + T[(-l)v] = Tu + (-:1)T\' = Tu - r,'.
iii. Esta parte se prueba por inducción (vea el apéndice n. Para 11 = 2 se tiene na'''1

+ a/2) = T(O'lv¡) + T(O'/} = 0'1 T"I + O'zTvz. Asi. la ecuación (1) se cumple para
11 = 2. Se supone que se cumple para 11 = k Yse prueba para 11 = k + 1: T(a l ,', +
0'1"1 +... + O't"l' + ah 1\'h ¡) = T(al\'1 + a l "1 +...+ a,,"¡.} + T(akI I '·k. 1)' Yusando
la ecuación en la parte iii) para 11 = k, esto es igual a (0'1 T"I + O'lT"l +...+ CtkT\',)

+ Ctk• I T\'k + l' que es 10 que se quería demostrar. Esto completa la prueba.

Oh.I'('n·tlcióII. Los incisos i) y ii) del teorema I son casos especiales del inciso iii).

Un dato importante sobre las transformaciones lineales es que están completamente deter­
minadas por el efecto sobre los vectores de la base.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con base B = {\'I' \'1' ... , \). Sean "'l'

"'2' .... W
n

vectores en W. Suponga que TI y Tl son dos transformaciones lineales de V
en Wtales que Tlv l = T

1
"; = "'1 para i = 1. 2... ,. n. Entonces para cualquier vector \' E

V. T
I

,,= Tz";esdecirTI = T,.

Como B es una base para V, existe un conjunto único de escalares al' a" .... a n tales

que" = al ", + 0'2"2 + ' .. + a."". Entonces. del inCISO iii) del teorema 1,

De manera similar



EJEMPLO 1

• Solución

TEOREMA E:I

L. DEMOSTRA06N

5.2 Propiedades de las transformaciones lineales: Imagen y núcleo -173

El teorema 2 indica que si T: JI-t IV y JI tiene dimensión finita. entonces sólo cs net:csario
conocer el erecto que tiene T sobre los vectores de la base en 1-:' Esto es. si se conoce la im:lgen
de cada vector rosico, se puede determinar la imagen de cualquier vector en V Esto determina
Tpor completo. Pam \'cr eslo, sean VI' \'1' ... _ \'. una b,lse en Vy sea \' 01r0 \'eclor en V Enton­
ces. igual que en la prueba dcl tcorema 2,

T\' = a T,' + a T\' +',. + a TvI 1 !! • •

Asi. se puede calcular n' pam cualquier vector \' E V si se conocen Tvl• T"1' .... T\'.,

Si se conoce el efecto de una transformación lineal sobre los vectores de la base.

se conoce el efecto sobre cualquier otro vector

Se" runa lcansfonnaeióu line,,1 de Il' en Il' y supoug" que r(~)=(~). r(:)=( -;) l

+H-~) Calcule r[-:J

Entonces

Surge otra pregunta: si "'l' \\'2' ...• "'. son 11 vectores en W, ¿existe una transfornwciÓlllinc;ll
Ttal que T\'I = \\'1 par..l i::: 1. 2..... lit La respuesla es si. como lo muestrol el siguiente teorl'ma.

Sea V un espacio vectorial de dimensión finitll con base B ::: {\'I' \'1' .... \'.l. Sea 11' un

espacio vectorial que contiene los vcctores "'l' "'~"'" "'.' Entonces existe una trallsror·
mación lineal unica T: JI -+ IVtal que T\', ::: w, para i::: 1,2, .... 11.

Se define la runción T como sigue:

i. Tv¡::: w,

ii. Si \' = a"'j + a!\'~ + ... + a."•. entonces

(1)

Como B es una base para JI. T está definida para todo \' E JI: y como Wes un espacio
vectorial. T\' E W Entonces sólo falta demostrar que T es lineal: lo que se deduce direc­
tamente de la ecuación (1). Si 11 ::: al\'1 + aJv¡ + ,. , + U

n
\'". y \' = 131\'1 + 13¡\'¡ + ,., +

13"v". entonces:
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T(u + v) = T[(a¡ + 13.)"1 + (a2 + (32)"~ + + (a. + 13.)".]

= (al + 13,)w, + (a! + 13!)w! + + (a. + 13.)w.

= Tu + Tv

De manera similar. T(m') = aT,.. así que Tes lineal. L:l unicidad de Tse obtiene del
teorema 2 y la prueba queda complct¡1.

Oh.\·l~n·(/dófl. En los teoremas 2 y 3105 vectores w
1

• \\'!••.. , w" no tienen que ser independicntcs
y, dc hccho. ni siquiera tienen que ser distintos. Mús aún. se hace hincapié en que los teoremas
se cumplen si Ves cualquier esp:lCio vectorial de dimensión finita. no sólo I:?". Observe también
que la dimensión de IV no tiene que ser finita.

EJEMPLO 2

• Solllóón

Definición de una transformación lineal de [;:2 en un subespacio de 1;.3

Encuentre una transformación lineal de~ en el plano

Del ejemplo4.6.3 de 1<1 página 333. se sabcque Wes un subespacio dedos dimensiones dc I)l con

'Ccto'" bús;cos ", = [ i]Y", =mUt;I;"",do la ba" e",,,,da,,,, ~. v, = (~J y v, = (~J

" define la trans[ormac;ón l;ncal T po' r( ~J= [i]yr( ~J=m
Entonces. como lo muestra el análisis que sigue al teorema 2. T cst{l completamente determi­
mld.lo Por ejemplo.

De m.mcra m{ls genenll.

Ahora se darún dos definiciones importantes en la teoría dc transformaciones lineales.
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Núcleo e imagen de una transformación lineal

Sean Vy JI' dos espacios vectoriales y sea T: V _ ¡Vuna tmnsformación lineal. Entonces

i. El micleo de T. denotado por nu T. esta dado por

nu T= {l'E V: T,' = O}

ii. La imagen de T. denol:ldo por 1m T, está dado por

1m T = {W E W: w = T,' para alguna v E V}

(2)

(3)

I! IMAGEN

TEOREMA a

~ DEMOSTRACIÓN

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Oh!J't'rI'adól1 l. Observe que ntl T es no vado porque. de acuerdo al teorema l. T(O) = Ode
manera que OE nu Tpara cualquier transformación linc.11 T. Se tiene interés en encontrar otros
vectores en V que "se transformen en O". De nucvo. observe que cuando escribimos T(O) = O.
el Ode la izquierda está en Vy el de la derecha en W

Oh.\'('rmdóll 2. La imagen de Tes simplemente el conjunto de "imágenes" de los vectores en V
bajo la transformación T. De hccho, si w = Tv. se dice que wes la imagen de \' bajo T

Antes de dar ejemplos de nuclcos c imágenes. se demostntr:t un teorema dc gran utilidad,

Si T: V _ IV es una transformación lineal. entonces

i. nu T es un subespacio de V.

ii. 1m T es un subespacio de IV.

i. Sean u y l' en nu T; entonces T(u + l') = Tu + T'f = O+ O= OYTCau) = aTx =
aO = Ode forma que u + ,. y au están en nu T.

ii. Sean w y x en 1m T. Entonces w = Tu y x = T,' para dos vectores u y v en V. Esto
significa que T(u + ,.) = Tu + Tl' = w + x y T(au) "'" aTu = a\\'. Por lo tanto.
\\' + x yawestanen ¡mT.

Núcleo e imagen de la transformación cero

Sea T\' = Opara todo " E V (T es la transformación cero). Entonces nu T = Ve 1m T = 101.

Núcleo e imagen de la transformación identidad

Sea T,' = ,. pam todo \'E V(Tcs 1:1 tmnsformación idenlÍdad). Entonces nu T= 101 e 1m T = V

Las transformaciones cero e identidad proporcionan dos extremos. En la primera lodo se
encuentra en el núcleo, En la segunda sólo el vector cero se encuentra en el núcleo. Los casos
intermedios son mús interesantes.
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EJEMPLO 5

DEFINICIÓN a

Núcleo e imagen de un operador de proyección

Esto es (vea el ejemplo 5.1.10. púgina 463). Tes el operador de proyección de r¿> en el plano xy.

S¡ T[;]~[ ~] =o=[~] ooloocesx =y =O. Asi. ou T= {(x.y, cl' x =y =O. CE Jil. "d,,¡,.

el eje:, e 1m T = {(x. y, :): == Of. es decir, el plano xy. Observe que dim nu T = 1 Y dim
ImT = 2.

Nulidad y rango de una transformación lineal

Si Tes una transformación lincal de Ven W, enlonces se define

Nulidad de T = v(T) dim nu T

Rango de T = p(D = dim 1m T

(4)

(5)

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

EJEMPLO 8

Oh~·erl'(fd611. En la sección 4.7 se definieron el rango. la imagen, el espacio nulo y la nulidad

de una matriz. Según el ejemplo 5.1. 7. loda matriz A de 111 X 11 da lugar a una transformación
lineal T: V" ~V" definida por Tx = Ax. Es evidente que nu T = N", 1m T = [m A = CA' v(T)

= veA) y p(T) = peA). Entonces se ve que las definiciones de núcleo, imagen. nulidad y rango
de una transformación lineal son extensiones del espacio nulo, la imagen, la nulidad y el rango

de una matriz.

Núcleo y nulidad de un operador de proyección

Sea H un subespacio de 1)' y sea T,' = proy
lI

", Es obvio que la 1m T = H. Del teorema 4.9.7 de

la página 396, se tiene que toda v E V si \' = h + P = ProYIfV + proy/v. Si Tv = O. enlOnces h =

O. lo que significa que" = pE ¡-[l-, Así nu T = ¡P. p(7) = dim H, y v(7) = dim H i = 11 - p(n.

Núcleo e imagen de un operador traspuesto

Sea V = Mm.. Ydefina T: !'vI"", --+ Al"", por T(A) = A' (vea el ejemplo 5.1.1 L página 464). Si TA
= A' = O, entonces A' es la matriz cero de 11 X 111 por 10 que JI es la matriz cero de 111 X 11 Asi.

nu T = lO} y es claro que 1m T = M",,,. ESIO significa que v(T) = OYp(T) = mil.

Núcleo e imagen de una transformación de p) en P
l

Defina T: p) --+ P~ por T(p) = T ((lo + (I,X + (I~,,' + (13,,3) = (lo + (lIX + (I,x1. Entonces si T(p) =

O. (lo + al" + (1/.1 = Opan! toda x, 10 que implica que (lo = (11 = ('(11 = O. Así nu T = 1pE P3:
p(x) = (lr"J} e 1m T "" Pr v(T) = 1 Yp(T) = 3.
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Núcleo e imagen de un operador integral

cu Sca vera. l]y defina 1: C[O. 1] -+Vpor J1 - f; 1(x) dr (vea el ejemplo 5.1 12. pagina 464).

Entonces nu J "" U E qo. 1]: f~1(x) dr =al. Se.. a un número real. Entonces la función

constante f(x) "" a panl x E 10. 1]: esta en qO. 1] y I~ a dI: "" a. Como esto se cumple para

todo número real a. se tiene que 1m J "" V.

En la siguiente sección se verú que toda transformación lineal de un espacio \'cctorial de di·
mensión finita en otro se puede representar por una matriz. 10 que permitirá calcular el nudeo
y la imagen de cualquier transformación lineal entre cspacios \'cctoriales de dimensión finita

encontrando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente.

problem;)5 5 2

AUTOEVALUACIÓN

De los siguientes enunciados. indique si son verdaderos o falsos.

1. Sea T: V --+ IV una transformación lineal. En ocasiones es posible encontrar tres
vectores diferentes VI E V. V: E Vy W E !Vtales que Tl'l "" Tl'! "" W.

11, Si TVr "" TV2 como en el problema l.entoncesvl-v:E nu T.

111. Si T es una transformación lineal de \' en w, entonces la imagen de Tes w.

IV. Sea vI' v1' ... , l'. una base para ID" y sca "l' w2' . , . , w. una base para P._l' Enton­
ces existen dos transformaciones lineales Sy T tales que T\'I "" "1 YS,,; = v; para
i "" 1,2, .... 1/.

V. Si T: ~~ I:f es una transformación lineal y r(OJ ~ (OJ. entonces T cs la transo
formaclOn cero, O O

VI. Existe una transformación lineal T de 1)' --+ VS con p(T) "" v(T).

VII. Suponga que T: M" --+ M" con p(T) "" 4. Si TA =(0 0), entonces A = (0 °0)'.. .. ° ° °

De los problemas I al 13 encuentre núcleo. imagen. rango y nulidad de la transformación lineal
dada,

~ ~ ( 3"')3. T: ~- --+ ..,. : T(x) ""
-2,T

5. TIl'~Il', T[;]~('d')= y+1I'

".

4. T: Il'-+ IY: r(;)=x + y
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ICALCULO]

CALCUL

TransformaCiones lineales

6. T_I¡/ .. -+¡\{.,:1lA)="'AB.dondcn=(' ')-- •• O I

7. T: I)-¡. P,: T(a) = (1 + l/X + (/X~ + (1.\-'

8. T: I)! -¡. P,: r(:) = (1 +hx + (ti + b)x1 + (o - b).\·J

*9. T: Al"" -¡. Al",,: T(A) = A' +A

10. T: C'[O.I]-> C[0.1]: 7l = J'
11. T:C'[O.IJ->C[O.I]:71=j"

12. T: ClO.I): -> .): 7l = f( ±)
13. T: IY _I~: T es una rotación de nl3

14. Sea T: V -+ IV una transformación lineaL sea \"1' v1, ... , ".1 una base para Vy suponga
que r,·, = Opara i = 1.2..... 11. Demuestre que T es la transformación cero.

15. En el problema 14 suponga que W= Vy T"¡ = \'1 para i = 1.2..... /1. Demuestre que T
es el operador identidad.

16. Sea T: V -+ [(l. Demuestre que 1m Tes cualquiera de las siguientes: a) 101: h) una recIa que
pasa por el origen: d un plano que pasa por el origen: d) ¡y.

17. Sea T: [{' -+ V. Demuestre que nu Tes uno de los cuatro espacios enumerados en el pro­
blema 16.

18. Encuentre todas las transrormaciones lineales de~ en I)! tales que la recta y = Ose trans­
rorma en la recta x = O.

19. Encuentre todas las lransrormaciones lineales de Ir en Ir que llevan a la recta y = (lX:1 la
recta y "" ¡'x.

20. Encuentre una transrormaciónlineal Tde pl--+-pl tal que

nu T = l(x. J. =): 2x - .r + = = O}.

21. Encuentre tina transrormadón lineal T de pl--+-I)' tal que

1m T = :(x.y. =): 2x -2.1' + = = 01.

22. Defina T: M..--+- "'-/_ Por TA "" A - A'. Demuestre que nu T= 1matrices simétricas de 11 X 1/:
e 1m T = lmatrices amisimétricas de n X IIl.

B. Defina T: ellO. 1] --+- C[O. II por Tf(x) = .\j'(x). Encuemre el núcleo y la imagen de T.

*24. En el problema 5.1.51 se le pidió que demostrara que un conjunto dc transrormaciones
lineales de un espacio vcctorial Va un espado vcctorial IV. denot¡ldas por L( V, IV) es un es­
pacio vectorial. Suponga que dim V = 1/ < 00 y dim W = 111 < oo. Encuentre dim L( V. l-li).

25. Sea H un subcspacio de V donde dim H = k Ydim JI = 1/. Sea U el subconjunto de L( V. V)

que tiene la propiedad de que si TE U. entonces Th = Opara todO h E H

ti) Demuestre que U es un subcspacio de L( V. 11).

h) Encuentre dim U.

*26. Sean S y Ten L( V. JI) tales que STes la tmnsrormación cero. Demuestre o comradiga que
TS es la tmnsrormación cero.
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

t. V

V. F

11. V

VI. F

111. F

VII. \'

IV. F

DI REPRESENTACiÓN MATRICIAL OE UNA TRANSFORMACiÓN LINEAL

Si JI es un<l matriz dc /11 X /1 YT: 1)" _1)''' eS!:'l definida por Tx = Ax. entonces. como se observó

en el ejemplo 5.1.7 de la púgin<l 462. Tes una transfonnación lineal. Ahora se vcrú que p'lnl

loda transformación lineal de 1/' en 1/" existe una matriz A de 11I X 1/ Ial que Tx = Ax para

todo x E 1/'. Este hecho es de gran utilidad. Como se dijo cn la obscrvación de la púgina 476. si

Tx = Ax. entonces 11\.1 T = Ni e 1m T= R.r Mús alln. v(T) = dim nu T = v(A) y plT) = dim 1m
T = pIA). Asi se puede deICrminarel núcleo. la imagen. la nulidad yel rango de una tnmSIOrrn¡lción
Iíneal de Il' -o> p" determinando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente.
Adicionalmente. una vez que se sabe que Tx = Ax. se puede evaluar Tx para cualquier x en Il'
mediante una simple multiplicación de matrices.

Pero esto no es todo. Como se vení. cualquier tqll1sformación lineal entre espacios vecto­

riales de dimensión finita se puede representar mcdiante una matriz.

TEOREMA a Sca T: Il' _ JI" una transformación lineal. Existe entonces una matriz (mica de 111 X /l.

Ar tal que

pM:1 t00,1 X E 1)" (1 )

la DEMOSTRACiÓN Sea w l = 7el • w! = n.'2•.... "'" = Te". Sea ATla matriz cuyas columnas son \\'1' 11',•...• W"

y hagamos que A r denote también a la transformación de 1)" _1)'''. que multiplica un

vector en lr por Ar Si

entonces

l
a"

w = a,!, .

a",;

para i = l. 2..... 11

¡·ésima
posición

o
O

a" al, al; (/l~ (/11

A e. = (I! 1 [/!! (12/ (/'" 1
(/21 =w, , ,

O
a-, a-, a-, a_. {lmi

O

De esta forma, Are, = w/ para i = 1. 2..... 1/. De acuerdo al teorema 5.2.2 de la página
472. Ty la transformación ATson la misma porque coinciden en los vectores búsicos.
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Ahora se puede demostrar que A
T

es única. Suponga que Tx = Arx y que Tx = Br"

para todo x E lr. Entonces Ar" = Brx, o estableciendo eT = A T - 8r- se tiene que
erx = O panl todo x E ~. En particular. erc¡ = O para i = 1.2, .... 11. Pero corno se
deduce de la demostración de la primera parte del teorema. eTC; es la columna ¡de er ,

Asi, cada una de las 11 columnas de eres elllHector cero, la matriz cero de m X 11. Esto
muestra que AT = BTy elleorema queda demostrado.

Oh.~{·rmció" J. En este teorema se supone que todo vector en V' yIr esta expresado en térmi­
nos de los vectores de la base estandar en esos espacios. Si se eligen olras bases pam l.>" y lr'.
por supuesto. se obtendrá una matriz ATdifcrcnte. Para ilustrar este caso. vea el ejemplo 4.8. 1

de la página 3710 rnÍls adelante. el ejemplo 8.

OhJc,Tt/(,;ofll. La demostración del teorema muestra que es sencillo obtener Arcorno la ma­
triz cuyas columnas son los veclOrcs Te,.

DefiNICIÓN 11

TEOREMA E3I

EJEMPLO 1

•• Solución

Matriz de transformación

La matriz Aren el teorema I se denomina matriz de Inlnsr~rmación correspondiente a T
o representación mal ricial de T.

Nma. La matriz de transformación A r está definida usando las bases cstfllldar tanto en 1)'

como en Ir. Si se utilizan otras bases.. se obtendrá una matriz de transformación diferente. Vea
el teorema 3 de la página 482.

En la sección 5.2 se definieron la imagen. el mngo. el núcleo y la nulidad de una transformación
lineal. En la sección 4.7 se definieron la imagen. el rango. el espacio nulo y la nulidad de una
matriz. La prueba del siguiente teorema es consecuencia del teorema 1 y se deja como ejercicio
(vea el problema 44 de esta sección).

Sea A r la matriz de transformación correspondiente a la transformación lineal T. En­
tonces

i. [m T = 1m A = e.a
iL P(7): P(A,l

iii. nu T= NA,
i\'. v(7) = v(A r)

Representación matricial de una transformación de proyección

Encuentre la matriz de transformación ATcorrespondiente a la proyección de un vector en [?l

sobre el plano X)!
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O] [,] [' ° 0]['] [']~ . Observe que ~ ; = ~ ~ ~ .; = ¿.

EJEMPLO 2

•• Solución

EJEMPLO 3

•• Solución

Representación matricial de una transformación de 1)3 en pt

I
,- y

['] 1'+ ~
Defina T: IY en I)l por r y = . -

~ 2x- y-.::

- -.\"+ y+2=

Encuentre AT' nu T, 1m T. v(T) y p(T) .

Observe (a manera de verificación) que

Ahora se calculan el núcleo y la imagen de A. La forma escalonada por renglones de

1 -1

l
1 -1

O]O 1 O 1 1 ..

2 -1 -1 O O
I . Esta forma tIene tres plvoles. de manera que

-1 1 2 O O O yaqucp(A)+V{A)=3

~
p(A ) ~ J y v(A) ~ 3 - ] ~ O

ESlOsignific, que"" T~ {O}. ImT ~ gen IIjl~! ·1 -:J)- v(T) ~ Oyp(T) ~].

Representación matricial de una transformación de VJ en V)

Defina T: [J-l-+ [J-l por r[::] ~[ 4.~·~~~.:,': :;]. Encuentre Ar , nu T, 1m T, v(T) y p(T) .

.:: -6.\"+3.1'-9:
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A,=[ ~ =; ;)
-6 3-9

IrorrmJ 2 ÍI)

Del ejemplo 4.7.4 de la p,g;na 346. se ve que P(A) ±P(T) = I e 1m T = g,,{[_:]).

Entonces v(T) = 2.

lcorema 2 iii)

t
Para enconlrar NI = nu T. se reduce por renglones para resolver el sistema Ax = o:

; :~)----->, [~O
-9 I O

- ~ ~ : ~]
O O I O

EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

TEOREMA E:II

Esto sign;fica que [~] E N, si 2x - J + J: = O. o sea. J = 2x + 3:. ESlablcciendo primem

x = 1. == OYdespués x = O.: = 1. se obtiene una base para N,:

Representación matricial de una transformación cero

Es fácil verificar que si Tes la transformación cero de I)'.....¡. Ir', entonces Ares la matriz cero de
111 X 11. Dc igual manera. si Tes la transformación identidad de Ir .....¡.Ir, entonces Al' = /",

Representación matricial de una transformación cero

Se vio en el ejemplo 5.1.8 de la pagina 462. que si T es la función que rota a todo vector en IY

. (eose -sen eJun angula 8. enlonces A, = .
sen e cose

Ahora se gcnemliZ<lr.i. el concepto de representación matricial a esp..'1cios arbitrarios de dimen­
sión finita.

Sean Vun espacio vectorial de dimensión /J. IVun espacio vectorial de dimensión m y T:
V -+ Wuna tmnsformación lineal. Sea 8, = {l'" v2' .... l'J una base para Vy sea B

1
=

{wlo ""r' " ""~) una base para W. Entonces existe una matriz única Arde m X 11 tal que

(2)
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Ohsl.'l"I'm:iól/ /. La notación (2) es la notación de la sección 4,8 (vea la página 366), Sí

c,

X E V = C,l', + C.''.' + .. , + C l' entonces (x) = c, . Sea c = c: , entonces A~c es un
, , n "' ~ ,

c,

d,

d,
/l/-vector que se denotará por d = La ecuación (2) dice que (TX)B,

decir

d,

d,
, es

e DEMOSTRACiÓN

ObSl.'l'I'udÓII 2. Como en el teorema 1, la unicidad de Ar es relativa a las bases B
I

y Bl'

Si se cambian las bases ATcambia (vea los ejemplos 8 y 9, Yel teorema 5), Si se usan las

bases estándar, entonces esta Ar es la Arde la definición l.

Sean Tl'¡ = YI' TV2 = y:, T\'" = y", Como Y, E W, se tiene que para i = 1,2.. " .11

Para algún conjunto (único) de escalares (11;' (I¡;, . .• , (lrn;y se escribe

( ) -[::: () - ::::Y, ',- : ' Y",-

0"'1 o",z

a"

Esto significa, por ejemplo, que YI = O"W, + 0ZIWZ + ' , , + 0"'1"''''' Ahora se define

["
(11: a"

~ = 0;, a¡¡ °Zn

a., °m, a..

Como

o

(v,l, ~[!], (v,l" = ~
O

(v,), {]
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se tiene, como en la prueba del teorema [,

i-c:sima posición

O
a,"

O
a

1n

r"1 = a;i ~ (Y,)"
a,.

O
ami

a." O

Si x está en V, entonces

Y

+ alle, + +
'.'.]+ Q22 C2 +. + a2"c"

+ 0,.2C2
+. + am"c"°.,1

a" a," 1" a,,',
aln C2 = Q21 Cl

am" en 0mlCI

~·n' ··[:]··{:I
De manera similar, Tx = T(c¡\'1 + c::,v I + ... + e"v) = c,Tv, + c2Tv2 + ... + enTl'" =

elJI + C)'2 + + c",-y", de manera que T(x)m = (elJ I + e2y, + ... + ('""Y")m = c¡(YI}m

+ c/Y2)m + + C,,(yJR2 = Ar (X)81' Así. T(x)m = Ar(x)y," La prueba de la unicidad es
exactamente igual que la prueba de unicidad en el teorema l.

El siguiente resultado es consecuencia del teorema 4.7.7 de la p{lgina 350, y generaliza clleore­
ma 2. Su demostración se deja como ejercicio (vea el problema 45 de esta sección).

TEOREMA a Sean Vy Wespacios vectoriales de dimensión finita con dim V = 1/. Sea T: V --+ W una

transformación lineal y sea Ar una representación matricial de T respecto a [as bases SI
en Vy 8 2 en W Entonces

L p(T¡ ~ p(A,l ii. veA) = v(A r) ¡ii. veA) + p(T) = 11

Sott/. i) Yii) implican que p(A T ) y v(A r) son independientes de las bases B
I

y Bl"



EJEMPLO 6

•• Soludón

EJEMPLO 1

•• Solución
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Representación matricial de una transformación de P~ en P
l

Defina T: P2 ---,¡. P, por (Tp)(x) = xp(x). Encuentre Ar y úsela para determinar el núcleo y la
imagen de T.

E,,,ideole que p(A) = 3 Yque un" b"" paca R," 1I~]' [~], [~]I Poclo lanlo, 1m T=

gen {x, Xl. x'}. Comov(A) = 3 - peA) = O.sevequenu To= {O}.

Representación matricial de una transformación de Pj en Pi

Defina T: P
J

---,¡. P
2

por T(ao+ alx + a
2
x l + aJx)) = al + ar \·2. Calcule Ary utilicela para encon­

trar el nucleo y la imagen de T.

Utilizando las bases estúndar El = 11. x. xl, x'f en P
J

y B2 0= {I, x, x2l en Pl • de inmediato

" ve que (T(I)l., =(H (T(x))., =lü (T(x'))., =m y (T(x')), =lH poc lo q'"

1m T= geo (I, x'l, Enlonces, v(A) =4 -2 =2, pi A, :: =l~] enlonces u, =Oyu, =O.

a,

Por lo tanto "o y al son arbitrarios y ¡[~]. [O~l]) es una base par<! N,¡ de manera que {l. Xl} es
llna base para nu T. O

O

En todos los ejemplos de esta sección se ha obtenido la matriz A r utilizando la base estún­
dar en cada espacio vectorial. Sin embargo, el teorema 3 se cumple para cualesquiera bases en
Vy W. El siguiente ejemplo ilustra esto.
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[
-6

A =
, -2

EJEMPLO 8

• Solucióll

EJEMPLO 9

Representación matricial relativa a dos bases no estándar en I?

Se ,iene T(_:H~)YT(-~H=;Jcomo(~)~-6(_:)-2(-~J se eneuemea que
(~J.. =(=~) De maneca s;m;lia< (=;)={:)+6(-~) podo que [=;J.. ~C:) As;

17) 1 . (-4). . (-4) (1)6 . P¡l1'l1 ca cular. por ejemplo. T 7 pmncro se escnhe 7 =-13 -1 - 3

[-3) [-4) [-13) ([-4)) [-4) [-13)2 . de manen¡ que 7, = -3' Entonces T 7 lo = /Ir 7 ~ = AT -3 =
. .

(-6 17)(-13) (27) (-4) (1) (-3) ( 3)-2 6 -3 = 8·Porlolanlo.T 7 =27 _1 +8 2 = -11 .

[-4) [-4+ 7) [ 3)Observe que T = = , lo que verifica los cálculos.
7 -4-7 -11

Pura evitar confusión. a menos que se establczCil de forma explicita algo distinto. siempre se
calculara la matriz A, respecto a la base canónica! Si T: JI -+ JI es una transformación lineal y
se utiliza alguna aIra base B. entonces se hara referencia a Arcomo /a lIlarri; de /r{lIIs!Qmurdoll

tll' T respecto ala bllSl' B. Asi en el ultimo ejemplo. .'Ir = [-6 17). es la matriz de transformu·

e;óndcTcespee'o"'aba~{[_:}[-:)} -2 6
Antes de tcrminar esta sección. debe respondersc llna pregunta obvia. ¿Para que molestar­

se en utilizar otril bllse que no sea la estándar cuando los dlculos SOIl. como en el ejemplo 8.
bastante más complicados? La respuesta es que con frecuencia es posible cnconlrar una base
0* en para la que la matriz de transformación respecto a 0* es una matriz diagonal. Es muy
sencillo trabajar con matrices diagonales. como se \'era en el capitulo 6. y existen muchas ven·
tajas al escribir una matriz en forma diagonal.

La representación matricial de una transformación lineal

respecto a dos bases no estándar en V2 puede ser diagonal

, , [,) [ 12'+IOY)Defina T: Ir --+ ~ por T = . Encuentre Ar respecto a las bases O. =

{(-:J, (-m ,-15'-13,

•
, Esto l?S. en cualqUier espaCio en el qUfI ~p haya definido la base l?Stimdar

8, =
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r(_:H_:)yr(_:)=(-:l Entonces (-:)=2(-:)+0(-:].";(-:1. =(~]. Do

manem sima.r. (-:) =O(_:)- 3( _:). os; (-:)., =( _~). Po< lo tanto A, =(~ _~).

Existe otra forma de resolver este problema. Los "cetores ( _:) y ( _ ~) sc expresan en

+(-3)(°). Entonces la matriz A = (1 2) es la matriz cuyas primera y segunda columnas
I -1 -3

representan lasexpansiones de los "eetoresen Bl en tcrminosde la baseestándar. A parlirdel pro-

cedimiento descrito en la página 371. la rnatrizA-' = (3 2) es la matriz de transición de Sa
-1 -1

B•. Demanera similar. la matriz de A es la matrizde tr,msición de B
I
a S(vea el problema 4.8.44. pá­

gina 378). Ahora supongaquexestú expresada en tcrminosde B•. EntoncesAxesel mismo vector

ahoraescritoentérminosdcs.ScilC=( 12 10). EntonecsCAx = T(Ax)eslaimagcndeAx
-15 -13

escritilen lérminosde S. Por último. como se busca nAx)cn tcrminosde 8
1
(ése era el problema).

se premultiplica por la matriz de transición A-I pum obtener (TX)III = (A-ICA)(X)HI' Es decir.

2)[ 12 10)[ 1
-1 -15 -13 -1

2) (3 2)( 2-6) [2
-3 = -1 -1 -2 9 = O

TEOREMA a
como antes. Este resultado se resume a continuación.

Sea T: Ir -+ 1)" una transformación lineal. Suponga que C es la matriz de transfor­
mación de T respecto a las bases est<\ndar S~ y Sm en IJ" y IP". respectivamente. Sea Al
la matriz de transición de 8 1 a la base S. en D' y sea A 1 la matriz de transición de 8'). a
la base S"' en Ir. Si Ar denota lu matriz de transformación de T respecto a las bases 8

1

y 8 1, entonces

(3)

En el ejemplo 9 se vio que al observar la transformación lineal Trespecto a la nueva base. la
matriz de transformación Ar resulta ser una matriz diagonal. Se regresará a este procedimiento
de "diagonaJización"" en la sección 6.3. Se observartÍ que dada una transformación de en
con frecuencia es posible encontmr una base 8 tal que la matriz de transformación de Trespccto
a B es diagonal.
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GEO'IETRíA DE LAS TRA ,\S"-ORMAcrONES LINEALES DE D2 EN V2

Sea T: DJ--+ I)! una transformación lineal con representación matricial A r Ahora se demostra­
rá que si Ares ¡nvertible. entonces Tse puede escribir como una sucesión de una o mas trans­
formaciones especiales. denominadas c,pansioncs. comprCSiOlll'S. r('flexiones y COrles.

Una C'\1)ansiól1 a lo largo del eje x es una transformación lineal que multiplica a la coordenada
x de un vector en ~ por una constunte e > l. Esto es

Entonces r( ~) = (~) yT( ~) = (~l de manera que si Ar = (~ ~). se tiene

De manera similar. una c:\pansión a lo largo del ejcyes una transformación lineal que mulli·

, (x) ("<)plica la coordenada.l·de todo vector en [)2 por una constante e > l. Como ¡¡ntes. si T )' = y •

(1 O) (1 O)(x) (x)entonces la representación matricial de Tes Ar = de manera que =.
Oc Oc)' cy

Figurll 5.5
Do!> expansiones:
al se comtenla con tstl'

r~ngulo.

b) Expansiórl en La díre<:­
ción de non e '" 2.

y

(O. 2) t----,(J. 2)

y y

(0.8) (3.8)

(0.2) t---,(6. 2)

(3. O)

a)

(6. O) (3. O)

e)

c) úp¡Ytsión en la liIe(­
ción de ycon ( = 4.

-,,1--++-I-++-;+.x
O

-,,1--++->-++-1-+--..<
O

b)

-,,1--++-I-++-;+.x
O

CO\WRESIÓ' \ LO U,RGO I)E LOS EJES X O }'

Una cOlllllrcsión a lo largo de los ejes x o)' es una transformación lineal que multiplica a la co­
ordenada x o J de un vector en P! por una constante positiva c < 1. La representación matricial
de una compresión es la misma que pam una expansión, excepto para la compresión O< e < 1.
mientras que para la expansión e < 1. En la figura 5.6 se ilustran dos compresiones.
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Figura 5.6
Dos compresiones.
al Se comienza (011 esle

rectangulo.

b) Compresión ¡¡ lo lalgo
. ,

dPIe,excon C = J"
el Compresión a lo largo
~. ,
"""l'Il'xconc=:-"

y

(0.3) t----, (4. 3)

"'
RULLXIO:""ES

."

(0.3)

O ,
("'i' O)

"

)'

, ,
(0'"2 ) (4'"2 )

.,
O

x
(4. O)

'1

Existen tres tipos de reflexiones que serán de interes. En el ejemplo 5.1.1 de la página 458 se vio
que la transformación

T(X)_( x)
y )

refleja al veclor en 11 respeclo al eje x (vea la figura 5.1). En el ejemplo 5.1.6 de la página 461.
se vio que la transformación

refleja al vector en Ij respecto al eje)' (vea la figura 5.2). Ahora

de manera que (~ _ ~) es la rcprcscntaciólllllHtricial de la reflexión respecto al eje x y ( - ~ ~)

es la representación matricial de la reflexión respecto al eje y. Por último, el mapeo r(;,)= (~ )

que intercambia x y y. tiene el efecto de reflejar un vector en lJ2 rcspccto :1 la rccl:1 x = .1' (vea
la figura 5.7).

"
y =x

Figura 5.7
Reflexión de un vec10f ef1

Il respecto a la recta
x = y:

al (2. 5) se obliene,efIf­
jando (S. 2) ¡especta a

la lecta Y= 11..

bl O, -4) se obtiene refle­
¡ando (- 4, 1) mpKlO
alarectay .. x.

y
,)' = x,

(2.5) ,
, ,

, ,

, ,
, ,

(5.2)

O , ,
, x

, ,

.,

(-4. 1)

O

(1. -4)

b,
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(O.2) (4.2) (-l, 2)
(3.2) (7.2)

(-4.2)

O
.,

O
x

O(3. O) (3. O) (3. O)

,,) h) ,.)

Figura 5.8
Dos cortes a lo largo del
eJex,

a) Comenzamos con este
re<:timgulo

b) Corte a lo largo del eje
,1'(011(=2

e) (orte a lo largo del eje x
(On(= -2.

"
)'

Si r(::)= (::'). entonces r(~) = (~J y r( ~J= (~J. de manera que la representación matricial

de la transformación lineal que re!leja a una vector en IP respecto a la recta x = y es A = (~ ~)

CORTES

Un corre a lo largo del eje.r es donde una transformación que lOma al vCClOr (;:) y 10 conviene

(
x+ q ) ....en un nuevo vector y'. donde e es una constante que puede ser positiva o negatIva. En la

fig"':,:~S:n;~::::: :o):,::~I::I'~;::"~'~I::~:~'r'( ~) ~ (~) y r( ~) ~ (O +1,·1) ~ (~) d, ma'
nera que la representación matricial Tes (~ ~). Por ejemplo. en la figura 5.8b. e "" 2. así

En la figura 5.8c. e "" -2. Así.

y

A ~(I, O

(3) (1 -')(3) (3). . .. .Observe que Ar O "" O I O "" O . Es dCClr. un corte a 10 largo del cJe x dCJa sm cambIO

a los vectores con coordenada.J' igual a cero.

Un corte a lo 1:Jrgo del Cjl' y es llna transformación quc lOma a un vector (:Jy lo convierte

en un nuevo vector ( x ). donde e es una constante que puede ser positiva o negativa. En la
y+ ex

figura 5.9 se ilustran dos cortes a lo largo del eje J.
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y

"1

O (1. O)

Figura 5.9
Oos cortes a lo largo del
eje y

a) Se comienza con este
rectimgulo.

b) Corte a lo largo del eje
yconc=l

el Corte a lo largo del eje y
conc=-3.

(0,4)

"

(l. 4)

y

(1. 7) (0,4)

(0.4) (1. 1)

(1. 3) O
,

.' .'
(1. - 3)

O

hI d

Si T es un corte a 10 largo del eje .1'. entonces

de manera que Ar = [1, 0]. Por ejemplo, en la figura 5.9b. e = 3. asi
I .

En la figura 5.9c. e = - 3. así

Observe que Ar = (~J = ( _ ~ ~)( ~J= (~]. Esto cs. los cortes a [o largo del eje)' dejan sin

cambio a [os vectores con coordenadas x igual a cero.
En la tabla 5.1 se resumen estos tipos de transformaciones lineales.

Tabla 5.1 Transformaciones lineales especiales de I:ren~

Transformaci6n Representación matrícial de la transformaci6n Ar

Expansión a lo largo del eje x (; ~). c> I

Expansión a lo largo del eje y (: ~). c> 1

Compresión a lo largo del eje x (; ~} O<c<1

Compresión a lo largo del eje y (: :) O<c<1

Reflexión respecto a la recta y = x [~ :)
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Tabla 5.1 Transform:lcioncs lineales especiales de Ji!cn I)! (rQlIliml(láim)

TeOREMA m

Rcncxión respecto al eje x (; -~)

ReAexión respecto al eje y (-; ~)

Corte a lo largo del eje x (; ;)
Corte a 10 largo del eje y r: ~)

En la sección 1.10 se estudiaron las matrices elementales. La multiplicación de una matriz
por una matriz clemenlal tiene el efecto de realizar una opcmción elemental con renglones en
esa matriz. La tabla 5.2 enumera las matrices elementales en 1)=,

Tabla 5.2 Matrices elementales en Ir

Operación elemental Matriz

con renglones elemental lIustradón

R,-cR, (; ~) (e T '){" cr)O 1 :"' : ...

R~ -rR1 [; :) [' 0)[, ') [" ')Oczw=c:CIO'

R1 """ R, + cRz [; ;) (; l' 'H'+" y+~)
1 : 11' : '"

r: ~) [: ~][; ') (' , )
R~""" R¡ + fR, ;,. = :+c.x w+cy

R, ¡:t R¡ [: ;) (0 ')(' 'H' w)I O : 11' r y

Toda matriz elemental E de 2 X 2 es uno de los siguientes:

i. La representación matricial de una expansión a lo I/lrgo del eje x o)'

ii. La representación matricial de una compresión a lo largo del eje x o y

¡¡j. La representación matricial de una reflexión respecto a la recta y = x

¡v. La representación matricial de un corte a lo largo del eje x o)'

v. La representación matricial de una reflcxión respecto del eje x o J'

vi. El producto de la representación matricial de una reAexión respecto al eje x o J' y la
representación matricial de una expansión o compresión.

Se hará referencia a las tablas 5.1 y 5.2Lo DEMOSTRA,06N

Caso J: E=(~ ~). c>O
Esta es la representación matricial de una expan­
sión a lo largo del eje x si c > I o una compresión a
10IargodclejcxsiO<c< l.
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Caso 2: E=(~ ~). c<O

Caso la: c=-] [-1 O)Entonces E = O 1 . que es la representación ma-

tricial de una reflexión respecto aJ eje j".

Caso 2b: c < O. (" #; -1 Entonces -c > Oy

que es el producto de la represent:'lción matricial de una reflexión respecto al eje y y la repre­
sentación matricial de una expansión (si -e> 1) a 10 largo del eje x.

CtlSO 3: E~[~ ~} c>O

Caso 4: E=(~ ~} c<O

Caso 5: E=[~ ~)

Ca.1'O 6: E=C ~)e

Ca.l'o 7: E~[~ ~)

Lo mismo que el caso I con el eje y en lugar del ejc x.

Lo mismo que el caso 2 con los ejes intercambiados

Esta es la representación matricial de un corte a lo
largo del eje x.

Esta es la representación matricial de un corte a lo
largo del eje y.

Ésta es In representación matricial de una reflexión
respecto II la recta)' = x.

TeOREMA E2

En el teorema 1.10.3 de la p:igina 126. se demostró que toda matriz invertible se puede ex­
presar como el producto de matrices elementales. En el teorema 6 se demostró que toda matriz
elemental en [f se puede expresar como el producto de representaciones matriciales de cxpan­
siones. compresiones. cortes y reflexiones. Por esto. se tiene el siguicntc resultado

Sea T: Ir -Jo~ una transformación lineal tal que su representación matricial es inver­
tibie. Entonces T se puede oblener como una sucesión dc expansiones. compresiones.
cortes y reflexiones.

¡\'ola. De acuerdo al teorema de resumen de la pagina 353. Ares invertible si y sólo si p(A r) =

2. Pero según e1leorema 4. p(A T) = p(A). Esto significa que Ares ¡nvertible respecto a todas las
bases en Ir o no es invertible respecto a alguna.
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EJEMPLO 10 Descomposición de una transformación lineal en ~ en una sucesión

de expansiones. compresiones. cortes y reflexiones

Considere la transformación T: 12" -t P' con representación matricial Ar = (~ :). Usando

la técnica de la sección 1.10 (vea el ejemplo 3 de la página 127), A
T

se puede escribir como el
producto de tres matrices elementales:

Ahora

representa un corte a lo largo del eje), (con (' = 3)

representa un corte a lo largo del eje x (con (' = 2)

representa una expansión a lo largo del eje)' (con e = 2)
seguida de una reflexión respecto al eje x.

Así. para aplicar T a un vector en P'. se tiene que

i. Cortar a lo largo del eje x con e = 2.

iiL Reflejar respecto al eje x.

ii. Expandir a [o largo del eje y con e = 2.

i\'. Cortar a lo largo del eje J con e = 3.

Observe que eslas operaciones se realizan en el orden inverso en que se escriben las mal rices
en (4).

Para ilustrar eslo. suponga que v = (_~).

Entonces

Usando las operaciones i) a ;1') sc ¡jene que

(
3) Cortc

-2 ----=:::....
Rcflcxión

En la figura 5.10 se bosquejan estos pasos.
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Figura 5.10
Descomposición de la
transformación lineal

en una sucesi6n de cones,
expansiones yreflexiones:

el) Se comienza con ese
vector.

b) Vector obtenido por el
cone a lo largo del eje x
cone= :l.

e) Vector obtenido al
expandir a lo largo del
ejeyconc::I.

d) Vector obtenido al rene·
jar respecto al eje x

e) Vector obtenido por el
cone a lo largo d€1 eje y
conc=3.

problema5 5 3

r

-+-t-+-+;;kH-++~ x

(3. -2)

"1

)

-+-+-t-I;,",-+-+-+--t+" x

,"

y

-+-t-+-++,u;+-+++~ x

(-1. -2)

hl

,

-+-t-+-+-hu¡t-+-++~ ,.

(-1.-4)

..,

J'

(-1. 1)

-+-++*"'-+-t-+-++-xO

"

AUTOEVALUACIÓN

l. Si T: 1)-1 --+-1)3 es la transform<lción line<ll r[J[ -}ntonceSA,~

el [~ -r ~] ~ [_~ r ~]
11. representa(n) una expansión <110 largo del ejey.

u) (~ ~) h) [í ~J el (~ ~) ~ [~ ;J
111. ___ representa(n) una expansión a 10 largo del eje x.

al (-~ ~) hl (' 11) el (~ :)O -1

~ [~ tJ el [; ~J f) [~ ~J
De los problemas I al38 encuentre la representación matricial Arde la transformación lineal T.
nu T. 1m T. v(T) y peT)o A menos que se especifique otra cosa. suponga que B

I
y B

1
son bases

canónic<ls.
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1. T:V'~V': T(X)=( X-2Y)
y -x+ y

[
2x)3. T:IJ-tIJl: T(x) = -::

5. T: V' ~ V': r(X) = ("d bY)
Y cl"+dy

[
X) [X-"+2')7. T:I)J-tI)J; T y = ~f+Y+4':

.: ::>x-y+8.:

[
XI [X -..+ 2, + 3"')

9. T: 1J'l-t1Jl: T ;' = .1'+4.: +3\1'

x +6.:+6w...

[

X + • ]
2. T:IY-tI)J: T(':)= x-~,

. 2x + 3y

[
X]• x - \'+ .:

4. T:V'~Il': T.' =( . )
._ -2x+2y-2.:

6. T:Il'~Il':T(X)=( X+.,.)
y -x+y

[
X) [ -x+2..+ ')8. T:~'-tI)':T)' = 2x-4,l"-2.:

.: -3x+61" +3.:

[

XI [ x- y+2,+ H'I
10. T:~-t~:T y = -x + .:+2\1"

.: x-2y+5:+411'

w 2x- y+ .:- 11'

11. T:V'~Il': r[:]=(a"'+bX)
y cv+d.:

12. T:V'~V':r(X)=( X-2Y):8,=8,={( '). (3))
y 2x + y -2 2

(') (4,'- ") {(-') (4))13. T: IY -tI:!": T' =' '; B
I

= B
2
= ,

y 3x + 2)' 1 3

[
X] ( )

, 2x+ 1'+ .:
14. T:(¿l-tfr:T y = . :

_ y-3.:

8, =¡lH [J [:J} 8, ={(-:). (~))

15. T V'~ V': {:l=[2::::j: 8, ={(~). e)): 8, ={[-Jm[m
16. T: P? -t Pl: 1"(ao + a¡-\: + ar,..!) = al - a.x + alr,.}

17. T: I:I-t PJ : na) = a + ax + a.'..! + a.r

18. T: PJ -t1:2: nao + al'" + arr + a,r) = ":
19. T: PJ -t PI: nao + a•.\" + tlr,,:, + tI,XJ

) = (al + a,)x - a2

20. T: P~ -t p~: p(ao + ti •.\" + lIr,--1 + a..,.'o3 + ll.r\-I) = 1I.r,-I + lIr,--1 + ao



5.3 Representación matricial de una transformación lineal 497

21. T: p) --+ P~: nllq + lIr'" + a:x~ + lIIX) = (ao - III + 2a~ + 3a) +
(al + 4a2 + 3a

J
)x + (a.. + 6a~ + 5(1).\':

(
a b) (a- b+2c+ d

22. T: JI'!" -+ M,,: T =
-- -- C el a-2b+5c+4d

-(1 +2C+2d)
2a-b+ c- d

'1CAlCULOI 32.

;:OlCUlO! 33.

;oOlCUlO1 34.

35.

CALCULO 36.

39.

*40.

24. T: M
r

-+ M
r

: T(" b)~(a+b+c+d a+b+C)
e d a+b '1

25. T: P~ --+ p): T(p(x)] = xp(x): B) = {l. x. .\.JI: B~ = {l. (I + x). (1 + xf. (1 + x»)}

26. T:?~ -+ ?J: Tp(x) = xp(x) +p(x): BI = 11. x . .\':1: Be. = 11. (x - 1).
(x - l)(x~ 2).(x - I)(x - 2)(x - 3)1

CAt.cu 27. D: p. -+ p¡: Dp(x) = p'(x)

CALCULO 28. T: p. -+ P~: Tp(x) = xp'(x) - p(x)

*[CAlCULO) 29. D: p. -+ p._ 1: Dp(x) = p'(x)

[OlCUlOJ 30. D: p. -+ p!: Dptx) = ¡/'(x)

31. D: p! --+ P:: Dp(x) = ¡/'(x) + 2p'(x) + p(x)

T: p. --+ p.: Tplx) = p~(xJ + xp'(x) + 2p(x)

D: p. --+ p.~,: Dp(x) = p'l'(X)

T: p. --+ p.: Tplx) = X·p'·'(X) + x' I¡r· II(X) + ... + xp'(x) + p(x)

J: P --+ V: Jp = J' p(x) elr, .
1: P --+V:J/J=J'[p(x)fdx

, "

Defina T: M"", --+ M_ por TA = A'. Encuentre ATrespecto a las bases canónicas en M..... y

:::;'n, T'C'~C'pmT(X)~( X~~I' ). EncuentreAry (I+1)Y-X

tCALCULO] 41. Sea V = gen: 1. sen x. cos x:. EnCllenlrc A". donde D: V --+ V está definida por Df(x) =

I'(x). EnclIelllre imagen D y nu D.

CALCULO 42. Conteste las preguntas del problema 41 dado V = gen le'. xe'. _\.le'l·

43. Defina T: O -+ C! por Tx = proyu x. donde ¡.¡ = genl(l/J2XI - ¡)L Encuentre Ar

44. Demuestre el teorema 2.

45. Demuestre el teorema 4.
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Dc los problemas 46 al 53 describa en palabras las transformaciones lineales T: 1)2 --l' 1)2 que
tienen la representación matricial Ar

46. AT = (~ ~J 47. A,~ [~ ;] 48.AT=(~ -~J 49.AT=(~ ~)

(' -3) SI.A,~[~ ~] 52. A7'=( I 0) 53. A,!" = (~ ~)SO. ti '1' = O 1 -S 1
En los problemas 54 al 63 escriba la representación matricial de 2 x 2 de la transformación
lineal dada y bosqueje la región obtenida al aplicar esa transformación al rectángulo dado.

54. Expansión a Jo largo del eje y con e = 2

y

(0.2) (5,2)

O
x

(5. O)

,.
(-3.4) (0,4)

55. Compresión a lo largo del eje x con e = ~
4

56. Corte a lo la rgo del eje x con e = - 2

O
,

3. O)

,.

(-2.2) I (3.2)

(-2. -I)L...".

x
(3. -1)

,.

-4)

x

.1)-2. 1) ( 1

O

2. -4) (1.(-

57. Corle ti 10 largo del eje y con (' = 3

.2) (2.2)

-1(
O

(2. -1

(-6

(-6.

. 1
58. Carie a 10 largo del eje y con e =-2

"

-2)

x

J)~ 1. 3) (5.

O

I. - 2) (5.(-

. 1
59. Corte a lo largo del cJc y con e = :­

)
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-11

317.3) i4.

O
(4.. -1)

(-

(-7

60. Reflexión respecto al eje x

y
(2. J)

(5. J)

61. Reflexión respecto al eje y

o
L.,,-..J (5. -2)

(2. 2)

,.

62. Rcflexión respecto a la recta J = x
(-2.2) (2,2)

O

-2. -2) (2, -

x

2)

y

(-1, 1)

63, Reflexión respecto a la recta J' - .\'

(-4,1)

4--+-,1-----+-x
O

(-4. -5) '----<
(-1. -5)

De los problemas 64 al 71 exprese cada transformación lineal con matriz de transformación
dada A T • como una sección de expansiones. compresiones. reflcxioncs y cortes,

64. A, ~ G-~J 65. AT = ( 3 2) 66. A ~ (O -2J 67.AT=(~ ~J-1 4 T 3-5

68. AT = (0 3) (O -2J 70, AT = (3 7) ( -1 I~J69. A r = 5 7 71. AT = 61 -2 -4 -8

RESPUESTAS A LA AUTO EVALUACiÓN

1. b) 11. f) 111. ('. ti)
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• MATLAB 5.3

[MJ En los problemas de esta sección se hace rcfcrcnci:l al archivo graficslgmfic.\"/ de MATLAB: en
la suposición de que trabajó los problemas de MATLAB 5.1.

1. Considere el rectángulo en la figura 5.8a). Desarrolle una matriz de puntos y lineas pan¡
este.

a) Sea Tia transformación que expande a lo I:lrgo de eje y por un factor de 3 y comprime a

lo largo del eje x por un factor de ..!.. Encuentre su representación matricial y. sobre los
2

mismos ejes. grafique el rectángulo original y su imagen transformada usando el archivo

graficslgmfin/.

h) UtiliZ¡lOdo las representaciones adecuadas y el archivo grajicslgraficsl. reproduzca las
imagcncs de las transformaciones de corte en 1;15 figuras 5.8h) y 5.8e).

e) Con la representación matricial correcta yel archivo gmficslgmficsl. en los mimos ejes
coordenados. gr.dfique el rectángulo original y la imilgen despuCs de aplicar una transfor­

mación de cone a lo largo del eje.r con e = -2.

2. La represenlación matricial de una composición de Iransformaciones lineales es el produclo
de las representaciones matriciales de las transformaciones individuales en el orden (llleClla­
(lo. Si T: IY --+ IY con reprcsenl'lción matrici'll JI y S: I)! --+ I)! con representación mal ricial
B. entonces T(S(x» = A Bx.

a) (Lápi: y papel) Encuentre la matriz R que representa la rotación positiva (sentido con­
trario a las manecillas del reloj) alrededor del origen. un ángulo xl2 y la matriz E que
representa la expansión a lo largo del eje x por un factor de 2.

h) Introduzca las matrices de puntos y líneas para la figura dada en el problema la) de
MATLAB 5.1. Haciendo uso del archivo gmfic.I'lgmfic,sl. en los mismos ejes grafiquc la
figura. la imagen de la figura después de rotllr primero y luego expandir. y la imagen de
la figura después de expandir primero y luego rotar, Utilice un color diferente y (simbolo
para el punto) para cada grófica. Necesitan', lit instrucción hold on después de cada lla­
mada a graficslgrl!ficsl. Tendrá que ajustar el parúmetro M al llamar grafics hasta que
las tres figuras se ajusten correctamente en ];1 pantalla. No guarde esta gráfica. Lo que
importa es encontrar la M adecuHda (si utiliza la función grafic,,"1 no es necesario el pro­
cedimiento para ajustar el valor de M. l<l función selecciona un valor de Id adecuado).

Con csa M encontrada. en el mismo conjunto de ejes. grafique la figura y la imagen
de la rotación primero y después la expansión. Etiqucte esta gráfica. asegurándose de
decir qué imágenes se grafic'lron [utilice ]¡l ayud<l p<lra explorar los comandos title(titulo).
xlabel(etiquela x) y )'Jabel(etiqucfa ~')J. Repita para la figura y la imagen con la expansión
primero y la rotación después.

Describa la comparación entre las dos graficas. Expliq tle cuando menos una caractcris·
tica de la geomelria de las gráficas que permita conocer qué tipo de transformación se
realizó primero.

3. Pro~'eccion('S

Sea \' un vector en V' con longitud l. Sca T: dada por

T(x) = proy, x = (\' ' x)\'
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a) (Lápi= Y papel) Demuestre que Tes lineal. Demuestre que la representación matricial. P.
de T(respecto a la base canónica), estú dada por

Aquí Vi se refiere a la componente i de \'. Recuerde que se ha supuesto que \' tiene lon­
gitud 1.

h) Suponga que \' es un vector de longitud I en 1}' dado por v = (1 O)'.

i. Utilice el archivo grajics/grajics/ para encontrar la matriz P que representa la proyec­
ción sobre v. Introduzca las matrices de puntos y lineas del problema la) de MATLAB

5.1, Sobre el mismo conjunto de ejes, grafique la figura original y la imagen de la fi­
gura después de aplicar la transformación P. Use colores y/o simbolos distintos. Para
cada punto clave en la figura original. identifique el punto de su imagen después de
aplicar la transformación. Haga 10 mismo para dos de los segmentos de recta de la
figura original.

ii. (Lápi= v papel) Utilice P para encontrar una base para el nucleo y la imagen de la
transformación. Describa la forma en que la geometria de la proyección sobre \' expli­

ca estos resultados.

e) Repita las instrucciones del inciso b) para el vector v de longitud 1 en la dirección de
w = (1 1)' (para encontrar \'. divida w entre su longitud).

ti) Repita las instrucciones del inciso b) para el vector v de longitud 1 en la dirección de
w=(-I lY.

e) Repita los incisos b) a el) para una figura creada por usted.

4, Reflexiones

Sea v un vector en 1}' de longitud l. La transformación que refleja un vector dado x en 1}'

a través de la recta determinada por \' es una transformación lineal. Por lo tanto. tiene una
representación matricial. Se llamará F a esta representación.

a) (LiJpi= J' papel) Explique por qué 2proy, x = x + Fx. utilizando el siguiente diagrama,
Con esto. dé un razonamiento de por qué F = 2P - /. donde P es la representación ma­
tricial de la proyección sobre \' e I es la matriz identidad de 2 X 2.

recta determinada
por l'

~- ;"
, ', ,,,,,,,

, ,, ,

Fx

h) Encuentre la matriz F. como en el anúlisis anterior. representando la transformación de
la reflexión al otro lado del eje x. Aquí v = (1 O)'.

Utilice la matriz de puntos y líneas del problema la) de MATLAB 5.1 Yel archivo
grajics/grC!ficsl para dibujar. en los mismos ejes. la figura original y su imagen después de
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aplicar la reflexión dada. Para cada punto clave en la figura original. identifique su ima­

gen bajo la transformación. Haga lo mismo para dos segmentos de recIa de la figura ori­
ginal. Verifique que [as imágenes son [as reflexiones dadas de los segmentos originales.

d Repita [as instrucciones del inciso b) para la reflexión respeclo a la recIa)' = -x. Aquí el

vector" es el vector de longitud 1 en la dirección de w = (-] Iy.

ti) Repita los incisos b) y c) para una figura creada por usted.

5. Cree un diseño o una figura usando una o dos figuras originales y aplicándoles varias trans­
formaciones. Utilice gruficslgraficsl y la instrucción hold 011 (necesitan'l dar el comando hold
on después de cada llamado a graficslgraficsl),

Si grafka una figura transformada que decide desechar, la puede "borrar" volviendo

a graficarla usando la opción de color ·w'. que es el color del fondo de la figura, al llamar

gmjic.\'lgrajic.\'I. Un problema. sin embargo. es que puede borrar partes de las líneas de olras

figuras que si quiera conservar. De ser así, simplemente vuelva a graficar las que quíera con­
servar que fueron afectadas.

Si desea trasladar una figura ti unídades en la dirección x y b unidades en la dirección y y
tiene 11 puntos, utilice la matriz de puntos dada por ncwpts = pis + [a*ones( I,n); b*ones(1 ,n)].

donde pIS es la matriz de puntos original para la figura.

6. Sea T: I)l-tl)l una transformación lineal definida por

a) Verifique que el siguiente conjunto lv," v~" v
J

' vJ es una base para I)l y por 10 tanto Testa
bien definida.

h) Encuentre la representación matricial. e, de T respecto a las bases canónicas. Recuerde

que necesita encontrar T(c) para i = 1.... ,4 Yque T(e) es una combinación lineal de

j T(v ,), .... T{\')f. donde los coeficientes de las combinaciones lineales son las coordena­

das de c, respecto a la base 1\'1' \'1' "J.v4l.

e) Sea A la matriz [VI \'1 \'J "J y sea B la matriz cuyas columnas son los lados derechos de

las igualdades en la definición de T: es decir.
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[-: 2 1

5JO -1 1
B~ ,,-7 6 1

2 -2 4 -10

Verifique que la representación matricial. C. de la transformación Tsatisfaee e = HA-l. Ex­
plique por qué esto es cierto usando los conceptos de coordenadas y matrices de transición.

ti) Usando C. encuentre una base para el núcleo y la imagen de T.

7. Sea T: r; --7 r; una transformación definida por una rotaciónllegalim de n/4 respecto al ori­
gen. después una expansión a lo largo del eje x por un factor de 2 y una expansión a lo largo
del eje)" por un factor de 1 seguidas de una rotación posirho de /[/4 respecto al origen.

u) Encuentre la representación mal ricial de T respecto a la base canónica.

h) Encuentre la representación matricial de T respecto a la base.

e) Explique la manera en la cual se puede describir la geometria de T únicamente en térmi­
nos de expansiones en ciertas direcciones.

l!I ISOMORFISMOS

En esta sección se introduce una terminologia importante y después se demuestra un teorema
que muestra que todos los espacios vectoriales de 11 dimensiones son "en esencia" el mismo.

DEFINICiÓN 11 Transformación uno a uno

Sea T: V --7 W una transformación lineal; entonces Tes uno a uno. escrito 1-1, si

(1)

TEOREMA a
~ DEMOSTRACiÓN

Es decir, Tes 1-1 si y sólo si todo vector w en la imagen de Tes la imagen de exactamente
un vector de V.

N01I1. Una Iransformación 1-1 se llama también inyeclira.

Sea T: V --7 W una transformación lineal. Entonces Tes 1-1 si y sólo si nu T = {Of,

Suponga que nu T = lO} y Tl', = Tv1. Entonces n'l - T\'2 = T(v l - '1'2) = O, 10 que signi­
fica que (l'l - '1'2) E nu T = {O}. Asi, VI - l'2 = O, por 10 tanto, \'1 = '1'2' lo que muestra que
Tes 1-1. Ahora se probará que si Tes 1-1, entonces nu Tes 1-1, en lances nu T = {O}.
Suponga que Tes 1-1 YVE nu T. Enlonces Tv = O. Pero también TO = O.Asi,como T
es 1-1, v = O. Esto completa la prueba.
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1IIIIDII'---_U_"_._t_,_._"_SI_o_'_m_._'_;_Ó_"_'_-_'_d_e_lJ'_e_"_lJ' _

Defina T:lr--+lYpor T(xJ~( .1"- YJ Es sencillo encontrar
y 2.\"- y

v(A r) = OYN
AT

= nu T = 1Of. Por lo lanl0 Tes 1-1.

(' -'Jti]' = 2 1 Yp(A r ) = 2: asi.

EJEMPLO 2

DEFINICIÓN a

EJEMPLO 3

TEOREMA E3I

C. DEMOSTRACiÓN

TEOREMA E:I

Lo DEMOSTRACiÓN

Una transformación de V en J?2que no es 1-1

DCfinaT:rr_l)'pOrT(XJ~( .1"- YJ.Entonces A1' =(' -'J'P(Ar)= lyv(A r)=l:por
y 2x+2y 2 -2

lo tanto, v( T) = 1YT no es }-1. Observe, por ejemplo. que r(:) =O= r( ~)

Transformación sobre

Sea T: V --+ W una transformación lineal. Entonces se dice que T es sobre ¡,v o simple­

mente sobre. si para todo W E Wexiste cuando menos una \' E V tal que n· = w. Es
decir, Tes sobre Wsi y sólo si 1m T = IV.

Nora, Una transformación sobre se denomina también sUllra~'ccli\'a.

Cómo determinar si una transformación es sobre

En el ejemplo 1. p(A r) = 2: enlonces 1m T = t:r y T es sobre. En el ejemplo 2, p(A r) = 1 e

1m T =gen ¡(~)) ;i:1)2. por 10 tanto, Tno es sobre.

Sea T: V--+- W una transformación lineal y suponga que dim V = dim W = /l.

i. Si Tes 1-1 entonces T es sobre.

ii. Si T es sobre, entonces Tes 1-1.

Sea Ar una representación matricial de T. Entonces si T 1-1, nu T = {O} Yv(A r) = O,
10 que significa que p(T) = p(A r) = 11 - O = II de manera que 1m T = W Si T es sobre.
entonces p(A r) = 11, por 10 tanto v(T) = v(A r) = OY Tes 1-1.

Sea T: V--+- W una transformación lineal. Suponga que dim V = 11 Ydim W = 11I. En­
{onces

i. Sin>I1I,Tnoesl-l.

ii. Si 11I > 11, Tno es sobre.

i. Sea {l'l' v~, ... ,\'J una base para V. Sea w; = T\'j para i = 1,2, ... ,11 Yobserve el
conjunto S = (wl' w!' .... w). Como m = dim W < 11, el conjunto S es linealmente
independiente. Asi. existen escalares, no todos cero, tales que C1W

1
+ c!w

l
+ ... +
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e.w. = O. Sea l' = ('1'1'1 + ("~l', + ... + e."n' Como los elementos Vi son linealmente
independientes y como no todos los coeficientes c¡ son cero, se ve que l' #O O. Pero T"
= TCC1"1 + e!l'! + ... + cn,,) = clTl'l + c,Tv, + ... + c.T". = CIW I + c!w2 + ... +
c"w" = O. Por lo tanto. l' E nu Ty nu T~ lO}.

ji. Si l' E V, entonces l' = al"1 + a2"~ + ... + an"n para algunos escalares al' a2, .. . , a" y
Tl' = (lITvl + a2T\'2 + ... + {/.T,'. = {/¡w 1 + a2"'2 + ... + {/.w.' Así, {w l , w2'···, wJ

= (Tv l• Tv2, T""l genera a la imagen de T. Entonces, del problema 4.6.34 de la pagina
346, pCT) = dim 1m T:s 11. Como m > 11. esto muestra que 1m T ~ W. Entonces Tno
es sobre.

mmmg__u_n_a_,_,_a_n_'f_o_,_m_a_c_i_ó_n_d_e_P'_e_n_P'__n_o_e_,_',_'__

Sea T P' ~ ~ d..d,. po,{H~ ~ ~t] Aqui" ~ 3 Y'" = 2 d"nao"a q", Tno"

1-1. Para ver esto. observe que

Es decir. dos vectores diferentes en [f! tienen la misma imagen en V'.

~,--_u_n_a_'_'_a_n_'_fo_'_m_a_ci_ó_n_lin_e_a_l_d_e_~_e_n_Il_'_n_o_e_,_,_o_b_,e__

Sea T, ~~P' dada po, Tl::J=[i :j(;J. E.",,, caw" =2 Y'" =3. pm'lo qu, T,w"

sobre. Para demostrar esto, debe encontrarse un vector en que no esté en la imagen de T. Un

,jemplo dov,clo, ",i" [~] E"o ". 00 exist,,'" "clo" ~ r-:J'o Il' "1 que T> = [~] Esto

se p""ba suponiendo que Tl;J= [~} Es decó,.

Reduciendo por renglones se tiene

o
[

X+2Y] [0]
~X+4J = O
)X + 6.1' 1

[i: ~J [~=~:~] [~-~:~]
La última linea se Ice O . x + O . )' = l. Por lo tanto, el sistema es inconsistente y [~J no estú

en la imagen de T.
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DEFINICiÓN El

DEFINICIÓN El

TEOREMA a

Isomorfismo

Sea T: V~ W una transformación lineal. Entonces T es un isomorfismo si Tes 1-1 y
sobre.

Espacios vectoriales isomorfos

Se dicc que los espacios vectoriales Vy W son isomorfos si cxiste un isomorfismo T de
V sobre W. En este caso se escribe V:=;: w.

Oh.\'(!/"I'{/dtí". La palabra "isomorfismo" proviene del griego isolllorplllls que significa "de igual
forma" (iso = igual: morphus = forma). Después de unos ejemplos se ver,í la relación tan cer­
cana que tienen las "formas" de los espacios vectoriales isomorfos.

Sca T: I:r~12" Ysea Ar la representación matricial de T. Ahora bien. Tes 1-1 si y sólo si nu
T = {O}. lo que se cumple si y sólo si v(Jlrl = Osi y sólo si del Ar *O. Por ello. se puede extender
el teorema de resumen (visto por úJ¡ima vez en la página 353) en otra dirección.

Teorema de resumen (punto de vista 7)

Sea A una matriz de 1/ x 11: entonces las 11 afirmaciones siguientes son equivalentes. es
decir. cada una implica a las otras 10 (de manera que si una es cierta, todas son cier­
tas):

i. Es invertible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada l/-vector b.

iv. JI es equivalente por renglones a la matriz identidad. 1". dc n x 11.

V. A se puede expresar como el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene 1/ pivotes.

viL Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

viii. det A * O.

ix. veA) = O.

x. peA) = 1/.

xi. La transformación lineal T de l!" en P' definida por Tx = Ax es un isomorfismo.

Ahora se verán algunos ejemplos de isomorfismos entre otros pares de espacios vectoriales.

Es sencillo verificar que Tes lineal. Suponga que

1IIIm&III,-_U_n_is_o_m_o_rf_is_m_o_._n_t_'~._l'_'~y_P~,__

De:"" T~~ P, pOC T[:] ~ a + b, + d
T[J ~ O ~ O + 0, + O,, Entonces a b O. Es decir, nu T = lO} y Tes l-L Sí
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P(x~ "" (lo + ~x + l/,'.:!' entonccsp(x) = T[:~]' Esto significa que 1m T = p~ y Tes sobre. Por
lo t<ll1to.l)I- 1'1' (I~

Nom. Diml)l "" dim P~ "" 3. Entonces por el teorema 2. una vez q ue se sabe que Tes 1-1. tam­

bién se sabe que es sobre. Esto ya se verificó. aunque no era necesario hacerlo.

Un isomorfismo entre dos espados vectoriales de dimensión infinita

(CALcuLO] Sea V"" t/ e CI[O. 1):/(0) = 01 y IV = CI[O.I]. Sca D: V --+ lVesta dado por D/"" !,. Suponga

quc D/ = Dg. Entonces!' = g' o (J - g)' = Oy/(x) - g(x) = c. una constante. Pero/lO) = g(0)
= O. de manera que c = Oy/ = g. Entonces Des 1-1. Sea g e CIIO.I) y sea /(x) = lo'g(/) dI.

Entonces. por el teorema fundamental de c{llculo.fe CIIO. 1] y!'(x) = g(x) par.¡ todo x e (O. 1].

Mas aun. como f: g(l) dI =O. se tiene que/(O) = O. Por lo tanto. para todo g en 11' existe una

fe V tal que DI= g. Asi. Dessobre y se ha demostrado que Va IV.

El teorema que sigue ilustra la similitud entre dos espacios vectoriales isomorfos.

TEOREMA m

~ DeMOSTRACiÓN

Sea T: V --+ IV un isomorfismo

i. Si '... "!' \'. genera a V. entonces Tv l' n'r .... n'. genera a W.

ii. Si l'l' vr v. son linealmente independientes en V, entonces Tv l • rl'r .... n'. son
linealmente independientes en IV.

iii. Si {v!, "~, .... ".} es una base en V. entonces {Tl\, n·!..... Tl'.l es una base en IV.

h'. Si V tiene dimensión finita, entonces IV tiene dimensión finita y dim 1'= dim IV.

i. Sea w e W. Entonces como Tes sobre. existe un vector "e Vtal que n· = w. Como
los vectores l'¡generan a V, se puede escribir ,. = al VI + a!vl + ... + a.v". de manera
que w = Tv = al ni + (l!n·! + ... + (lo Tv

o
yeso muestra que {Tvl. T,·~ . ... , Tl'J

genera a IV.

ii. Suponga que el n' l + C!Tl'l + ... + c.Tl·" = O. Emonees T(C1l' l + c!,·! + ... + c.v.,) =
O. Así. como Tes I-I.cll·l + c2"!+'" + C.l'. = O. lo que implica quecl = e! =
c. = °ya que los vectores l', son independientes.

iiL Esto se deduce de las partes i) y ii).

iv. Esto se deduce de la parte iif).

Por lo regular es dificil demostrar que dos espacios VCClOr;¡I!cS de dimensión infinita son iso­
morfos. Sin embargo. para los espacios de dimensión finita es muy sencillo. El teorema 3 dice que
si dim JI '# dim IV. entonces Vy W no son isomorfos. El siguicntc teorema mucstra que si dim

fI = dim IV. y si fI y IV SOIl espacios vectori:lles reales. entonces Vy IV son isomorfos. Esto es.

Dos espacios reales de dimensión finita

de la misma dimensión son isomorfos. •



508 CAPITUI.O 5

TeOREMA m
TransformacIOnes lineales

Sean V Y IV dos espacios reales' de dimensión finita con dim V = dim JY. Entonces
v~ Iv.

L. DEMOSTRACIÓN Sea 1"1' ,.!, .... l) una base para Vy sea 1"'1' \"1' .... wJ una base para W. Defina la
transformación lineal T por

para i=I.2... ,/1 (2)

pmblemas 5 4

Segun clteorcma 5.2.2. pilgina 472 existe exactamente una transformación lineal que SOI­

tisface 1:. ecuación (2). Suponga que l' E Vy Tv = O. Entonces si l' = el'" + c~v~ + ... +
c.v. se tiene que T,· = el T\'I + c2Tl'~ + ... + e.n'. = e el"'1 + C~"'~ + + c."'. = O.
Pero como W

I
, "'2' ...• w. son linealmente independientes. e, = C2 = = c. = O. Por

lotanlo.,' = Oy Tes ¡-l. Como Vy IVlicnendimensión finilaydim V= dim IV, Tes

sobre por el teorema 2 y la prueba queda completa.

Este último resultado es esencial en el úlgebnl lineal. Nos indica que si se conoce un espacio

vectorial real de dimensión 11. se COllocen lodos los espacios .vecloriales reales de dimensión /l.
Es decir. si se asocian lodos los espacios vectoriales isomorfos. entonces P' es el único espacio
de dimcnsión/l sobre los reales.

AUTOEVALUACIÓN

Indique si los enunciados siguientes son ,-erdaderos Ofalsos.

l. Una transformación lineal de 1)" ~ D'" con 1/:# m no puede ser 1-1 )' sobre a la \-ez.

JI. Si dim V = 5 Ydim IV = 7, es posible encontrar un isomorfismo T de Ven IV

111. Si Tes l·l,entonccslIll T= {O}.

IV. Si T es un isomorfismo de un espacio \'eclorilll Ven V, entonces p(T) = 6.

V. Si AT es una matriz de trllnsformación de un iSOlllorfismo de [)6 en PO, entonces det
Ar:#O.

l. Demuestre que T: .\1_ --i- 11/_ definida por TA = A' es un isomorfismo.

2. Demuestre que T: -+ es un isomorfismo si y sólo si A res in"ertible.

*3. Sean Vy Il" dos espacios vcctOriales reales de dimensión fI y sean BI y B1 dos bases para Vy
11'. respectivamente. Sea Ar la matriz de transformación relativa a las bases B

I
y B:. Demues­

tre que T: V --i- JI' es Ull isomorfismo si y sólo si det A r :# Q.

4. Encuentre un isomorfismo entre D
II

• las matrices diagonales de 11 x 11 eon elementos reales,
y P'. [SI/gere/lcia: Analice primero el caso /1 = 2.J

•
hn('(1:'S<" lar bril"rP

m leI'a.l<1c T, ..v
~,

t"i lI'l1pOrtilntt' que
" ~v l- ,)l; o cumplu';t' porqUE' V

-¡- f r P SU 1u'}<lJ

,""'-
,,,.oS k't'Y a~enllyWS&lnejml!o/1'lODeotra
Tv jO W. Vov"" Tv P'Uf'de'n no t'Slilr ~1nIda!. El

dKlClI'lt'!>dl'qUE'VyW<,'>lí' df't,1dos
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5. ¿Para qué valor de I!I es isomorfo a 1:1" el conjunto de matrices simctricas de 11 x 11',1

6. Demuestre que el conjunto de matrices simétricas de 11 x 11 es isolllorfo al conjunto de ma­
trices triangulares superiores de 11 X 11.

7. Sca JI= P~y w= lPE P,:p(O)=O}. Demucstreque JI"= W

8. Defina T: P" _ P" por Tp = p + p'. Demuestre que Tes un isomorfismo.

9. Encuentre una condición sobre los números m. n. p. q tales que Mm" ~ M,.¡

10. Demuestre que D" ~ P,,-r

11. Pruebe que cualesquiera espacios vectoriales complejos de dimensión finita JI y IV con dim
JI = dim JV son isomorfos.

12. Defina T: crO. Il- C[3. 4] por Tf(x) = f(x - 3). Demuestre que T es un isomorfismo.

13. Sea B una matriz invertible de 11 x 11. Demuestre que T: M"", -)o M"", definida por TA = A B
es un isomorfismo.

14. Demuestre que la transforrmlción 7jJ(x) = xp'(x) no es un isomorfismo de P" en P".

15. Sea H un subespacio del espacio JI de dimensión finita con producto interno. Demuestre
que T: JI _ H definida por TI' = prOY

II
l' es sobre. ¿Bajo qué circunstancias serú l-l?

16. Demucstre quc si T: JI _ W cs un isomorfismo. entonces e,Xistc un isomorfismo s: IV _ JI

tal que S( Tl') = 1'. Aqui S se llama lr:lnsforlll:lción illl"ersa de T y se denota por T-I.

17. Demuestre que si T: 1:1' _ Jl' estú definido por Tx = Ax y si T es un isomorfismo. entonccs
A es invertible y la transformación inversa T-l cstú dada por T-1x = A-Ix.

18. Encuentre T-' para el isomorfismo del problema 7.

*19. Considere el espacio e = 1= = {/ + ¡b. donde {/ y b son nümeros reales e ¡" = -1 }. Demues­
tre que si los escalares se toman como reales. entonces e ~ 1;.

*20. Considere el espacio C"v = (lc l . cl•...• c,,): c¡ E e y los escahlres son reales}. Demuestre
que C~v "= 1;". [Sugerellcia: vea el problema 19.]

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

,. V 11. F 111. V IV. V v. V

• MATLAB 5.4

1. Sca T: l?'_ [?l una transformación definida por T(\') = I\'¡ para i = l..... 4. donde
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ti) Verifique que el conjunto ¡"J' \'::, \'J' \) es una base para J.ll y, por 10 tanto, que T estú
bien definida.

h) Verifique que el conjunto lw l, \\'2' \\'3' w) es una base para 1)1. ¿Por qué se puede concluir
que T es un isomorfismo?

e) Encuentre la representación matricial. A, de T respecto a la base canónica (vea el pro­

blema 6 de MATLAB 5.3). Utilice la representación matricial para encontrar una base
para el núcleo y la imagen de T y verifique asi, que T es un isomorfismo. Verifique que A
es invertible.

Il) Suponga que S: 1)1-+ 1)1 es la transformación definida por S(w) = Vi' para i = l..... 4.
Encuentre una representación matricial. B, de S y verifique que B = A-l.

m ISOMETRiAS

En esta sección se describe un tipo especial de transformación lineal entre espacios vectoriales.
Se comienza con un resultado sumamente útil.

TEOREMA a Sea A una matriz de m X ti con elementos reales,t Entonces para cualesquiera dos vec­
tores x E V" YYE V"':

Ecuación (6) Teorema li,l
p.120 P 119

D DEMOSTRACIÓN

(Ax) . y ~ x . (A'y)

Ley asociativa para la Ecuación (6)
multiplicación de matrices p. 120

~"" //Ax . y = (Ax)')' = (x'A'))' = x'(A'y) = x . (A'y)

(1)

Recuerde que en el teorema 4.9.3 de la p,igina 393. se demostró que la matriz Qcon ele­
mentos reales es ortugonal si Q es invertible y Q -1 = Q'. En el teorema 4.9.3, de la página 393
se demostró que Q es ortogonal si y sólo si las columnas de Q forman una base ortonormal
para P'. Ahora sea Quna matriz onogonal de 11 X /1 Ysea T: V" -+l!' una transformación lineal
definida por Tx = Qx. Entonces. usando la ecuación (1), se calcula

(Tx' Ty) ~ Qx' Qy ~ X' (Q'Qy) ~ X' (ly) ~ X' y

.,---
Este resultado se ptlede e:>;tender faclimente a matrices con componentes complejas Vea el problema 21 de estil
misma secCión
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En particular. si x = y. se ve que Tx . Tx = x . x O sea

ITxl ~ Ixl

para todo x en Ir.

Isometría

Una transformación lineal T: ~ _ ~ se denomina isomcfría si para cada x en 1)'

ITxl = Ixl (2)

Debido a la ecuación (2) se puede decir que: una isomctria en es una transformación lineal
que preserva la longitud en 1)'. Note que (2) implica que

ITx - Tyl = Ix - )'1 (3)

[ya que Tx - T)' = T(x - y)].

Sea Tuna isometría de 1)' ---+1:.'" y suponga que x y y están en l?'. Entonces

TX'Ty=x'Y

Esto es, una isometria en l?' preserva el producto escalar.

ITx - Tyl' = (Tx - Ty) '(Tx - Ty) = ITxl' - 2Tx ' Ty + ITyl' (5)

Ix - Yl' = (x - y) , (x - y) = Ixl' - 2x ' Ty + Iyl' (6)

Como ITx - Tyl2 = Ix - Y12, l1'xl2= Ixl2y ITyl2 = IY12, las ecuaciones (5) y (6) mues­
tran que

-21'x' Ty = -lx' y o Tx' Ty = x' y

Cuando se desarrolló la ecuación (2) se demostró que si la representación matricial de Tes
una matriz ortogonal. entonces Tes una isometría. Inversamente. suponga que Tes una isome­
tria. Si A es la representación matricial de 1'. entonces para cualesquiera x y y en

de (4)

¡
de (1)

¡
X' ~. = Tx' T)' = Ax . A)' = x . A'Ay

x . y - x . A'Ay = O O x· (~. - A'A}') = O
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Entonces (vea la púgina 395)

y - A'A~' E (I/'Y = IOf

Se ve que para toda~' E Il'

y = A'Ay

Esto implica que AlA = /. de manera que A es ortogonal.
Se ha demostrado el siguiente teorema:

(6)

TeOREMA El Se dice que una transformación lineal T: Il'~ V" es una isometría si y sólo si la repre­
sentación matricial de T es ortogonal.

ISOi\1ETRíAS DE IY

Sea Tuna isometria de Ir"""'* lr. Sea

Entonces "1 Y11 2 son vectores unitarios [por la ecuación (2)] y

d~ (41

"," ±(~H~)=o
Por 10 tanto ti

l
y u~ son ortogonales. De la ecuación 3.1.7 de la página 227, existe un número

e. con o:s e< lrr tal que

(eos e)
U ' =sen8

Como u, y U2 son onogonales.

Dirección de u, = dirección de u
1

:::!:~
- 2

En el primer caso

", =[e++~J]=(-s,"e)
( "J cosesen 8+"2

En el segundo caso

l
eos (e-"JI

",= ( ~J =(-:::':Jsen S-­
2
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Con lo que la representación matricial de Tes

º,=(,,,,e -scne) o º,=(oose
sen e cose sen S

scn e)
-cose

Del ejemplo 5.1.8 de 1<1 púginil 462. se ve que QI es la represerll<\ción matricial de una trans­
formación de rotación (un úngulo (} en el sentido contrario <l las m;lllccill¡¡s del reloj). Es f;kiJ
verificar que

(oose scne)=(oose
sen B -cos e sen B

pero la transformación T: I)l' --7 v:' dada por:

-"ne)( I
cose o

TeOREMA 1:1

es una reflexión de (;,) rcspc<:1O al eje x (vca el ejemplo 5.1.1. pú~ina 458). Entonces se liene el

siguiente teorema.

Se.t T: 1>' --+ Ji una isomctria. Entonces Tes

i. una transformación de rotación. o bien

ii. una reflexión respecto al eje x seguida de una transformación de rotación.

Las isomclrias tienen algunas propiedades interesantes.

TeOREMA mSea T: P' --+ 12" llna isomctría. Entonces

i. Si 11 1, u
2
, ..• , u"es un conjunto ortogonal. entonces TUI' Tu2, ... , TU

n
es un conjunto

ortogonal.

ii. T es un isomorfismo.

L:: DEMOSTRACIÓN i. Si i '* j y u, . u, = O. entonces (Tu) . (Tu) = u, . u, = O, lo que prueba ¡).

ii. Sea u l ' u:l' .... u. una base ortonormal para 1)". Entonces por la parte i) y cl hecho
dc que ITuJ = [u,l = 1. se encuentra que TUI' Tul' ... , Tu. es un conjunto ortonormal
cn I:!". Por el teorema 4.9.1 de la página 389, estos vectores son linealmcnte indepen­
dientes y por lo tanto forman una base para IJ". Entonces 1m T = P. lo que prueba
que nu T = lO} [ya que v(T) + p(T) = 11].

Se concluye esta sección con una descripción de cómo extcnder cl concepto de isometria
a un espacio arbitrario con producto intcrno. Rccucrde de la pilgina 434 que un espacio V con
producto interno

(Recuerdc que. con el fin de evitar confusiones. se usan dobles barrJ.S paíd denotar una norma.)
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DEfiNICIÓN El

TEOREMA m

Isometría

Sean Vy IV dos espacios vectoriales reales (o complejos) con producto interno y sea T:
V -+ IVuna transformación lineal. Entonces T es una isometria si para todo v E V

11"11, = 1IT>11", (1)

Los siguientes dos hechos son consecuencia inmediata: primero. como 7("1 - "1) = n" - Tv!.
se liene que para todo \'1 y \'1 en V

Segundo.

Sea T: V -+ IV una ísomctría. Entonces para todo VI y v! en V

(8)

DEFINICIÓN E:I

TeOREMA a
L OlMOSTRAOóN

Es decir. una isometría preserva los productos internos.

La demostración del teorema 6 es idenlica a la prueba del teorema 2 con productos
internos en Vy IV en lugar de producto escalar en ~.

Espacios vectoriales isométricamente isomorfos

Se dice que dos espacios veclOrialcs V y IV con el mismo conjunto de escalares son
isomélric:lmente isomorfos si existe una transformación lineal T: V -+ W que sea tanto
isomctria como isomorfismo.

Cualesquiera dos espacios reales de dimensión 11 con producto interno son isométri­
camenle isomorfos.

Sean {u
l
_ u., .... u) y {w

I
' wr .... w) dos bases ortonormales para Vy IV. respectiva­

mente. Sea T: V -+ IVla transformación lineal definida por TUI = wl ' i = 1.2..... /l. Si
se puede demostrar que T es una isomelría, entonces la demostración queda completa.
ya que de acuerdo con el razonamiento del teorema 5 se llega a que Tes tambien un
isomorfismo. Sean x y y en V. Entonces existen conjuntos de numeras reales Cl' Cr ... ,
('.' y tll' tI~, .... ti. tales que x = ('IUI + c.u~ + ... + e.u. y )' = tllu l + tI~u~ + ... + tI.u•.
Como los u/ son ortonormales. (x. y) = «CIU I + ('2U. + ... + e.u.>. «('IUI + tl2u! + ... +
tI.u» = cltll + ('2dl + + c.d., De manera similar, como Tx = cl TUI + c1Tu1+
+ e.Tu. = CIWI + C1W1 + + ".".' se obtiene (Tx, Ty) = «Cl"'1 + C2W2 + ... + c.w.),
(ti,", + (12"2 + ... + d"w») = 1:/'1 + el'l + ... + c.d., porque los "1 son ortonormales.
Esto completa la prueba.
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lIII:IIIIi1IiII Una isometría entre l.'Jl y P2[O, 1]

Este teorema se ilustra mostrando que l? y P~[O. 1] son isometricamente isomorfos. En 1)-' se llsa

la base e'l:>nd" j[~WHmEn P, se usa la base ononormal {l, Jl (2x - 1), ¡S(6x' -

6x + 1)1. (Vea el ejemplo 4.11.8. púgl,," 435.) S"", , ~ [ :: ] y y ~ [ ::] do""'o",,n 1)'. En­

tonces{x. y) = x . y = (/1{/1 + b~b2 +Cl'1' Recllcrdeqlleen PlO. 1] se definió (p. q) = J: p(x)q(x) dI.

Defina r[ ~] ~ I r[ I] ~ Jl (2x -1) y r[ ~] ~ ¡S(6" - 6x + 1) poc lo ""no

r[ ~] ~ a +;,Jl (2x - 1) +c/5(6x' - 6x + 1)

y

J' J' 'J' , ,=(1,(1, elr+ b,b,3(2x-1telr+ c,d5(6x--6x+ltl(l\-
- u 11 - 11 •

Aquí se ahorró tiempo usando el hecho de que 11. f3 (h - 1). [5(6x 2
- 6x + 1)} es un con­

junto ortonormal. Por lo tanto. T: l? --lo PJO. 1J es una ísomet ría.
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AUTOEVALUACIÓN

Indique si los enunciados siguientes son falsos o \'erdaderos

1. La transformación lineal T: 1:>- _1:>- es una isometría si 117:\:11 = Ilxll para todo x en V.

11. La transformación lineal T: 1)' -+ 1)' es una isometría si las columnas de su represen­
tación matricial son ortogonales por pares.

111. La transformación lineal T: 1:>- -+ 1)' es una isomelria si las columnas de su represen-
tación matricial son ortogonales por pares y cada columna tiene norma l.

IV. Si T: I:F _ ~ es una isometría. enlonces T( _~) es onogonal a T( ~}

V. Si T: 1:>- -+ I? es un isomorfismo. entonces T es una isometria.

VI. Si T: 1:>- -+ I? es una isometría. entonces T es un isomorfismo.

l. Demuestre que para cualquier número real a. la transformación T: I? -+ definida por
Tx = Ax. donde

cose O~]
-sena

O

es IIna isometria.

2. Haga lo mismo para la transformación T. donde

[
COSe O -",e]

A = O 1 O

sene o cose

3. Se¡m A y B matrices ortogonales de 11 x 1/. Demuestre que T: i)" -+ f? definida por Tx =

A Bx. es Ull<l isometría.

4. Encucntre A r si T es la \ransforrnación de 1)1 -+ 1)1 definida por

Demuestre que A7.es onogonal.

5. Demuestre el teorema 6.

[
1/3] [-1/.[6]

T 213 = 1/.[6
213 21.[6 [

213] [ Vf3]
T -~ = -~~

6. Sea T:~ _ ~ una isometria. Demuestre que Tpreservu los angulos. Es dccir. (angulo entre
x y ~') = (angulo entre Tx y T~rl.

7. De un ejemplo de una transformación lineal de l:t sobre ~ que preserve los ángulos y 110

sea una isometría.

8. ParJ. x. )' E con x y )' #- O. defina: (ángulo entre x y)') = < (x. y) = cos- I (x' y)IJxllyll.
Demuestre que si T: -+ 1)' es una isometria. entonces T preserva los ángulos.

9. $ca T: I? -+ I? una isomelria )' sea Tx = Ax. Demuestre que Sx = A-IX es una isomelria.
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Oc los problemas 10 al 14 encuenlre una isometria entre los p•• res de espacios dado:..

[CAlculollO. PI (-1. 1].lP

12. M
11
.V"

14. /J. YID" (D. = conjunto de matrices diagonales de 11 XII).

15, Sea A una matriz de 11 X 11 con elementos complejos. Entonces la transpuesta conjug'ld'l de

". C'· (l+i -~+2ilA. denotada por A·. est.i de'lIllda por (.'l.' = (I~. alcule A SI A = .
'1 3 6-3i

16. La lTlalriz compleja A de 11 x 11 se llama hermitialla' si A· = A. Demuestre que la malriz

;/ = (4 3~ 2i) es herrniliana.
3+ 2i 6

17. Demuestre que si A es hcnniti'Jna. enlonces las componentes ele III diagonal de A son rCilles.

[
1;;

A=
1+;

2

18. La matriz compleja A de 1/ x 1/ se llama unitaria si

3-2; 1.J26-:(¡t es un;'",;'..

;/. = A l. Demuestre que la matriz

19. Demuestre que A es unitaria si y sólo si las columnas de A form.m una base ortonormal
en e·.

20. Demuestre que si A es unitaria. entonces Idet Al = 1.

21. Sea A una matriz de 1/ X 11 con componentes complejas. En C·, si x = k l, (':••••• c.' ~ ~ =
(di' d:..... dJ defina el producto imemo (x. ~r) = cl'. + {":~ + ... + c~d.. (Vea el ejemplo
4.1 1.1.) Pruebe que (Ax. ~r) = (x. A·y.)

*22. Demuestre que cualesquiera dos espacios vectoriales complejos con producto interno de 1:1
misma dimensión (finita) S011 isométricarnente isornorlOs.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

1. V

• MATLAB 5.5

11. F 111. V IV. V VI. \

1. a) (Ltipi=.l' papel) Considere la llí'filliciim de isometria ~ c'\plique. usando geometria. por
qué la rotación respecto al origen y la reflexión a tr.ln.h de una recta determinada por un
vector de longitud 1 en ~ son isometrias.

h) Elija tres valores para un ilngulo ey verifique para cad'l uno que la representación ma­
tricial (respecto a la base canónicOl) de la rotación positiva por un ángulo Oes una matriz
ortogonal.

Genere tres vcetores aleatorios \. de longitud l. Para cada uno, verifique quc la repre­
sel1Wclón matricial (respecto :1 la base canónica) de la reflexión .. truves de \r es una m:ltriz
ortogonal. Refiérase al problcnw ~ de MATLA B 5.3 para el anúlisis de la reflexión .

•
• LI,.¡rniul,l.l\1 I honor de-l ltfllrltll f ,'h<lrl Hl'rnltp'122·1901
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d (Lúpi: .r papel) Pruebe en general que la representación matricial de llna rotación es
una matriz ortogonal y que la representación matricial de una reflexión es lIna matriz

ortogonal.

ti) La teoria de isomclfias de 1)2 en 1)2 implica que una reflexión a traves de un vector \' de
longitud I debe ser una reflexión a través del eje x seguida de una rolación. Un vector

de longitud 1se puede represenlarcomo (cos (a) sen (a))'. Genere un vector aleatorio wy
divida lo entre su longitud para producir un veelor \' de longitud L Encuentre ti mediante
alpha == a tan(\'(2)"'(I)) (si la primera componente de \' es cero, entonces a = ::!: nI2).
Encuentre la representación matricial F de llna reflexión a través de v y verifique que F
= RX. donde R es la representación matricial para una rotación positiva de 8 = 2a. y
X es la representación matricial de una reflexión respecto al eje x. Repita para otros dos

vectores w.

e) (Lúpi: y papel) Pruebe el resultado del inciso d). [Sugerenáa: Encuentre una expresión
general para F en términos de a y utilice las identidades trigonométricas.]

2. Trabaje el problema 4 anterior. Ademús. verifique que la transformación Trmlpea Ull<l base
ortonormal sobre Ullll base ortonormal. ¿Es siempre cierto esto para una isometria? ¿Por

qué?

RESUMEN

Tml/s!on/uu.:ió/I til/eat

Sean Vy W dos espacios vectoriales. Una fransformaciónlinclll T de Ven Wes una función que

asigna a cada vector \. E V un vector único Tv E IVy que satisface, para cada u y \' en Vy cada

escalar a.

T(u + \.) = Tu + Tv

y
T(Cl'\') = aT,'

P,·opiedlldes há.l"it·a~· de ta~' tr(l1/~fol'llltlciol/es til/elltes

Sea T: V --'" W una Iransformación lineal. Entonces, para todo vector u, "1' \.~, ...• \'" en Vy
todo escalar al' a~.. ... 0'"

;, T(O) ~ O

ii. T(u - \.) = Tu - T,'

Núclco c imtl¡:ell de /ll/O tl'llmifol'llloáó" til/ellt

SC<ln Vy IV dos espacios vectoriales y sea T: V _ IV una transformación lineal. EnlOnces el
núcleo de T. denotado por nu T, está dado por

nu T= jVE V: Tv=OI

La imagen de T. denotada por 1m T esta dada por

1m T = lw E W: T,' para algún \. E VI

nu Tes un subespacio de Ve 1m T es un subcspacio de IV.

(p. 460)

(p. 472)

(p. 475)
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Nlllidtltl J' rillll:0 Ile mltt trttm!onll/lcióll lilleal

Si Tes una transformación lineal de Ven IV. entonces

nulidad de T::: v( 1) ::: dim nu T

rango de T::: p{ T) ::: dim 1m T

(p. 4761

Mutrh llC' frlltls/omllldtÍlI

Sea T: simbolo 1)'--+

Al" tal que

una tr.msformación linea!. Entonces existe una mmriz unica de m X 11.

(pp. 480. 481)

L1 matriz Arse llama matriz de transformación de T.

Sea /l r ]¡¡ matriz de transformación correspondiente .. una tr.tnsform'lción lineal T. Entonces

i. 1m T::: R ::: e
Ir ,ofr

ii. p(T) = P{A,I

iii. nu T::: NI

i\'. v(T)::: v{ArJ

Rl'pr('.~e"'lIdúlIlIl(tlridfllJe IlIIfl Imll.iformuátÍlllillf'(f1

Sea V un espacio vectorial real de dimensión 11. IV un csp'lcio vectorial real de dimensión 111

y T: V --+ 11' una transformación lineal. Sean 8 1 ::: {\'I' \'r .... \'J una bilsc para Vy 81 Iw l •

W,. .••• wJ una base para IV. Entonces existe Unll matriz única Arde 111 X n. tal que

//1' sc denomina rCllrcscnl:lción matricial de T respecto a las bHSCS /JI y 8 J ,

Sean V y fII dos espacios vectoriales de dimensión finita con dirn JI::: 11. Sea T: V --+ JlIuna
transformación lincal y sea Ar una representación m<nricial de T. Entonces

i. p(T)::: p(A r)

ii. v(T)::: v(A r )

iii. v(T)+p{T):::n

Trllll.~forllllldállmili fl IlIIO

Se.l T: V --+ IV una tmnsformación lineal. Se dice que T es uno a uno. descrito 1-1. si T\'I ::: T\'~

impliClI que ''¡ ::: "l' EslO es. Tes 1-1 si todo vector w en la imagen de T es la imagen de exacta­
mente un vector en V.

Se,l T: V --;. IV una transformación lineal: enlonces Tes 1-1 si ~ sólo si nu T::: :0/

Trullsformudim .mhre

Se,l T: V --+ IV una transformación lineal. Se dice que T es sobre 11' o simplemente sobre. si
pam todo W E IV existe al menos un \. E ,. tal que T\' ::: w. Es decir. T es sobre IV si y sólo si
ImT::: IV.

(¡> 4801

Ip.484)

(p. 503)

(p. 503)

(p. 504)
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Sea T: JI~ IV una transformación lineal y suponga que dim JI = dim W = 11:

i. Si Tes 1-1. enlonces T es sobre.

ji. Si T es sobre. entonces Tes 1-1.

Sea T: jI.....-) IVuna transformación lineal. Suponga que dim JI = 11 Ydim ,V = 111. Entonces

i. Si 11 >111. Tnoes 1-1.

ii. Si 111 > 11. T no es sobre.

I.W/I/10I fi·\'I//fl

Sea T: JI -+ JV llna transformación lineal. Se dice que T es un isomorfismo si Tes ]-1 y sobre.

Esplldos l'('("/orialí'.\' iso/llmfo.l'

Los espacios vectoriales Vy Wson isomorfos si existe un isomorfismo T de JI sobre W. En este
caso. se escribe JI a W.

Cualesquiera dos espacios vectoriales reales de dimensión finita con la misma dimensión son

isomorfos.

Tem'l'lIIa 11í' 1'('.\"/I/1U!1I

Se,1 A una matriz de 11 X 1/. Enlonces las siguientes 11 afirmaciones son equivalentes:

i. Es invertiblc.

ii. La única solución al sistema homogéneo /Ix = Oes la solución trivial (x = O).

iii. El sistema /Ix = b tiene una solución única para cada l/-vector b.

h'. A es equivalente por renglones a la matriz identidad" ',," de 11 X 1/"

v. A se puede expresar corno el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene 11 pivotes.

\'ii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

\'iii. det A "#- O.

ix. v(A) = O.

x. p(A) = 1/.

xi. La tnlnsformaeión lineal Tde 1)' en 1)' definida por Tx = Ax es un isomorfismo.

Sea T: V..-¡. IV un isomorfismo:

i. Si \',. \'!' ...• v" genera ,1 V. entonces "'\. n'," .... Tl'" genera a W.

ii. Si VI. l'!" .. ". \'" son linealmente independientes en V. entonces Tv¡" n,!•... " Tl'" son lineal­
mente independentes en IV.

Hi. Si 1\'1" \'," .... \') es una base en V. enlonees 1T,'¡" Tl'!" . .. " T\',) es una base en IV.

iv. Si V tiene dimensión finita. enlOnces W tiene dimensión finita y dim V = dim W.

/Joml'Tr/a

Una transformación lineal T: l!' ..-¡.I)' se llama isometria si pam todo x en 1)'

ITxl ~ Ixl

Ip. 504)

Ip.504)

Ip.506)

Ip.506)

(p. 506)

Ip. 506)

(p. 507)

Ip.511)



Si T es una isometria de 12" -t 12". entonces para todo x y y en 1)"

ITx - Tyl = Ix - ~'I y Tx' T~' = x . y

Ejercicios de repaso 521

{p. 511}

Sea T: Il' -t Il' una isometria. entonces: (p. 51 J l

i. Si u1• u:'" .... u" es un conjunto ortogonal. entonces TUI' Tu,..... Tu" es un conjunto orto­

gonal.

ii. T es un isomorfismo.

Una transformaóón lineal T: 12" -t 12" es llna isometria si y sólo si la representación matricial

de T es ortogonal

Sean Vy JV dos cspacios vectoriales reales (complejos) con producto interno y sea T: V -t IV
una transformación lineal. Entonces Tes unn isoml'lria si para cada \' E V

E.I'pacio.l' l'l'eto";a/e.\· ;.wmér";mll/clI1e ;,~oll/m1;'.\'

Se dice que dos espacios vectoriales Vy Wson isométricamcntc isomorfos si existe una transfor­
mación lineal T: V --t IV que es tanto un isomorfismo como una isometria.

(p. 512)

(p.514)

(p.514)

Cualesquiera dos espacios reales de dimensión 11 con producto interno son isomctricamcnte
isomorfos.

• EJERCICIOS DE REPASO

En los ejercicios I al 8 determine si la transformación dada de Va Wes lineal.

(p. 51-+)

1. T: I:P -t I:P: T(x. .I") = (O. -y)

3. T: [tI-t l}1: T(x. y.:) = (y.:. I)

5. T: Pi ...... P~: (Tp)(x) = xp(x)

7. T: P~-tP~: (Tp)(x) = I + p(X)

2. T: 1)-1-t l}': T(x. .r.:J = (1. y.:l

4. T: [f -t 12: T(x.)'l = sil"

8. T:ClO.II-ClO.I]: T/lxl~I(11

En los ejercicios 9 al 15 encuentre el núcleo. imagen. rango y Ilulidad de la translormación
lineal dada.

9 TIY_IY {:H~ -;)(:) 10 TI)'_I)' {Hi ~ ~~t1

11. T:I)'_IY: T[~]~[_~.) 12. TP,_P,: Tp(xJ~x'p(x)

13. T: PI -t p.,: (Tp)(x) = _r~p(.r) + 2xp(x) + pIS)

14. T:M,,-tAl,,: T(A)=Ao.dondCB=( 1 IJ
-- -- -1 1



 



31. Corte a lo largo del eje x con (' = - 3

Ejercicios de repaso 523

y
(-1,6)(-4'6)0

(-4 2)
, (-1,2)

--------:+-~~x
O

De lo ejercicios 32 al 35 escriba cada matriz de tran formación A
T

como una sucesión de ex­
pansiones, compresiones. reflexiones y corte.

32. Ar = ( l 3)
-2 2

33. ~ = ( O 5)
-3 2 (-6 4)

34. Ar = 1 3

ICÁLCULO I
36. Encuentre UD isomorfismo T: P, -+1)1.

37. Encuentre una isometría T: lr-+ p¡[-l. 1].
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VALORES CARACTERISTICOS,
/

VECTORES CARACTERISTICOS
/

y FORMAS CANONICAS

1:1I VALORES CARACTERíSTICOS Y VECTORES CARACTERíSTICOS

Sea T: V~ ¡,v una transformación lineal. En diversas aplicaciones (una de las cuales se da en
la siguiente sección) resulta útil encontrar un vector \' en V tal que T,' y \'Son paralelos. Es decir.
se busca un vector \' y un escalar Atal que

(11

DEFINICiÓN a

Si l' #- O Y A satisface (1), elllonees A se denomina un \'(//01' mf(/creríslico de T y v un reClOr

ml"(lcleríslico de T correspondiente al valor característico A. El propósito de este capitulo es
investigar las propiedades de los valores característicos y vectores característicos. Si V tiene di­

mensión finita. entonces Tse puede representar por una matriz Ar, Por esta razón se estudiarún
los valores y los vectores característicos de [as matrices de 11 X 11.

Valor característico y vector característico

Sea A una matriz de 11 x 11 con componentes reales,t El número A(real o complejo) se
denomina valor característico de A si existe un vector diferenre de cero v en CH tal que

A\' = AV (2)

El vector v #- Ose denomina vector característico de A correspondiente al \'alor caracle­

rístico A.

•
Esta definiCión es valida SI A tiene componentes complejas pero corno las matrices que se manelaban tienen. en su
mayoria. componentes reales. la definiCión es sufiCiente para nuestros propósitos
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EJEMPLO 2
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Nmu. Los valores y vectores caracteristicos también se denominan '·alores y \"('cIOrl"Jo propiO!l o
eigell\'alorcs y eigemcelores: 1.. palabra "eigen" es la palabra alema"" para "propio",

Oh:n',·!'udón. Como se verá (ejemplo 6) una malriz con componentes reales puede lener valores
y vectores caracteristicos complejos. Por estH razón. en la definición. se asegura que "e C-. No
se usarún en este libro muchos hechos sobre los números complejos. En el apéndice 2 se hace
Llna presentación de unos cuantos de ellos que si son necesarios.

Valores caracteristicos y vectores característicos de una matriz de 2 x 2

Sea A"" [10 -18). Entonces A[ 2) = [10 -18)[2) = [2 J. Así. Al "" I es un valor caracle-
6 -11 I 6 -11 I I

ríslico de Acon el correspondiente vector c.. racteristico VI '= (~l De manera similar. A(~) '=

(10 -18)(3) = (-6) "" -2( 3) de modo que A, = -2 es un valor característico de A con el
6 -11 2 -4 2 .

correspondiente vector característico V ~ "" (~l Corno se verÚ cnseguid¡l. éstos son los únicos

valores c<lfllctcristicos de A.

Valores característicos y vectores característicos de la matriz identidad

Sea A "" /. entonces para cualquier l' e C-. Al' "" /l' "" l'. Así. I es el único valor car.lcteristico
de A y lodo l' #:- Oe C- es un vector caracteristico de /.

Se ca1cular<in los valores y vectores caraclerislicos de múltiples matriccs en esla sección.
Pero primero es necesario probar algunas tecnicas que simplificarún estos cálculos.

Suponga que Aes un varar caracteristico de A, Entonces exisle un vector diferente de cero

Ix, ]
v = ::: "O Ial que A" = A" = IJv. Rccscr;b;cndo esto" t;""

(3)

TEOREMA a

Si A es una matriz de 11 X n, la ecuación (J) corresponde a un sistema homogéneo de 11 ecuacio­
nes con las incógnitas XI' ,\.1' ...• x_. Como se ha supuesto que el sistema cuenta con soluciones
no Iriviales. se concluye que del (A - Al) "" O. De rorm¡1 inversa. si del (A - )..1) :: O, entonces
la ecuación (3) tiene soluciones no triviales} Aes el valor clIf<lcterislíco de A, Por otro lado.
si det (A - Al) #:- O, entonces la unica solución a (3) es ,. = Ode manera que A //0 es un valor
característico de A. Resumiendo estos hechos. se tiene el siguiente teorema.

Sea A una matriz de " X 11. Entonces Aes un valor característico de A si y sólo si
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DEFINICIÓN a

TEOREMA a
L. DEMOSTRAOóN

DEFINICiÓN El

TEOREMA E3

e DEMOSTRAOóN

Ecuación y polinomio caracteristicos

La ecuación (4) se denomina la ecuación característica de A: P(A) se denomina el poli­
nomío caracleristico de A.

Como scr'" evidente en los ejemplos. p(A) es un polinomio de gmdo 1/ en A. Por ejemplo. si

[a b) [a b) [1. 0) [a-A b)A = . entonces A -}J = - = y p{A) = det (A - Al) =
e (/ e ti O '" e d-A

(a - A)(d - "') - he = ",! - (a + ti)", + «(1(1- hd.
De acuerdo con clleorema fundamental del álgebra. cualquier polinomio de grado 11 con

coeficientes reales o complejos tiene e,'\i.lctamente 11 raices (contando multiplicidades). Esto sig­

nil1ca, por ejemplo. que el polinomio (1, - 1)\ tiene cinco mices, tod<ls iguales al número 1.
Como cualquier valor caracteristico de A es una raíz de la ecuación cnnlcteristica de A. se
concluye que

Contando Illultiplicid<ldes. toda matriz de 11 x 11

tiene exactamente n valores característicos.

•
Sea A. un valor camcteristico de la matriz A de 11 X 11 Ysea EA. = {\': Av = A\'}. Entonces
EA. es un subespacio de C-.

Si Al' = h, entonces (A - ).1)" = O. Así E... es el espacio nulo de la matriz A - A/. que
por el ejemplo 4.6.10. pagina 343. es un subespaciot de O.

Espacio característico

Sea A un valor característico de A. El subespacio EA. se denominn espado característico

o propio: de A correspondiente al v¡llor c¡¡racteristico A.

Ahora se probarú otro resultado útil.

Sea A una matriz de 11 X 11 Y sea Al' 1..1' .... A,., valores caracteristicos distintos dc A (es
decir. '" #:- A. si i #:- j) con vectores car:lcteristicos correspondientes l',. ",. '" • l' , Entonces, I - •

l'I' l'1' ... ,". son Iinealmentc independientes. Esto es: los rectores caraCll'risticos corres­

pomliemes a \'a/ores caracterislicos distimos sonlinealmellte ;'u/epemlienles.

Se llevará a cabo la demostración por inducción matemática, Comenzando con m = 2.
suponga que

(5)

Multiplicando ambos lados dc (5) por A se tiene

•
1 En el ejemplo 4610, pagina 343 se VIO que N es un subí'spaclo de I SI A es una matriz feal la extenSión de e~te

I(lsultddo a. no presenta dificultades
Obs('rv¡o Que OE E, ya que E es un ~llhe5paClo. Sm embargo, Ono es un V{'(tOf caractenstlCO
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o sea (como Al', = A,V, para i = 1.2)

(6)

Se multiplica (5) por Al y se resta de (6) para obtener

o sea

c,(A. - A, )', = O

Como l'~ *- O(por dcfinición de veclor canlclcristico) y como Al -# ~. se concluye que
(.~ = O. Entonces. sustiluyendo cl = Oen (5). se ve que cl = O. lo que prueba clleorema
en el caso m = 2. Ahora suponga que el teorema se cumple para m = k. Eslo es. se su­
pone que k vectores característicos correspondientes ¡t valores caracteristicos distintos
son linealmentc independientes. Ahora se prueba el teorcma panl 111 = k + l. Así que

se supone que

(7)

Multiplicando ambos lados de (7) por A y usando el hecho de que Al'; = A,l', se obtiene

(8)

Se multiplican ambos lados de (7) por A'~I y se resla de (8):

Pero de acuerdo a la suposición de inducción, \'1' l'2' ...• l'J_ son linealmente independien­
tes. Asi, cP'j - AJ• I ) = cpl.l - Ahl ) = ... = {,(A, - AJ_~ 1) =0: y como A¡ -# Al • 1 para i =
1. 2..... k. se conduye que c

l
= el = ... = c

I
= O. Pero de (7) esto significa que e,., = O.

Por lo tanlo. elleorema se cumple para m = k + 1 y la prueba queda completa.

s;

[ u"

tlt2
u,. ]

A = tI~1 " II tI~.

ti" 1 tI. l U
""

entonces

tl
lI

- A (1
12 (ll.

P{A) =del (A -lJ) = all ti .. - A a~.

u•• ".~
... u - ,.-

y P(A) = Ose puede escribir en la forma



528 C\l'iTlIUl6 Valores característicos, vectores caracterlsticos y formas canónicas

(9)

La ecuación (9) tiene 1/ raíces. algunas de ellas repetidas. Si Al' "1' .... A", son las diferentes raíces
de (9) con multiplicidades 1"1' r!, ... , r"" respectivamente. entonces (9) se puede faetorizar para
obtener

(-1)" p(A) = (A - A,)"(A - ',l" "'(A - AJo =0 ( 10)

L

MULTIPLICIDAD

ALGEBRAICA
Los nllmeros 1"1' r~ . ... , 1"", se denominan 11llllliplitid:tdes algebraicas de los valores caracteristi-

cos Al" Ar o ••• A"" respectivamente.
Ahora es posible calcular los valores característicos y sus espacios caractcristicos corres­

pondientes. Para esto se realiza un procedimiento de tres pasos:

Procedimiento para calcular valores característicos y H~ctores característicos

i. Se encuentra p(A) = det (A - AJ).

ií. Se encuentran las raíces Al' A" .... A", de p(A) = O.
íjí, Se resuelve el sistema homogéneo (A - 1,.,1)\' = O, correspondiente a cada valor carac­

teristico A,'

•
Ohs/'I'l'{fl'iáll /, Por lo general el paso ii) es el mús dificil.

OhSt'ITUl'iÚ" 2. En los problemas 40 y 41 se sugiere una manera relativamente sencilla de encon­
trar los valores y vectores caracteristicos de matrices de 2 X 2.

EJEMPLO] Calculo de valores y vectores característicos

Sea A=(~ ~). Entoncesdet(A-AI)=14~A 3~AI = (4 - 1...)(3 - A) - 6 = A'- n + 6 =

(A - 1) (A - 6). Entonces los valores característicos de A son Al = 1 Y 1...
2

= 6. Para Al = I se

re~uelve (A - f)\' = Oo (~ ~J( ~~ J= (~J Es claro que cUdlquler vector C<1r,lctenstlco corres­

pondIente a Al = I satlsf,lee J'I + 2'2 = O Un vectorcaraclerístleo de es!e tIpO es VI = ( _ ~J ASl.

El = gen j(_~)}. De manera similar, la ecuación (JI - 6f)v = Osignifica que (-~ _ ~)( _:~ J= (:)

o XI = x" Entonces v2 =(;) es un vector caracteristico correspondiente a A
2

= 6 Y El> = gen

j(:)}. Observe que VI y v1 son linealmente independientes ya que uno no es múltiplo del otro.

Not(f. No cs importante si se establece Al = I YAl = 6 o Al = 6 YAl = l. Los resultados no cam­
bian. en el sentido que para un valor caractcristico dado corresponde Ull vector característico
en particular.
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Una matriz de 3 x 3 con valores característicos distintos

~~ ~:]. Entonces det(A~AJ)=
1 -1

1-1.

3

2

-1

2-1.

1

4

-1

-1-1.

=-(A' - lA' - SI. +6) =-(A -IXA+ 2XA - 3)

Por lo tanto. los valores caracteristieos de A son Al = 1. Al = -2 YA, = 3. Para Al = 1 se tiene

(

O -1

(A~J)\'= 3 1

2 1

Reduciendo rengloncs sc obticne. sucesivamente.

-~ : : ~]
° 2 I O

----;{; -~ : :~] 'l! -~ ~ I ~]
As;.x, = -X,. x, =4x,. HU "ctocca",,",isticoeS', =( -~]y E, =gcn i( -~]}.pa"'A. =-2

se tiene [A ~(~ 21)]\' = (A + 2f)\' = O. o sea

Esto lleva a

(~
-1 4

~] H
-1 4

~]4 -1 O 15

1 1 O 5

{:
-1 4

~] (-1 -1 O I O]
O 1 , 1 O 1 I O

O 5 O O O I O

Eutoucos " = - ',. " = -', y HU voctm "",''''''''''0'' v, = ( =:J Eutou"s

E., = geu¡l=:]} Po, ultm'ü para A, = ] se lIeue

(
-2 -1 4]( ,.] (0](A~3J)\'= J -1 =1 ~.~ = O

2 1 4 '\l O
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y

[-2 -1 4I 0) [-2 -1 4
I 0)

3 -1 -1 I ° l 5 O -5 I °2 1-4 I ° ° ° ° I °
[-2 -1 4I 0)

.¡~
-1 ° ~)l 1 ° -1 I ° ° -1

° ° ° I ° ° °
POlio tanto x, ~ x, x, ~ 2" Y', ~[: ]dC n""", " que E, ~g," j[:])
Ohs('J'I'udóll. En éste y otros ejemplos existe un tlümero infinito de formas de elegir el veclor
característico. Se seleccionó arbitrariamente Ull ejemplo sencillo haciendo lIna o mús de las x,
igual;:, un número conveniente. En este caso. una de las x, se hizo igual l. Otra selección común
es escalar el vector caracleristico par:l que sea unitario.

EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

Una matriz de 2 x 2 con uno de sus valores caraeteristic05 iguales a cero

( 2-1) 12-1. -1 I 'Sea A::::: • Entonces det (A - Al) = = A- - ..0..::::: A(A - 4). Así. los v,llo-
--' 2 -4 2-J.,

res característicos son Al ::::: Oy A~ ::::: 4. El espacio característico correspondiente a cero es sim-

. ( 2-1)(",) (0)plernclllcclcspaclonulodeA.Sec:l1cula _-1 2 x
2

= O .dcmancnlquc2x1 =x:yun

vector car:lcleríslico es "1 =eJ. Por 10 tanto, E" = gen je)l· Al analizar lo que corresponde

a A, ~ 4 Seti"{~ =;)(::H~) de ",,,ne'" que t~ ~ge" j(_;))

Una matriz de 2 x 2 con valores característicos conjugados complejos

scaA=(3 -5),EntollceSdCI(A-)J)=13-J.. -51=A!-2A+2=OY1-1 1 -1-1.
-(-2)=J4-4(\X2)

2

Así. Al = I + i y ~ = I ~ i. Se ca1cula

2 + ,.
--'=1:=;
2

)'( ) ()-5 XI O
-1 -; x! = O

•
, Observe que las columnas de esta matf12 son hnedlmPfile d¡;pendlentl'S porque ( ~ i)
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y se obtiene (2-i)x
l

- 5x
1

= OYXI + (-2 - i)x~ = O. Enlonces XI = (2 + i).\·:. lo que lleva al

. . [2+;) 1[2+')1 .. [ ]vectorcaractenstICO\'I= I yEI.,=gcn I . De manera Similar. A-(I-i)1 \,=

[2+, -s )(x) (0) [2-;)• 1 = ox,+(-2+i)x,=O.loquellevaax
l
=(2-i)x.. ",= y

I -2+1.\"1 O - -' I

Ohn'rJ'uáon l. Este ejemplo ilustr.t que una matriz re.. ] puede tener valores y vectores car.lC­
terísticos complejos. Algunos libros definen los valores car.tcterísticos de matrices reales como
las raices reuJe)· de la ecuacíón camcterística. Con esta definición la matriz del último ejem­
plo 110 tiene valores característicos. Esto puede hacer que los calculas sean mas sencillos. pero
tambien reduce en gran medida la utílidad de la teoria de ,"alares característicos y de vectores
característicos. En la sección 6.7 se vera una ilustración importanle del uso de los valores ca­
racterísticos complejos.

Ohsl!rl'Uáon l. Note que ,.~ = l - i es el conjugado complejo de Al = I + i. Adicionalmenlc,

las componenles de ", son conjugados complejos de las componentes de "1 lo cual no es una
coincidencia. En el problema 38 de esta sección se pide que se pruebe que

Los valores camcterísticos de una matriz retll ocurren en pares conjugados complejos
y

los vectores característicos correspondientes son conjugados complejos enlre sí.

•
Antes de presentar mús ejemplos. se demostrarú un teorema que en algunos casos especia­

les simplifica los cálculos de los valores caractcrísticos.

Los valores caracteristicos de una nUltriz triangular son las componentes diagonales de
la matriz.

[ a"
a 11

a" ] la" -A

all (/1.

L. DEMOSTRACiÓN Si A= al'
al: al.

,,,'o..ccs A - Al = r (/22 - A
a, ]

° a. ° a.. - A

y como el determinante de una matriz tri:lllgular es igual al producto de las compo­
nentes de la diagonal (vea la página 173), se ve que det (A - IJ) = «(111 -)..)(ll12 - A) ...
(ll.. - A) con ceros "w (ll2' ... ,ll... La demostración para una matriz triangular inferior
es prácticamente idéntica.

EJEMPLO 7 Valores característicos de una matriz triangular

[
2 5 6] 2-A

SeaA= O -} 2.Entoncesdet(A-Al)= O

O O 5 O

con ceros (y valores canlcteristicos) 2. - 3 Y5.

5
-3-A

°

6

2 =(2-AX-3-AX5-A)

S-A
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A continuación se darún m:is ejemplos del cálculo de los valores y vectores característicos
para matrices que no son triangulares.

EJEMPLO 8 Una matriz de 2 x 2 con un valor característico y dos vectores característicos

linealmente independientes

(4 O) 14-1.Sea A= O 4·Entol1ccsdet(A-A/)= O 4~AI=(A-4)2=0; asi. A = 4 es un valor

EJEMPLO 9

EJEMPLO 10

característico dc multiplicidad algebraica 2. Como A = 4/. sc sabe que Av = 4" para todo vec-

tal"\' E I:t' de manera que E4 = 1)2 = gen {(~} (n¡.
Una matriz de 2 x 2 con un valor caracteristico

y sólo un vector característico independiente

seaA=(4 1).Ent0l1Cesdet(A-A/)=14-A 1 1=(A-4)1=0;asLA=4esunvalorca-
O 4 O 4-1. .

( O 01 )(.','.: J-- (xO' ).racteristico de multiplicidad algcbraica 2. Pero esta vez se tiene (A - 4/)v = O "

Por lo tanto -'"! = O, VI (~J es un vector propio y E4 = gen ¡(~) ¡.
Una matriz de 3 x 3 con dos valores caracteristicos y tres vectores

característicos linealmente independientes

seaA=[~ ~ ;].EntonceSdct(A-Af)= 3;}, :A

4 2 3 4 2

4

2 =-A3 +6A"+15A+81 =

]-1.

-(A + 1)':(A - 8) = Ode manera que los valores característicos son Al = 8 YA
2

= -) (con mul­
tiplicidad algebnlica 2). Para Al = 8. se obtiene

[-5
2 -:][Jm(A-S!)v= : -8

2

o reduciendo por renglones. se tiene

[-~ 2 4
I O] [ -5

2 4
I 0]-8 2 I ° j -1: O 18 I O

2 -5 I O O -9 I O

[-5
2 4 I

~]
[ O 2

-1

~]l -~ O I I l -1 O I

O -9 I O O °
•

Este calculo no es obVIO pero 51 senCillo de realizar No se dan los detalles algebraICOS para un determinante de 3 x 3
De aquí en adelante se segulra esta politlCa
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Enlonees. x, ~ 2x, y x, ~ x, y se obtiene el veclor caraelecísl;co v, ~ [:] y E, ~ ger,¡[:]}.
Para A.1 = -1 se tiene (A+I)\'=[~ ~ ~][::]~[~]. lo que d¡~ la ecuación ll~ica

4 2 4 .\] O

2x, +x, + 2x, ~ Oox, ~ -2x, - 2x,. s;x, ~ l yx, ~ O.seobl;ene v, ~[-Hs;'., ~ 0Y-'", ~ 1.

se obliene v, ~ [ - ~1PO' lo lanlo E., ~ gen¡[-~1[-~ ]} Exislen olras eleccIOnes emwe-

n;enl" pa'" los veel","" """eler;Slieo,. por ejemplo. ' ~ [ _ ~ ] "1" en E., ya que , ~ " - ',.

Una matriz de 3 x 3 con un valor característico y sólo un vector característico

linealmente independiente

seaA=[-: -~ ~:];entonceSdel(A-AI)=-SS-A 9:)..~: -AJ-3)..!-3A

-2 -3 -7 -2 -3 -7-)..

- I = -(A. + I)J = O. Así. A = -1 es un valor característico de multiplicidad algebraica 3. Para

calcular E_ , se establece (A + I)v =[-~ ~~ ~:][~::]~[~]y se reduce por renglones para

-2 -3 -6 Xl O

obtener. sucesivamente.

[-: ~~~:~] ,[ ~
-2 -3 -6 O -2

l J

-2 -6

-3 -6
~] , [ ~ O ~ : ~]
O -2 O 3 I O

EJEMPLO 12

Esto conduce a x
1

= - 3x) y 2x
1

= 3x-" Estableciendo x
3

= 2. se obtiene sólo un vector caracte­

císlieo linealmente ;ndependienlc v, ~ [ -H Poc lo lanlO, E., ~ gen¡[-~]}.
Una matriz de 3 x 3 con un valor característico y dos vectores característicos

linealmente independientes

seaA=[-~ -; ~:];entoncesdet(A-A.I)=-1;A 5~A. ~: =-(A.+ l)J =0. Asi.

O -2 -7 O -2 -7-A.

igual que en el ejemplo 10. A = -1 es un valor característico de multiplicidad algebraica 3.
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P"""nconlmr E_, se c"lcuh«A + 1)" = [~
-3

6

-2

-9][X'] [0]~~ :::: = ~ ,Porlotanto.-2x~-6x,=0

DEFINICiÓN a

o x, =-lv,. Yx, es arb;lrar;o. H"c;cndo x, =O.x, =1. se obliene ", =[-:JH"c;endo x, =1.

x, =1. se iles" " ", =[-iJ Dc~la m"ncr., E_, =S'" {(-n [-iJ)
En cada uno de los últimos cinco ejemplos se encontró un valor caracteristico con una lllul­

tiplicidad algebraica de 2 o mÚs. Pero como se vio en los ejemplos 9. 11 Y 12. el número de vec­
tores característicos linealmente independientes no es necesariamente igual a la multiplicidad
algebraica del valor caracteristico (como fue el caso en los ejemplos 8 y 10). Esta obscn';lción
lleva a la siguiente definición.

Multiplicidad geométrica

Sea A un vulor curacteristico de la matriz A: entonces la multiplicid:ld geométrica de A
es la dimensión del espacio caracteristico correspondiente a A (que es la nulidad de la
matriz A - Al). Esto es.

Multiplicidad geomclrica de A = dim E
k

= "(A -Al)

En los ejemplos 8 y lOse observó que para los valores caracteristicos de multiplicidad alge­
braica 2bs multiplicidades geomctricas erantmnbicn 2. En el ejemplo 9la multiplicidad geomé­

trica de A = 4 era 1mientras que la multiplicidad algebraica era 2. En el ejemplo 11 la multiplici­
dad algebraica era J y la muhiplicidad geométrica 1. En el ejemplo 12 la multiplicidad algebraica
era 3 y la geométrica 2. Estos ejemplos ilustr.lll el hecho de que si lu multiplicidad algebraica de A
es mayor que l. entonces no se puede predecir la muhiplicid;.d geometrica de Asin información
adicional.

Si A es una matriz de 2 x 2 y Aes un valor caracteristico con muhiplicidad algebmica 2.
entonces la multiplicidad geomctrica de A es s 2 ya que pucde haber. a lo más. dos vectores
linealmente independientes en un espacio de dos dimensiones. Sca A una matriz de 3 x J quc
ticnc dos valores caracteristicos Al y Al con multiplicidades algebraicas 1 y 2. respectivamcnte.
Entonces la multiplicidad geomclrica de A

2
es s 2 porquc dc otra manera sc tendrían cuatro

vcctores linealmente independicntes en un espacio de tres dimensiones. Dc hccho. la lllulliplici­
dud geométrica dc un valor caracteristico es siempre menor o igual que su multiplicidad ulge­
braica. La demostración del siguiente teorema no es dilicil si se prueban algunos otros hechos

sobre los determinantes. Como esto nos llevaria más alla del alcdnce de cste libro. se omite la
prueba.'

•
, Unil demoslraoorl S{' puede enCOnlrilr en el teoremd 11 26 en el libro AdVilr'lced Engmeerrng MarhM'k1IIQ lNuf'va
Yor~ MeGraw·H,II, Ine., 1975) de e R Wyl,e
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Sea Aun valor característico de A. Entonces

Multiplicidad geométrica de A:S multiplicidad algebraica de A.

Nota. La multiplicidad geomctrica de un v'dlor característico nunca es cero. Esto se deduce de
la definición l. que establece que si Aes un valor característico. entonces existe un ,'cetor carac­
terístico difereme de cero que corresponde a A.

En el resto de este capitulo. un problema import.lIlte seni determinar si una matriz de 11 x 11

dada tiene o no 11 "cetores característicos linealmente independientes. Con lo que se ha estudia­
do en esta sección. se "llelve evidente el siguiente teorema.

Sea A una matriz de" x 11: entonces A tiene" vectores característicos linealmente inde­
pendientes si y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor característico es igual a
su multiplicidad algebraica. En particular. A tiene 11 vectores característicos linealmente
independientes si todos los valores característicos son distintos (ya que entonces la mul­
tiplicidad algebraica de cada valor característico es 1).

En el ejemplo 5 se observó una matriz para la que un valor característico era cero. En rea­
lidad. por elleorema I es evidente que cero es un valor caracteristico de A si y sólo si det A '"

del (A - O/) '" O. Esto permite e.xlender. por ultima vez. el teorem.. de resumen (vea el teorem¡¡
5.4.4. púginu 506).

Teorema de resumen (punto de vista 8)

Sea JI una matriz de /1 x /1. Entonces las siguientes 12 afirmaciones son equivalentes: es
decir. cada una implica a las otras II (de manera que si una es cierta. todas las dcmús
son ciertas):

i. JI es invertible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax "" Oes la solución trivial (x = O).

iíi. El sistema Ax = b tiene unu soludón única para cada l/-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad /.'

v. A se puede expresar como el producto de mUlriccs elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene" pivotes.

vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

viii. det A *O.

ix. v(A) "" O.

x. p(A) "" 11.

xi. La transformación lineal T de en I:?" definida por Tx = Ax es un isomorfismo.

xii. Cero /lO es un valor característico de A.
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Problemas 6.1

AUTOEVALUACIÓN

Indique si los enunciados siguientes son falsos o l'crdadcros

l. Los ,-alores característicos de una matriz triangular SOIl los níllneros en la diagonal de
la matriz.

11. Si la matriz real A de 3 X 3 tiene valores característicos distintos. entonces los "cclores
característicos correspondientes a esos l'alores característicos distintos constihl)'en una
base para (ti.

111. Si la matriz A de 3 X 3 tiene dos '-alores característicos distintos, entonces A tiene a lo
más dos \'cetores característicos linealmente independientes.

IV. Si A tiene elementos reales, entonces A IlUede tener exactamente un l'alor característico
complejo (es decir, un "alor característico (/ + ib conlJ;t:. O.

v. Si det A = O, entonces Oes un \"alor característico de A.

Elija la opción que responda acertadamente al enunciado propuesto

VI. I es un "alor caractcrístico dc la matriz ídentidad 3 X 3. Su multiplicidad geométríca
" .

a) 1 b) 2 e) 3

(1) I b) 2 e) 3

Dc los problemas 1 al 26 calcule los valores característicos y los espacios de la matriz dada. Si

la multiplicidad algebraica de un valor característico es mayor que 1. calcule su multiplicidad

geomélrica.

(-2 -~J ( -12 ;J (-9 ;J1. 2. 3.
-5 -7 -7

4. (: -IJ 5. (-~ -~J 6. (-~ -~J-2

7. (-~ -:J 8. (-~ ~J 9. (-: -5J
-2

[-~
-1

-:] h1
-~]

[;

4

~]10. 2 11. 2 12. 5
-1 1 -1 2

U
2

;] [~
1

;] n-7

-~J13. 2 14. O 15. 4

2 -3 2
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17. [: =: -~]
I 0-1

16.n-~ ~]

19 rr ~ ;]

22·1~~~~] l
a

23. ~

o O O

(/ O O

O a O
O O {/

18. [: -~ =;]
6 -2 -3

21I-~ _! ~ -;

24. I~ ~ ~ ~;b* O

O O O (/

25. I~ ~ ~ ~]; bd O 26. I~ ~ ~ ~;bcm
OOuO OOad·

OOOa OOOa

27. Demuestre que para cualesquiera números reales a y b. la matriz A = [ a
-b

res característicos (;) y ( _;).

bJ .tiene vecto-
a

De los problemas 28 al 34 suponga que la matriz A tiene valores característicos Al' )':l" , , ,Al'

28. Demuestre que los valores característicos de A' son Al' A!, ... , A..,

29. Demuestre que los valores característicos de aA son 0\, aA2, ...• a)".

30. Demuestre que A- 1 existe si y sólo si Al' Al" ... Al "* O.

*31. Si A~I existe, demuestre que los valores característicos de A~l son !IA
I
• lIAr' !IAI.'

32, Demuestre que la matriz A - al tiene valores característicos Al - a. A, - a Al - a.

*33. Demuestre que los valores característicos de A! son A~, A;" .. Ai.

*)4, Demuestre que los valores característicos de A'" son A';', A~', .... At para m = l. 2, 3...

35. Sea Aun valor característico de A con v como el vector caractcrístico correspondiente. Sea
pe)..) = (/0 + {lIA + a)...2 +, .. + (I"A". Defina la matrizp(A) por p(A) = ai + alA + a!A2

+ ., , + alOA". Demucstrc que p(A)" = p(A)".

36, Utilizando el resultado del problema 35, dcmuestre que si Al' 1..2" ..• Al son valores carac-
teristicos de A. entonces p(A ,). pO,). .... p(\J son vectores característicos de p(A).

37. Demuestre que si A es una matriz diagonal. entonces los valores característicos de A son
las componentes de 1<1 diagon<ll de A.

38.
Sea A, =[H H]. A, =I~ ~

0002 00

O O 2 1 O

O O O 2 1
A =

2 O
,

O O 2

O 2 O O O
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Oernueslre que para cada matriz /... = 2 es un valor característico con multiplicidad alge­

braica 4. En cada caso calcule la multiplicidad geométrica de A = 2.

*39. Sea A una matriz real de 11 x //. Dcmueslre que si Al es un valor característico complejo

de A con vector característico "1" entonces XI es un valor caracteristico de A COIl veclor

característico VI"

40. Una matriz de probabilidad es llna matriz de 11 X 1/ que tiene dos propiedades:

i. (ti; ~ Opara toda ¡y j.

ii. L¡l Sllma de las componentes en cada columna es l.

Demuestre que 1 es un valor característico de toda matriz de probabilidad.

41. (
a b) .Sea A = una matriz de 1 X 2. Suponga que h:;t: O. Sea m llna raíz (real o compleja)
e d

de la ecuación

blll~ + (a - d)m - e = O

demuestre que (/ + bm es un valor característico de A con vector característico correspon­

diente v = ( 1). Esto proporciona un metodo sencillo par~ calcular los valores y vectores

'"
característicos de las matrices de 2 X 2. [Este procedimiento apareció en el articulo o'A

Simple Algorithm for Finding Eigenvalues and Eigenvectors for 2 x 2 Matrices" de Tyre

A. Newton en el AmeriulII¡\'¡(I/!I{'//I(I/¡C(/! MOl/lit/y. 97(1). enero 1990.57-60.]

42. Sea A =(a 0) una matriz de 2 X 2. Demuestre que des un valor característico de A con
, d

vector caracteristico correspondiente (~J

43. Sea A =( a ~). donde a. (3 El):
-~ a

l. Dcmuestre que los valores característicos son a + ¡{3.

ii. Encuentre los valores caractcrísticos de la matriz 8 = A'A.

MANEJO DE LA CALCULADORA

Los valores y vectores característicos se pueden obtener directamente en la H P 50g.
Suponga que se introduce una matriz cuadrada A en el primer renglón de la pila. el
comando EGV regresa los vectores característicos y los valores característicos de la
matriz A como se muestra a continuación.

Poe ejemplo. si A = [ =: ~ -:] y se qui"en obte"" los mlo"s y volo"s maclccis­

ticos procedemos como sigue: escribimos la matriz en el primer renglón de la pila

(JM" [J.N

GJCZJ GJCZJ CDG!DCDI #-w IG!D[IJCD
[J MH

GJCZJ CDG!DCDG!DCDI ./_w ICD
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.~o lI'Tl IK~._ '1'
<"0"( 1011)

11. -1. "13. 2. -1.
2. 1. -1.mJllDJIlllilD _

lAU'HA)(AU'HA)c=Il~01(ENTER) (ejecutando el comando para obtener valores y
vectores caracteristicos).

[
.5 -.25 1.1
1. 1. -1.
.5 .25 -l'1: [3.1.-.]mIlBmI!liHJ _

Las columnas de la matriz que se encuentra en el renglón 2 de la pila son los vectores ca­
ractcristicos y el vcrtor que aparece en el renglón I contiene los valores caracterislicos.
Pam mayor información consulte el Manual del Usuario de la calculadom,

De los problemas -14 al47 encuentre. con una calculadom. los valores camclcristi­
cos y un conjunto correspondiente de vectores card.cteristicos pam cada matriz.

[

'02 -11 56]
45. 38 -49 75

83 123 -67

12 14 18

19 27 16

29 37 41 56

38 29 46 33

41 29 38 50

13 16

26 21

31

51

61

47.
0.095)

-0.081

0.038

0.082

0.067

-0.077[

-0.031

46. -0.046

0.055

De los problemas 48 al 52 existe un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 6.
Determine su multiplicidad geométrica. Observe que un número como 4E - 13 "" 4 X
IO- IJ es. en efecto. igual a cero.

6 O O O O O 6 1 O O O O

O 6 O O O O O 6 O O O O

48.
O O 6 O O O

49.
O O 6 O O O

O O O 6 O O O O O 6 O O

O O O O 6 O O O O O 6 O

O O O O O 6 O O O O O 6
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6 I O O O O 6 ] O O O O 6 ] O O O O
O 6 I O O O O 6 ] O O O O 6 ] O O O

O O 6 ] O O O O 6 I O O O O 6 O O
50. 51. 52.

O O O 6 O O O O O 6 I O O O O 6 I O

O O O O 6 O O O O O 6 O O O O O 6 ]

O O O O O 6 O O O O O 6 O O O O O 6

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

,. V 11. V 111. F IV. F V. V VII. h)

• MATLAB 6.1

[

39

1. Considere la siguiente matriz A = 35

35

-95 55)
-92 55.
-95 58

(1) Verifique que x = (1 1)' es un vcctor c¡¡ractcristico de JI con valor característico
A = -2. que y = (3 4 5)' es un vector característico de A con valor característico ~l = 3
Yque z = (4 9 13)' es un vector característico de A con valor característico ~l "" 3 (lIo/a:

la mejor manem de demostrar que"' es un vector característico de A con valor caracte­
rístico e es demostrar que (A ~ el) w = O).

h) Seleccione un valor aleatorio para el escalar (l. Verifique que (IX es un vcelar característi­
co para A con valor caracteristico A = - 2. Verifique que (f~' y lrL son vectores caracterís­
ticos pam A con valor caracteristico ~ = 3. Repita para otros tres valores de (l.

d Escoja valores aleatorios para los escalares a y /). Verifique que w = ay + hz es un vector
canlctcrislico de A con valor característico 11 = 3. Repita p<Ha otros tres juegos de (1 y b.

ti) (Láp;: y papel) ¿Que propiedad de los valores y vectores cMactcristicos se ilustra con
los incisos b) y e)'!

[ I

.5

-~]-, -]
2. Considere la siguiente matriz A = ~

2 O

2 -1.5

a) Vcrifique que x = (1 ¡O -i)' y" = (O i 2 I+i)' son vcctores característicos de A con valor
característico A = 1 + 2; y que y = (1 -; O i)' Yz = (O -i 2 I -i)' son vcctores carac­
teristicos de ,i/ con v<llor característico Jl = I - 2i (para encontrar la transpuesta de una
matriz compleja A utilice A.')

h) Seleccione un valor aleatorio complejo para el escalar (1 (por ejemplo. a = 5*(2*rand(l)
-1 )+i*J*rnnd(l».) Verifique que (IX y (1\' son vectores característicos de A con valor ca­
ractcristico A = I + 2;. Verifique que (I~' y az son vectores característicos de A con valor
característico 11 = I - 2i. Repita para otros tres valores de a.

e) Scleccione valores alelHorios complejo.l· para los escalares (1 y b. Verifique que u = (IX +
h,' es un veclor característico de A con valor característico A = 2 + ;. Verifique que w =
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(I~' + bz es un vector caraclcrislico de A con valor camctcriSlico JI = 1 - i. Rcpil'¡ para

otros tres juegos de (f y h.

ti) (Lúpi=.r l){Jpd) ¿Qué propiedad de los valores)' vectores caraclcristicos se ilustra en los
incisos b) y c)?

3. Sig¡tlas instrucciones para cada matriz A en los problemas 1. 7. 10 Y 16 anteriores.

ti) Encuentre el polinomio car.lclcrisllco (l mallO y verifique cllcontmndo e = (-I)"n*poly(A).
(Aquí 11 es e[l:lm.ulo de la matriz) de doc pol~' para obtener ayuda en la interpretación del
resultado de poly y explique por qué se incluyó el f"ctor (- 1r.

h) Encuentre [os "<llores carac\cristicos obteniendo las raices tic! polinomio caractcrísl ico lt

/l/W/{). Verifique encontrando r = rools(c) (doc roots proporciona la información sobre la
función).

e) Para cada valor característico Aencontrado. resuelva (A - A I)x = 0(/ /1/(11/0 Yverifique
uS'll1do rref(A - r(k)*('y('(n» p•• ra k = lo .... 11. donde r es el \'cctor que contiene los
valores característicos y 11 es el tamaño de la malriz.

ti) Verifique que existen 11 valores caracteristicos distintos (donde 11 es el tmnaño de la ma­

triz) y que el conjunto de vectores caracteristicos es linealmente independiente.

t') OC IV.DI = cig(A). Para k = 1•••.• 1/. verifique que

(A - D(k.k)*e~·c(n))*V(:.k) = O

Escriba una conclusión interpretando esto en el lenguaje de los valores y vectores C'lrac­

terísticos.
La runción eig (dac cig) encuenlra vectores característicos de norma l. Como cada

valor caracteristico tiene multiplicidad algebraica y geométrica l. los vectores encontra­
dos en el inciso e). normalizados a l. deben coincidir con las columnas de V hasta un
posible múltiplo por un nümcro complejo de módulo 1 (por lo general l. -1. i o -i).
Verif'iquelo.

4. Los cúlcu los de valores caraclCristicos (y los vectores característicos asociados) son scnsi bies

a errores de redondeo. en especial cuando el valor c:mlctcristico tiene muhiplicid<ld alge­

bn.ica mayor que 1.

a) (Lápi= y p"pd) Par.. la siguiente matriz. c.. lcule los v.. lores y vectores caracteristicos
a mano. Verifique que A = 2 es un valor característico con multiplicidad algebraica 2 (y

multiplicidad geomctrie'l 1).

A =[ ~ ~ ~]
-1 1 1

h) Encuentre e = poly(A) Ycompare con sus ca.leulos manuales. Dé format long. Encuentre
r = roots(c). ¿Que observa sobre los valores caracteristicos? Intente encontrar los vecto­

res caracteristicos con rref(A-r(k)*eye(3» para k = 1.2 YJ. ¿Tuvo éxito?

l') La rutina eig es m:'l5 estable lluméricamente que rools (utiliza un proceso direrente ¡¡lteó­
rico que se describió en esta sección). Sin embargo. no puede evitar el hecho búsico sobre
raíces múltiples y los errores de redondco estudiados en el inciso e). De todas rormas.
utilizando format long. encucntre IV,DI = cig(A). Compare los valores caracteristicos en



542 e \I·iTll.O 6 Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas

D con los valores caracteristicos vcrd..deros y con los valores característicos calculados
en el inciso b). Argumente por qué el cálculo con cig es un poco mús cercano a los verda­
deros valores.

rl) Para k = 1.2 Y3. verifique que (A - D(k.k)*eyc(3»"V(:.k) es cercano a cero. ¿De qué ma­

nera llevada esto a decir que aun habiendo inexactitudes.. en cierlo sentido los cálculos

no son lan erróneos?

Con pequeñas penurbaciones en los c;:ilculos de los vectores característicos se puede

llegar a que son linealmente independientes: encuentre rrer(V). Examine V. ¿ve alguna
evidencia de que los veclOres caraclcristicos ;lsoci;ldos con los valores característicos
cercanos a A= 2 sean ··casi·· dependientes?

e) (Ltipi= r papel) Este inciso ofrece una explicación geneml de los problemas asociados

con aproximaciones numéricas de mices múltiples (en este contexto. las míces del polino­

mio caracteristico con multiplicidad algebraicil mayor que 1). Enseguida se presenta un

bosquejo del polinomio camcteristico.r = -01, - 2)!(A - 1).

,.

8

,

El error de redondeo perturba un poco los valores. Suponga que la perturbación es tal

que la gráfica está un poco corrida hacia abajo. Vuelva a dibujarla y explique por qué

ya no se tiene una miz de la función en A = 2 Y por qué. de hecho. se crearon dos raices
complejas donde habia una raíz real. Suponga que la grúfica estú un poco corrida hacia
arriba. Vuelva a dibujarla y explique qué le ocurre a la r:liz mllltiple en A= 1. Describa la

forma en que se observaron estos efectos cnlos incisos anteriores de este problerml.

5. u) Para las matrices A en los problemas 7. 10. 14. 16 Y 20 de esta sección. encuentre

IJOly(A)-poly(A'). Respecto a números pcquei'los corno cero (siempre hay errores de re­
dondeo). formule llna conclusión sobre las características de los polinomios de A y ;/'.

¿Qué implica esto sobre los valores caracteristicos?

h) (Lápi= Y papel) Pruebe su conclusión.

6. a) Genere una matriz aleatoria no invertible JI [comience COIl una A aleatoria y cámbie­

la sustituyendo algunas columnas (o renglones) por combinaciones lineales de algunas

otras columnas (o renglones)J. Encuentre d = cig(A). (Si da eig a un solo argumento de
salida. resulta un solo veclOr que contiene los v:llores e:lfilctcristicos). Repita para otras
tres matrices no in"ertibles. ¿Qué tienen en común los conjuntos de valores característi­
cos de estas matrices? Explique por qué debe ser asi.

h) i. Para las matrices A en los problemas 1. 2 Y 10 Yla siguiente matriz. encuentre d =
eig(A) y e = eig(in'·(A)).

[ -I~
9.5 -2

-105]-42.5 10 44.5
A~

6 23.5 25 -24.5

-10 -43 10 45



ii. Ignore el orden en el que aparecen los vectores d y e. y obtenga una conclusión
sobre la relación entre los valores cardcteristicos de A y A-l. E;<plique In e\ idencia
que tiene para su conclusión. Complete la siguiente afirmación: si ). es un valor
caracteristico de A. entonces es un valor característico de A-l.

iiL Pruebe su conclusión sobre las matrices en los problemas 4. 7 Y 16.

L') Para cada matriz considerada en el inciso b). compare las formas escalonadas reducidas
por renglón de A -).1 y A- I - 11/. donde). es un valor característico de A y P es el \alor
cilracteristico correspondiente de A- l obtenido en el inciso b). Explique qué le dice esta
comp,lración sobre los valorcs caracteristicos correspondientes.

ti} (Ltipi= Y papel) Formule una conclusión sobre la relación entre los V'..llorcs caracle­
rísticos y los veclores característicos de A y de A-l y pruebe su conclusión (slIgerelll'i(/:

considere AA-'v. donde ,. es un vector cardcterístico de Al-

7. Siga las instrucciones del problema 6 de esta sccción de MATLAB. incisos b) a ti). pero
reemplace A- l con A~ e ¡m'(A) con A*A.

8. Para cada matriz A cn los problemas 10. 12. 13 Y22 dc CSt<l sección y una matriz alealoria
A de 4 x 4. genere una matriz aleatoria invenible e del mismo t¡¡mano de JI y forme B
= CAe-l. Ignore el orden en que aparecen los valqres (y considere los números pequeilos
como cero) para comparar los valores C<l1"acterísticos de A. cig(A). con los valores car<IC­
tcrísticos de B. eig(B). Describa cualquicr conclusión a la que pueda llegar partiendo de
estas compamciones.

9. Se ha visto que los valores caracteristicos de una matriz aleatoria real de 11 x 11 puede ser
cualquier numero real o complejo siempre que los numeras complejos ocurran en pares
conjugados complejos. Se examinarán algunas categorías espcciilles de matrices reales para
\'er si estas clases tienen restricciones especiales sobre los tipos posibles de valores carac­
teristicos (debido a las consideraciones de errores de redondeo suponga que los numeros
pequeños son cero).

(1) Genere una matriz aleatoria real .I'illl'¿'I'ica de 11 X 11 para algün valor de 11 lse" B una
matriz aleatoria de 11 x 11. Sea A = triu(B)+triu(B)'). Encuentre cig(A). Rcpita para
otnH cuatro matriccs simétricas JI (utilicc más de un valor de 11). ConcluY<l una propie­
dad de los valores c<lracleristicos de las matrices simétricas.

h) Una clase espcci"l dc matrices simétricas reales es 1.. de las matrices e rornllldas por
e = AA' para cualquier matriz A. Gencre cinco matriccs dc este tipo (no utilice matri­
ces del mismo (¡Imano). Encuentre cig(C) para cada una. Proporcione una conclusión
sobre una propiedad de los valores caractcristicos de las matrices de la rorma AA'.

10. Se vio que si una m.lIriz tiene "alares car.lctcrísticos distintos. por lo que los \'cctorcs ca­
mctcrísticos son linealmente independientes. Una c1asc de \cctores linealmente indepen­
dientes es la clase de los vectores ortogonales. Genere una matriz aleatoria .vimh,.jm real
A igual que en el problema 9 de este MATLA B. Encuentre IV.DI = eig(A) y vcrifique que
los valores caractcristicos son distintos y que los vectores caracteristicos son ortogonales.
Repita pa ra ot ras cuat ro matrices JI (utilice l;tmarios diferentes).

11, Teoría de gráficas Para una grúfica de vértices y aristas corno se muestra en la siguiente
figur... sc dcfine la llIalriz de adyacencia A de la gráfica como

o ~ {1 si i y j est"'n conectados por una arista
• O de otra manera
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Se utiliza la convención de que (lo = O.
El número cromático de la gráfica se define como el número mínimo de colores necesa­

rios para colorear los vértices de la grúlica de modo que dos vértices adyacentes no tengan
asignado el mismo color. Los vértices son adyaccntl..'S si cstún cancelados por una arista.

La matriz de adyacencia de llna gráfica es simctriea (¿por qué?): enlonces. los valores

característicos serún valores reales (vea la sección 6.3 o el problema 9 de esta sección de
MATLAB) y por lo tanlo se pueden ordenar de mayor a menor (en este caso se ordena

como se haría con los números sobre la recta real: l/O se orden'l sólo por magnitud). Sea Al
el valor característico mús grande y sea A" el valor característico mús pequeño. Resul1<tr[1
que Al es positivo y que A" es negativo.

Suponga que la grúfic,l es conexa: es decir. existe una trayectoria de cada vénice a cual­

quier otro. quizú a través de otros vertices. Sea X. el numero cromático. Entonces se puede

demostrar que

Usando este teorema. encuentre cotas sobre los numeros <:romútieos P;lnl las grúficas co­

nexas que siguen. Verifique el resultado volviendo a dibujar las grúfieas y pintando los vér­

tices con los colores adecuados. Para los incisos al a c). con base cn la grúfica. intente dar

algún argumento de por qué no se pueden colorear los vértices con menos colores que los

imlie¡ldos por clteorema (IIU/i/: recuerde que el número crOlmitico es un elltero. de manera
que se buscan enteros que se encuentren entre las cotas dadas por el teorema).

2 óC---------'\oJ

J

h) 2 'f---+.c----C> 4

2

e) 3
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2

"';:---+----'\--:;0' 3

5

7

2

4

'l

5 l?--------" 4

3

f) Dibujc SllS propias gráficas siguiendo las instruccioncs anteriores.

12. Geologia Una de las propiedades mús importantes de las rocas deformadas es su deforma­
ción interna. Una medida de deformación se basa en la maclaeión mccúnica de calcita. La
forma inicial de la calcita se conoce como crisralografla dI! /(1 ('{/Iá/a y es posible medir la
forma dc la deformación. LIs medidas se lOman a partir de cortes dclg¡ldos de muestras
de la roca que contienc calcita. A continuación se calculnn cicrtos númcros que represen­
tan las mcdidas de deformación respeclO a un sistema de coordcnadas determinado por
el corte delgado. y se colocan en una matriz dc 3 X 3. Los vectores caracteristicos de esl<l
matriz representan las direcciones de los ejes principales de la deformación. Los valores
earacteristicos asociados dan las magnitudes de las deformaciones en la dirección de los
ejes principales. eon los valores caf¡lCteristieos positivos se indica extensión y los valores
caracteristicos neg<ltivos significan compresión.

tI) Para cada una de las siguientes matrices de medidas de deformación. encuentre la di­
rección (vcctor unitario) del eje principal de múxima extensión y la dirección (vector
unitario) del eje principal de múxima compresión:

[

-,01969633

A = .01057339

- .005030409

[

-.01470626

A = .01001901

-.004158314

.01057339

.008020058

-.0068[8069

.0100[909

.007722046

- .004482362

-.005030409]
-.006818069

.01158627

-.004158314]
-.004482362

.006984212
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h) Para cada matriz del inciso al. cncuerllre el ángulo que forma el eje principal de múxim<l
deformación compresiva con el eje.Y (en las coordenadas del corte delgado) [Ilota: el eje
x cstú representado por el vector (1 O O)'. Recuerde que el coseno del [¡aguja entre los
vectores \' y w es \' . w/l"llwl. Utilice la función aeos de MATLA B Ymultiplique por 18ü/1T
para convenir a grados].

c) En un pliegue. la deformación de maclación se relaciona con la deformación total del
pliegue. La adecuación de un modelo de pliegue para explicar su estructura se puede
probar utilizando los datos de dcfonmlción. Un modelo es el de.l'fólI/lír!llfo simp!c pa­

mIdo {/ la eSlmr(f/C(I('Í1Í1I (aquí la estratificación es paralcla al ejc x cn las coordcnHdas
del corte delgado). Para ]¡IS localizaciones de las que se obtuvieron los dalos del inciso
a). el modclo dc dcslizamiento simple paralelo a la estratificación predicc que el úngulo

agudo entre las r(!c/(/s determinadas por las capas (el eje xl y el eje principal de múxima

deformación compresiv,l es bastante grande. cerca de 450 en muchos lugares. Utilizando

los resultados del inciso b) argumenle por que estc modelo cs inadecuado para explicar
la eSlfuctura de pliegues para el plicgue del que se obtuvieron los dalas.

l~e("OIlVcilllielllo. Los datos y las interprclaciones quc rorrnan la base de este problema se
derivaron del trabajo del Dr. Richard Groshong. University or Alabama.

I!I UN MODELO DE CRECIMIENTO DE POBLACiÓN (OPCIONAL)

En esta sección se mueSlra la manera en que se puede usar la teoría de los valores y vectores ca­

racterísticos para analizar un modelo de crecimiento de una población de pújaros. t En primer

lugur se estudiurá un modelo sencillo de crecimiento de la población. Se supone que cierta es­

pecie crece a Ulla tasa constat1le; es decir. la población de la especie después de un periodo (que

puede ser una hora. una semana. un mes. un año. etc.) es un mulliplo constante de la población
del periodo anterior. Una forma de que esto suceda. por ejemplo. es que cada generación es

distinta y cada organismo produce r críos y después muere. Si P" denota la población después
de 11 periodos. sc puede tener

P" = "P"_I

Por ejemplo. este modelo puede describir una población de bacterias. donde. en un tiempo
dado. un organismo se divide en dos organismos scparados. Entonces r = 2. Sea Po la población
inicial. Entonccs {JI = rp(¡' Pe. = rP I = r(rpo) == 1'2Pll" P3 = rP2 = r(r2pü ) = r'pv' y así sucesivamente.
de manera quc

P" = r"p" (1)

De estc modelo se ve que la población aumenta sin cota si r > I y disminuye a cero si r < 1. Si
r = 1 la población permanecc en un valor constante Pv'

Es evidcnte quc este modelo es simplista. Una objcción obvia es que el numero de críos
producidos depende. en muchos casos. de las edades dc los adultos. Por ejemplo. en una po­

blación humana las hembras adultas de mús de 50 ¡¡iloS promedio sin duda producirán menos

nií'tos que las hembras de 21 años promcdio. Pnra manejar csta dificultad. se introduce un mo­
delo que permita agrupar por cdades y asignar tasas de rertilidad diferentes.

•
El material de esta semon esta basado en un dr1lculo de D (ooke..A 2 x 2 Malrlx Model 01 Populallon GrQwth".
Mathemallcal Gazelre 6114161 120-123
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Se estudiarú un modelo de crecimiento de la población para una especie de pújaros. En esta
población se supone que el número de pájaros hembras es igual al número de machos. Sea P

j
.
n

-
I

la población juvenil (inmadura) de hembras en el año (11 - 1) Y sea P~,"_I el número de hembras
adultas en el mismo año. Algunos de los pájaros jóvenes morirún durante el año. Se supone que

cierta proporción a de los pújarosjóvenes sobrevivirán para llegar a adultos en la primavera del

año 11. Cada hembra que sobrevive produce huevos en la primavera. los incuban y producen. en

promedio. k pájaros hembras jóvenes en la siguiente primavera. Los adultos también mueren y

la proporeión de adultos que sobreviven de una primavera a la siguiente es {3.

Esta tasa constante de supervivencia de los pújaros no es una suposición simplista. Parece
que ocurre en la mayoría de las poblaciones de pájaros naturales que se han estudiado. Esto
significa que la tasa de supervivencia de los adultos en muchas especies de pújaros es indepen­

diente de la edad. Quizá muy pocos pájaros en su luibitat natural sobreviven 10 suficiente para

exhibir los efectos de la edad. Mús aún. en muchas especies la edad de In madre parccc no

int1uir en el número de crios.
En la notación introducida p, y P representan. respect ivamente. la población de hem bras

}.II u."
jóvenes y adultas en el año 11. Incorporando toda la información se llega al siguiente sistema
de 2 X 2:

o

11 = kl').11 ~," I
(2)

(3)

dond, p" ~ [:::] y A ~ (~ ;]. E>evid,nte d, (3) qn, P, = A"po' p, = A"p, = A(Apo) = A'po"

y asi sucesivamente. Entonces.

(4)

EJEMPLO 1

donde Po es el vector de las poblaciones iniciales de hembras jóvenes y adultas.

La ecuación (4) es parecida a la ecuación (1). pero ahora se puede distinguir entre las lasas
de supervivencia de pújaros jóvenes y adultos.

Una ilustración del modelo aplicado durante 20 generaciones

Sea A =( O 2). Esto quiere deeir que cada hembra adulta produce dos críos hcmbras y
lO.3 0.5

COlllO se supone que el número de machos es igual al número de hembras, al menos cuatro hue­
vos -y tal vez llluchos mús- ya que es probable que las pérdidas de pajaritos reeien nacidos
sean altas. Del modelo se ve que a y {3 estún en el intervalo [O, 1]. Corno no es tan probable que

sobrevivan los pújaros jóvenes como los adultos. se debe tener a < {3

En la tabla 6.1 se supone que. en un principio, hay 10 hembras (y 10 machos) adultos y

no hay jóvenes. Los cú1culos se hicieron en una computadora. pero el trabajo no es demasiado

. (O 2)( O) (20)oneroso con lIna calculadora de bolsillo. Por CJemplo. PI = _ = _ de manera
0.3 O.) 10 )

que Pi' =20. p•. , = 5. e1lolal de poblaeión de hembms deSPUé(S ~'''n2a)ñ(02~)25(Yi~)'''''ón d,

hembras Jovenes a adultos es 4 a 1. En el segundo año P1 = • = , que se
0.3 O.) 5 8.5
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Tabla 6.1

Núm. de Núm. de Población total de

Año jóvenes adultos hembras 1ft

p,. p.. en el año n p¡)pM

,
T~/T"_l

,
n

O O 10 10 O -

1 20 5 25 4.00 2.50

2 10 8 18 1.18 0.74

3 1J 7 24 2.34 1.31

4 14 8 22 1.66 0.96

5 1J 8 25 2.00 1.13

10 22 12 34 1.87 1.116

11 24 12 36 1.88 1.07

12 25 13 38 1.88 1.116

20 41 22 64 1.88 1.116

t Las c,rrdsen c:s13S columnas se oblu~icronames de redondear los n1"""'ros en las columnas ameriores. Enlonces. por cjc:mfllo. en

el año 1.1',,1'., • lOI8.S .. 1.176470588"' 1.18.

(10) ..redondea a ls ya que no se puede tener 8+ papros adultos. La tabla 6.1 presenta las razones

p¡./P"-,, y las razones T/T._ , dcllOtal de hembras en los alios sucesivos.
El código de MATLAB con el que se puede producir la labia y la figura I es el siguiente

\ (T3)EJEMPLO 6.2.1
clear al!; \ borra la memoria
% Define condicion inicial y matriz de transicion
A=(O.2;O.3,O.5) ;
p=[O;101;

% Se calcula la poblacion en 20 anios

for i=O: 20

historia(i+1, :)=p';
anio(i+l,l)=i;

p=A*p;

end
ele
% formatos para producir la tabla

fprintf(l,'Año\t Jovenes\t Adultos\t Tot. hembras\t pjn/pan\t Tn/
Tn-l\n');
i=O;

fprintf(l. '\i\t \4.2f\t\t \4.2f\t\t %4.2f\t\t\t %4.2f \
n' ,anio(i+l), ...

historia(i+l,l) ,historia(i+1,2), ..
sum (historia (i+1, :) ) ,historia (i+1, 1) /historia (i +1.2) ) ;

for i=1:20

fprintf(l,'%i\t \4.2f\t\t %4.2f\t\t %4.2f\t\t\t %4.2f\t\t
%4.2f\n' •...

anio(i+l) ,historia{i+l.ll ,historia{i+l.2), ...
sum (historia (i + 1. : ) ) • historia (i + 1, ll/historia (i + 1, 2) •...
sum (historia (i +1. : l ) /sum (historia (i, : ) ) ) ;
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]j

JOfigur.. 6.1

f'obIaúón de hemttas l!l1

20 años.. Población
hembrds

"
20

15

10

,
o

/
V

/'

/
.-/V

f\ r-. .r- /' -~
/

¡- ~

O 6 8 10

'"o
12 16 18 20

--I'obl¡,ción hembrasjównes

Población hembras aduhas

end

t Graficar la poblacion de pajaros hembras
plot(anio,historia(:, 1),' --' ,anio,historia(: ,2),':' l
grid on
xlabel (' Año' )

ylabel('Poblaci6n hembras')

legend (' Poblaci6n hembras jovenes' , 'Poblacion hembras adultas' •.

'Location', 'NorthWest')

En la tabla 6.1 se percibe quc la razón p. Ip sc acerca a la constante 1.88 micntras que la
J," ~."

población IOtal parecc (lumcntar a una tasa constante de 6'1., anual. Se verú si sc puede deter-
minar por qué OCUITC esto.

Primero. regresamos al caso gencral [ecuación (4)]. Suponga que A tiene los valores carac­
teristicos reales distintos t..

1
y t.., con los vectores caracteristicos correspondientes \'1 y \',. Como

\'1 y ,.~ son linealmente independientes. forman una base P¡lr.l ~ y se puede escribir .

(5)

para algunos numeras reales al y al" Enlonces (-J) se COI1\ ¡erle en

(6)

Pero A,'t =AI"( y A!"I = A(A".) = A(t..1''¡l = )'lA\'1 = t..,o..(,'.) = A(!"I" Asi. se puede ver que A"".

= A'""I' A""! = A!"V! y de (6)

(7)

.. .. d [-A ¡ [ " "' l. OL¡¡ ecuaclon caraclenstlca e A es = "'- - 1-'''' - "a = "o sea.
a ~-A

A=(P::!:~p2 +4o:.k )/2. Por suposición. k > O. O < (l' < I y O < f3 < 1. Entonces 4aj¡ > O y
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p' + 4crk > O: esto significa que. sin duda. los valores característicos son reales y diferentes y
que un valor característico. Al' es positivo: el aIro, Al' es negativo y 11..11> 11..11. La ecuación (7)
se puede escribir como

Como IA-/A11 < 1, es evidente que (AjA I)" se vuelve muy pequella cuando 11 crece. Entonces para
11 grande

Esto quiere decir que. a la larga. la distribución de edades se estabiliza y es proporcional a v¡"
Cada grupo de edad cambiará por un factor de Al cada ailo. Así. a la larga. la ecuación (4)
aclúa igual que la ecuación (1). En el corto plazo; es decir. antes de alcanzar la "estabilidad",
los números oscilan. La magnitud de esta oscilación depende de la magnitud de AJA! (que es
negativa. con lo que se explica la oscilación).

EJEMPLO 1

(continuación)

Los valores y vectores característicos de A determinan el, comportamiento

de generaciones futuras

Para A =[ O 2). se tiene "A! - 0.5)" - 0.6 = O. es decir. A= (0.5 :!::JO.25 + 2.4 }/2 = (0.5:!::
0.3 0.5

:!: ~2.65 }/2 de manera que '''1 '" 1.06 YA2 '" -0.56. Esto explica el 6% de aumenlO en la po­
blación que se observa en la itl¡im,l columna de la labia 6.1. Correspondiente al valor carac-

leristico )"1 = 1.06. sc calcula ( ) [-106 2 )[,,) [0)A-L06/v
l

= ~ = ol.06x
l

=2x¡
O.J -0.56 x! O

de manera que VI =(0.~3) es un veclor caracleristico. De manera similar, (A+O.56)"! =

[0.56 2)(" J [0) [ 1 ). = de modo que 0.56x
1
+ 2x

2
= OYv! = es un segundo vector ca-

0.3 1.06 '\2 O -0.28

racteristico. Observe que en \', se tiene 1/0.53", 1.88. Esto explica la razón p, Ip en la quinta
j.~ u.•

columna de la labIa.

Oh.\'I!I'I'uóúll. En los cálculos anteriores se perdió la precisión porque se redondeó a sólo dos

decimales de exactitud. Se obtiene uml exactitud mayor utilizando una calculadora de mano

o una computadora. Por ejemplo. al usar una calculadora. es fácil calcular "Al = 1.06394103,

A, = -0.5639410298. "1 =[ 1 ). ", =[ 1 ) Y se ve que la razón de
- 0.531970515 . -0.2819705149

Pj)p",,, es 110.5319710515'" 1.879801537.
Es notable con cuánta información sc cuenta a partir de un sencillo cálculo de valores carac­

terísticos. Es de gran interés saber si la población eventualmente crecerá o decrecerá. Aumenta­

rá si Al > l. y la condición para que esto ocurra es (13 + Jpl +4ak )/2 > 1 o JI3! + 4ak > 2 - 13
o W+ 4ak > (2 - 13)1 = 4 - 413 + 13 2. Esto conduce a 4ak > 4- 413. o sea

1-"
k>--"

a
(10)
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En el ejemplo 1 se teni<l p= 0.5. a = 0.3; entonces (10) se cumple si k > 0.5/0.3 "'" 1.67.

Antes de cerrar esta sección deben hacerse notar dos limitaciones de este modelo:

i. Las tasas de nacimiento y muerte cambian con frecuencia de un arlO a otro y dependen par­
ticularmente del clima. Este modelo supone un medio ambiente constantc.

ii. Los ecologistas han encontrado que para muchas especies las tasas de nacimiento y muerte
varían con el tamaño de la población. En particular. una población no puede crecer cuando
llega a cierto tanulllo debido a los efectos de una alimentación limilad<l y a la sobrepobla­
ción. Es evidcnte que una población no puede crecer en forma indefinida a llna tasa cons­
tantc. De otra manera. esa población dominaria la tierra.

problemaS 6 2

De [os problemas I a 3 encuentre e[ número de pájaros hembras jóvenes y adultos después
de 1.2.5,10, 19 Y20 años. Después encuentre las razones a la larg<l depj..,I P~on y de Tna Tn_

1

[sugerencia: utilice [as ecuaciones (7) y (9) Yuna calculadora y redondee a tres decimales}.

l. Po = e~} k = 3. a = 0.4. /3 = 0.6

11. p. =(1~): k =l. a =O.J. ~ =OA

lll. P. =( 2~): k =4. a =O. 7. ~ =0.8

IV. Demuestre que si a = pya> t entonces. a la larga, la población de pájaros aumentará
siempre si cada hembra <ldulta produce al menos una hembra entre sus crios.

V. Demuestre que. a [a larga. la razón Pj../p~." se acerca al valor limite k/"-I'

VI. Suponga que se divide [a población de pájaros adultos en dos grupos de edad: los que
tienen entre I y 5 años de edad y los mayores de 5 años. Suponga que la tasa de supervi­
vencia para los pájaros del primer grupo es p, mientras que para el segundo grupo es y
(y p> y). Suponga que los pájaros del primer grupo se distribuyen en grupos del mismo
tamaño en cuanto a su edad (esto es, si hay 100 pájaros en el grupo. 20 tienen 1 al10. 20
tienen 2 años, etc.). Formule un modelo utilizando una matriz de 3 x 3 para representar
esta siluación .

• MATLAB 6.2

1. Considere la población de pájaros dada por

A=(.~ .~)YPo=(I~)
fl) Encuentre el número de pújaros hembras adultos y jóvenes despues de 2. 5. 10 y 20 años.

h) Encuentre estas cantidades después de 21 años y calculc Pj)Pilo" y de T" a T._
1

para 11 = 2J.

[Sugermcia: Use el comando sum de MATLAB para encontrar T".j Repita para 11 = 22.
23.24 y 25. ¿Cuál es su conclusión para limn_ooPj)P~,,, y límn_~ T/T._ r?

e) Encuentre IV,D] = eig(A). Verifique que el valor característico de mayor magnitud es po­
sitivo con multiplicidad algebraica l. que existe un vector característico asociado cuyas
componentes son todas positivas y que el otro valor caracterislÍco es estrictamentc mc-
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nar en magnitud. Compare este valor característico mayor con Iim"_~ T/T
n

_
I
, Explique

por qué estos números indican que la población está creciendo.
Sea w el veclOr característico asociado con este valor característico mayor. Compare

\\'/u', con lín\_~Pj)p"," y con k/ /... donde k = 3 YAes el valor característico de mayor
magnitud. Escriba ulla conclusión sobre estas comparaciones.

2. Considere la población de pújaros dada por

(/) Calcule ¡V,DI = eig(A) y llse esta información para encontrar limn~~Pj./P"."y lím,,_~

T./T"_I' E:l;plique que propiedades de Vy Djustifican su procedimiento.

h) Demuestre que las razones Pj)P",n y T/T"_I todavía no se han estabilizado después de
25 anos. Calcule las razones para 11 = 46 a 50 y demuestre que después de 50 años se
estabilizan.

e) (Lápi:: y {Jope!) Verifique que para esta población el segundo valor característico (el de
menor magnitud) esté más cercano al valor característico de mayor magnitud que en el

problema I de esta sección de MATLAB. Describa de qué manera esto explica por qué
las razones de población tardan mús en estabilizarse.

3. Suponga que la información que sigue representa una población de venados hembras:

A~(O
.6

1) (IDO)
.8 YPo= 200

ti) Demuestre que a la larga la población crecerá por un factor aproximado de 1.27. Justi­
fique su procedimiento.

h) (Lúpi:: y papel) Los granjeros y olras personas del úrea no quieren que la población
crezca. Pueden controlar la población "cosechándola" (permitiendo la caza). Si (¡ es la
proporción de población cosechada en cada periodo. analice por qué la matriz de este
modelo sería

e) Demuestre que 11 = .6 es una cosecha demasiado grande: es decir. la población de venados
se extinguiria. (Las personas del área no quieren que se extinga.) Ofrezca dos argumentos
sobre esto: analizando A"po cuando 11 crece y analizando los valores característicos.

(f) Es posible seleccionar (¡ de manera que la población no crezca ni desaparezca. Experi­
mente con varios valores de h: examine Anpo cllando 11 crece y examine los valores c¡\­
racteristicos de A. ¿Qué se puede decir sobre los valores característicos de A cuando se
encuentra la 11 deseada?

e) (Lápi:: J popel) Explique los resultados observados en el inciso ti) en términos de la
teoría presentada en esta sección.

4. Considere una población de pájaros (hembras) agrupados en tres clases de cdad: jóvenes. I a
5 ai'los y más de 5 ai'los. Suponga que la matriz A siguiente es un modelo para el crecimiento
de la población y que Po es el vector de población inicial. donde el primer renglón representa
a los jóvenes: el segundo al grupo de edad elHre I y 5 años y el tercero al de más de 5 años.
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~) y P" ~[5~)
.6 .4 50

ti) (Lápi: y papel) Explique 10 que representa cada elemento de la Illatriz A.

h) Caleule cuúntos pújaros (hembras) dc cada grupo habrú en la población después de JO

'-1110s. Para 11 = JI a 35 encuentre. usando el comando SUIII de MATLA B. T,/T"_I YW" =

\'" ISllIu(,). donde "" = A"pw Expliquc cómo \\'" da la proporción de la población total en
cada grupo después de 11 ailos.

¿Cuúl parece ser el valor de lin\~w TjT
n

_
l
?¿Cuúl es la interpretación de este límite'!

¿Cuál parece ser el valor de lílll,,_w w) ¿Cuúl es la interpre\<lción de este limite?

c) Encuentre [V,DI = cig(A). Verifique que existe un valor característico positivo de mayor
magnitud y con multiplicidad 1 (y que los otros valores caracteristicos son estrictamente
menores en magnitud) y que este valor c<lracterístico "mayor"' tiene un vector caracterís­
tico asociado cuyas compone11les son todas positivas. EnCLlenlre zz = z/surn(z). donde
z es el vector característico asociado con el valor característico mús grande. Compare el
valor característico con el límite proyectado de 1',/T"_1 del inciso b) y compare zz con el

limite de w,,' Describa las conclusiones que pueda .obtener de esta comparación.

ú) (Lápi:)' papel) Extienda la teoria presentada en esta sección, dé un argumento para
explicar sus observaciones sobre los incisos anteriores de este problema.

5. ti) Vuelva a trabajar en el problema 14, incisos (1) a e) de MATLA B 1.6. Por construcción,
la matriz P en este problema es estocástica: es decir. los elemcntos en cada columna de
P suman l.

b) Encuentre [V,DI = eig(P). Verifique que existe un valor caractcrístico positivo de mayor
magnitud con multiplicidad 1 (y que los otros valores característicos son estrictamente
mcnorcs en magnitud) y que este valor caractcrístico "mayor" tiene un vector caracteris­
tico asociado cuyas componentes son todas positivas. ¿Cuúl es el mayor valor caracterís­
tico? ¿Cómo explica el comportamiento observado en el inciso a). es decir. el hecho de
que parezca que P"x converge a un vector fijo y?

Encuentrc 3000*z/sum(z). donde z es el vector caracteristico asociado con el valor
característico mayor. ¿Cuú! es su comparación con el vector limite ~'? ¿Cuúl es la inter­
pretación de y?

d Haciendo uso de los valores y vectores caracteristicos encontrados en el inciso b). en­
cuentre la distribución dc automóviles nla larga para el problema 14g) de MATLAB 1.6.
Justifique su procedimiento. Verifique su respuesta ca1culando f'''x cuando 11 crece. donde
P es la matriz estocústica que modela el problema y x es algún vector de distribución
inicial de automóviles cuyas componentes suman 1000.

'fJ (Lápi: y papel) Suponga que Pes una matriz estocástica de 3 x 3: es decir. los elemen­
tos en cada colulII//(I de P suman l. Argumente por qué

¿Qué dice esto sobrc los valorcs característicos de Pi? A su vez. ¿qué dice esto sobre los
valores característicos de P? ¿Qué relevancia tienc esto en los incisos anteriores de este
problema?
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6. Teoria de gráficas La definición de matriz de adyacencia y otras definiciones relacionadas

se encuentran en el problema 11 de MATLAB 6.1. Para grúlicas conexas. la matriz de adya­
cencia tiene las propiedades de que todos los valores característicos son reales. de que existe
un valor característico posilivo de mayor magnillld. Al" con multiplicidad algebr<lica 1. de
que existe un vector característico asociado cuyas componentes son todas positivas y de que

los alros valores característicos SOll estrictamente menores. en magnitud. Así. se tendría
que. para un vector dado x, A"x '" ),;alll l para 1/ grande. donde u1es el vector característico
asociado con Al (aquí al es la coordenada de x respecto a la base de vectores caracleristicos

que contiene a"1 como el primer vector de la base).

u) (Lápi: J papd) Explique por que se puede concluir que la razón de llna componente de
A"X ell\re la Sllma de las componentes es aproximadamente igual a la razón de la compo­

nente correspondiente de "1 entre la suma de sus componentes.

h) (Lápi: y papel) (A")ij se puede interpretar como el número de trayectorias de longitud 11

que conectan el vcrticc i con el vertice) (vea la sección 1.12. Por ejemplo, una trayectoria

de longitud 2 que conecta a i con) consistiría cn una arista que concc(¡l a [con algún vérti­
ce k y despues una arista que conecla al vénice k con}). Si x es un vector con componentes
iguales a l. explique por que la i-ésima componente de A"X representa el número total de

trayectorias de longitud 11 que conect:Jn al vértice i con todos los demás vértices. Explique

cómo se puede concluir que las razones de las componentes de A"x entre la Sllma de las
componentes da alguna indicación de la "illlpOfl(lIIcia" relativa de los vértices de la gráfi­

ca. Explique por q lié Ycómo se pueden usar las razones de las componentes de al enlre la
suma de las componentes como un índice de la •. [//Iportml('Ía" de cada vértice de la gráfica.
(Un argumento mús sofisticado para el uso del vector caracteristico correspondiente al

valor caracteristico de mayor magnitud se conoce como el índice de Cold.)

d Para cada una de las gráficas siguientes. verifique que la matriz de adyacencia tenga
las propiedades establecidas en la presentación anterior al inciso ti) y analice la "impor­

tal/cia" relativa de los vértices de la gráfica. Para las gráficas i) a iii), use su intuición para

argumentar. viendo la gráfica. por que tienen semido sus resultados. [Nota: para que seH
sencilla la introducción de la matriz de adyacencia. consulte la presentación del problema

2 de MATLAB 1.5.]

i. La gráfica en el problema 11 a) de MATLAB 6.1.

ií. La gdfica en el problema llb) de MATLAB 6.1.

íiL La gnifica en el problema 11 e) de MATLA B 6.1.

í\'. Suponga que consideramos la siguiente gráfica como la representación de las rutas

de líneas aéreas entre ciudades. Una compailia desea elegir una ciudad para locali­

zar su oficina matriz. Después de analizar la gráfica. escriba un informe al director
de la compai1ía con su recomendación (y justificación).

5

6

7 8
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\'. Dibuje un mapa de su estado, cree una grúfica cuyos vértices sean [as ciudades im­

portanlcs y cuyas arislas sean las carreteras principa les q lIC las conectan. Determine
la "illlpoffm/('i{/" relativa de cada ciudad. Justifique y explique su procedimiento.

11:1 MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALlZACIÓN

En esta sección se describe una relación interesante y (nil que se puede cumplir entre dos ma­
trices.

DEFINICIÓN .a Matrices semejantes
Se dice que dos matrices A y B de 11 X 11 son semejantes si existe llna matriz invertible e
de 11 X IIlal que

B=C-1AC (1)

TRANSFORMACiÓN

I:::__~D~E,-"SECMOE"JAO'O,,,,A

La función definida por (1) que lleva la matriz A en la matriz 8 se denomina transformación de

sell1ejanza. Se puede escribir esta lransformaciónlineal como

T(A) = el AC

¡V01(/. C-I(A 1 + A1)C = C-IAIC + C-IAcC y C-'(aA)C = erC-IIlC de manera que la fUIl­

ción definida por (1) es. de hecho. Llna transformación lineal. Esto cxplica el uso de la palabra
··transformación··.

El propósito de esta sección es demostrar quc: 1) las matriccs semejantes tienen varias
propicdades importantes comunes y 2) la mayoría de las matrices son scmcjantes a las m,mices

diagonales (vea la observación en la página 559).

¡Vofl,. Suponga que 8 = C-IAC. Entonces al lllulliplicar por la izquierda por C. se obtiene

CB = CC-IAe. o sea

es= AC (2)

EJEMPLO 1

La ecuación (2) con frecuencia se loma corno una definición alternativa dc semejanza:

Definición alternativa de semejanza

A y S son semejantes si y sólo si existe una matriz invertible C tal que

CB= AC

•
Dos matrices semejantes

Sea -2J [ 2yC-
-] -)

Entonces CB~[2
-1

-2J~
-3

[3-IJ (2yAC=
I -) O

IJ( 2 -IJ (3 -IJ= . Así. CS = AC Como det e =
-] -) ] )-]

I :;t: O. Ces in-

vertible. Esto muestra. por la ecuación (2). que A y B son semejantes.



556 C\I>ll'l 1.0 6 Valores característicos, vectores característICOS y formas canónicas

EJEMPLO 2

TEOREMA a
L DEMosTRAOóN

EJEMPLO 3

Una matriz semejante a una matriz diagonal

S" D:[~ -! nAf~ -; -'~] YC~[~ ; -;}c~;n"erl;blcporque
del e = J::#. O. Dcspues calculamos.

CA ~[~ 4 1-6 -3 -"] [' 4

I!)1 -1 2 8 ~ O -1

5 7 , 2 7 6 10

DC~[~
O T4 3] [2

4

I~]-1 O O 1 -1 ~ O -1

O 2 J 5 7 6 10

Entonces CA = De y A = e I DC. por lo tanlo A y D son semejantes.

Notll. En los ejemplos 1 y2 no fue ncccS:lrio calcular c- I . Sólo fue necesario saber que e era

no singular.

Si A YB son matrices semejantes de 11 x 11. entonces A y 8 tienen el mismo polinomio
caraclcrislico y. por consiguiente. tienen los mismos valores caracteristicos.

Como A YB son semejantes. B = C-'ACy

de«S -)J) ~ del (e' AC-)J)~del [ e'Ac-e'()J)c]
~ de< [e' (A - A1)C] ~ del (e') del (A -)J) de< (e)

~del(e')de«e)de«A-)J)~de«e'e) de«A-)J)

~ del I de«A-A/) ~ del (A-Al)

Esto significa que A y B tienen la misma ecuación característica. y como Jos valores
caractcrísticos son raices de la ccuación característica. tienen los mismos valores carac­
tcrísticos.

Los valores característicos de matrices semejantes son los mismos

En el ejemplo 2 es obvio que los v:llores caracteristicos de D = [~ - ~ ~) son l. -1 Y2. En-

O O 2

[

-6 -}

tonccs éSlos son los valores caracteristicos de A = 2 I

2 2

cumple quc del (A - f) = del (A + 1) = det (A - 2f) = O.

-25]
~ . Verifique esto viendo si se

En muchas :lpliCllciones resulta lilil "diagonalizar" una matriz A. es decir. encontrar Un:l rn:ltriz
diagon,ll scmejal1le a A.
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Matriz diagonalizable

Una matriz A de 11 x 11 es diagolUllizable si existe una matriz diagonal D tal que A es
semejante a D.

Oh.H!I'I'aciáll, Si D es una matriz diagonal. entonces los valores caracteristicos son sus com­
ponentes en la diagonal (vea la púgina 531 l. Si A es semejante a D. entonces A y D tienen los
mismos valores característicos (por el teorema 1), Uniendo estos dos hechos se observ<l que si
A es diagonalizable. entonces A es semejante a una Ill<ltriz diagonal cuyas componentes en la
diagonal son los valores caracteristicos de A.

El síguiente teorema establece cuúndo una matriz es diagonalizable.

Una matriz A de 11 X 11 es diagonalizable si y sólo si tiene 11 vectores característicos lineal­
mente independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante a A está dada por

A, O O O

O A, O ... O
D~ O O A, O

O O O A
"

donde Al' A.~, .... J." son los valores caracteristícos de A. Si C es una matriz cuyas colum­
nas son vectores característicos linealmente independientes de A, entonces

D = C-IAC (3)

C. DEMOSTRACIÓN Primero se supone que A tiene 11 vectores característicos linealmente índependientes \'1'

\.~, , .. , \." que corresponden a los valores caracteristicos (no necesariamente diferentes)

Al' A~..... A".

Sea

1',,] 1'''] 1""]\' = C" \' = cn \' = cl "
, :' l :'...." :

. . .

C"I c"' enn

y sea

Enlollees e es invertible ya que sus columnas son linealmente independientes. Ahora
bien
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[,,, e
l1

"1"
el!

'" )Ae = C;21
,,, C'-n e'-l e'-l eln

a"~ {/., 0,," enl '" '"

~ se ve que la columna ¡de Ae es A[:::] = Av¡ = A,\'r Así. Ae es la matriz cuya columna

iesA¡viy
eni

[A""
Alell

"~o]Ae = A.I~" A,e12 A.c,-"

Ale. 1 A2e.2 A"e""

Pero

[,,, el!

"1'
O

JJ
CD= C:"1 el' el. O A,

", ", en. O O

[A""

Al el2 'o.:= Alell Ale!! A"clo

I.. IC"I Al e"2 A"c""

Entonces

AC= CD (4)

y como e es invertible, se pueden multiplicar ambos lados de (4) por la izquierda por
C-I para obtener

D = e-IAC (5)

Esto prueba que si A tiene 11 vectores caracteristicos linealmente independientes, enton­
ces A es diagonalizable. Inversamente. suponga que A es diagonalizable; esto e~ supon­
ga que (5) se cump1c para alguna matriz ¡nvertible c. Sean \'1' vr '" , v" las columnas de
C. Entonces AC = CD, e invirtiendo los argumentos anteriores. se ve de inmediato que
Av¡ = ,,¡v; para i = 1.2.... , /l. Entonces VI' vr ... , v" son los vectores característicos de
A y son linealmente independientcs porque Ces invertible.

Notacián. Para indicar que D es la matriz diagonal con componentes diagonales Al' A,.. .. A...
se escribirÍl D = diag (Al' A!, ... , A,,J.

El teorema 2 tiene un corolario util que se deduce directamente dcl teorema 6.1.3.
púgina 526.
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COROLARIO _ Si la matriz A de" x If tiene 11 valores característicos diferentes. entonces A es diagona­
lizable.

OhJ('rmeiáll. Si se seleccionan al azm los coeficientes reales de un polinomio de gmdo 11 enton­
ces. con probabilidad 1. el polinomio tendr:"l JI raices diferentes. o es dilicil ver. intuitivamente.
porqué esto se cumple. Si 11 = 2. por ejemplo. entonces la ecuación A~ + (lA + h = Otiene raices
reales si y sólo si a~ = 4h -un evento muy improbable si a y b se eligen al azar-o Por supuesto.
se pueden escribir polinomios que tienen raíces de multiplicidad algebraica mayor que l. pero
son excepcionales. Por lo tamo. sin pretender precisión malcmatica. es posible decir que la ma­

yoría de los polinomios tienen raíces distintas. De esta forma. la mayoría de las matrices tienen

valores característicos distintos y como se cstableció al principio de esta sección. la mayor /1(1"('

de las matrices son diagonali7.ables.

~L_D_i_acgco_n_a_li_z_a_ci_ó_n_d_e_u_n_a_m_a_I_'_iz_d_e_2_x_2__

Sea A = (; ~JEn el ejemplo 6.1.3 de la p<igin<l 528 se encontraron dos \'ectores caracte­

rísticos linealmente independientes \', = ( _~) y \'! = (:). Después. haciendo e = ( _ ~ :) se

encontró que

CIAC=~(~, , -I)(~ =)( 2
2 J J -3

1)= ~ (1
1 5 3

-1)( 2 6) 1(5 O) (1 O)
2 -3 6 =5 O 30 = O 6

que es la matriz cuyas componentes en la diagonal son los valores característicos de A.

EJEMPLO 5 Diagonalizacíón de una matriz de 3 x 3 con tres valores característicos distintos

I

-1

-1

O

O

-2

", =[=:] y "=[~] Emo"", c=[-~

C'AC=-~[-~ =~ ~][: -~ -~][-~ -: ;]
-) O -3 2 1 -1 1 -1 1

=-~[-~ =: ~][ -~ -~ ~]=-~[-~ I~ ~]=[~
-3 O -3 2 3 O O -18 O

con valores caracteristicos l. - 2 Y3.

Sca JI =[~ -; -~]. En el ejemplo 6.1.4. pÚgin:1 529. se calcularon tres vectores caractcrísti·

2 1-1

'os linealmente indc]JC"dicotes ", =[- ~J

Oh.~l!n·u(·;ó". Como existe un numero infinito de maneras en las cuales se puede elegir un \C{"­

torcaracteríslico_ e;'(iste un numero infinito de formas para seleccionar una malriz de diagonali­
zación C. El unico consejo es elegir los "ectores caracteristicos y la matriz e que :.can lo:. de
mas sencillo manejo aritmélico. En términos generales. esto quiere decir que debe inserlarxo el
mayor número de ceros y unos posible.



560 CU'ínl.o 6 Valores caraeteristicos, vectores caracteristicos y formas canónicas

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

Oiagonalizac.ión de una matriz de 3 x 3 con dos valores característicos distintos

y tres vectores caracteristicos linealmente independientes

Sea A =[~ ~ ;]. Enlonces. del ejemplo 6.1.10 de la pagina 532. se tienen tres vectores

4 2 3

c","ctecósticos liooalmen" independientes ",~[n ", ~[-~] y ", ~(-~l Estableciendo

C~[~ -; -~] "obtiene

2 O I

e 'Ac~-i[=~ -; -~][~ ~ ;](~ -; -~]
4 2 -5 4 2 3 2 o I

~_~[=~ -; -~](I: -; ~]~_i(-1~ ~ ~]~(~ _~ ~]
4 2 -5 16 o -1 o o 9 o 0-1

Este ejemplo ilustra que A es diagonaliz.1blc aun cuando sus valores caraclcrislicos no sellO

diferentes.

Una matriz de 2 x 2 con sólo un vector característico linealmente independiente

que no se puede diagonalizar

Sea A = -( ~ ~). En el ejemplo 6,1,9 de la pilgina 532. se vio que A l/O tiene dos vectores c:t­

racterísticos linealmente independicntes. Suponga que A fuera dÍ<lgonalizable (lo que contradi­

ce el teorema 2). Entonces D = (~ ~) yexistiría una matriz invertible e tal que C-1AC = D.

Multiplicando esta ecuacíón por la izquierda por e y por la dercch:l por C- I . se encuentra que

A~CDC'~C(~ ~JC'~C(4/)C'~4C1C'~4CC'~4/~(~ ~J~D. Peco A '" O Y

por 10 tanto no existe tal C.

Se ha visto que muchas matrices son semejantes a las matrices diagonales. Sin embargo.
qucdan dos prcguntas pendicntcs:

i. ¿Es posible dcterminar si una matriz dada es diagonalizable sin calcular los valores y
vcctores característicos?

ii. ¿Qué se hacc si A no es diagonalil.able?

En ]¡.l siguientc sección se dará una respuesta parcial a la prirncm pregunta y una respuesta
completa a la segunda en la sección 6.6. En la sección 6.7 se vcra una aplicación importantc del
procedimiento de diagonalizaeión.
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Al principio de este capitulo se definieron los valorcs y vectores caracteríslÍcos para una
transformación lineal T: V~ V. donde dim V= 1/. Se estableció después que Tse puede repre­
sentar por una matriz de 11 x 11. se limilarú el análisís a los valores y vectores ear¡lcteristicos de
matrices de 1/ x 11.

No obstante. la transformación líneal se puede representar mediante diversas matrices de
11 X 11 distinlas -una para cada base elegida-o Ahora bien. estas matrices, ¿tienen los mismos
valores caracteristicos? La respuesta es afirmativa. y se demuestra en el siguiente teorema.

Sea V un espacio vectorial de dimensíón finita con bases BI = 1\'1' \'2" • \.) y B2 =

{W I, "'l" . wJ. Sea T: V~ V una transform<lción1inea1. Si ATes la representación
matricial de T respecto a 1<1 base B

I
y si Cr es la representación matricial de T respecto

la base B2, entonces. Ary Crson semejantes.

T es una transformación líneal de Ven si mismo. Del teorema 5.3.3 de la púgína 482. se
tiene

(O)

y

(7)

Sea M la matriz de transícíón de B
I
a B2" Entonces por el teorema 4.8.1, púgina 370

(S)

para todo x en V. Además

(9)

Sustituyendo (8) y (9) en (7) se llega a

(10)

La matriz M es invertiblc por el resultado del teorema 4.8.2 de la página 370. Si se
multiplícan ambos lados de (10) por M-I (que es la matriz de transíción de B~ a 8

1
), se

obtiene

Comparando (6) Y(11), se tiene

A,('J =,W'C,M(')
~, ~,

Como (12) se cumple para toda x E V. se concluye que

Es decir. Ary Crson semejantes.

(11)

(12)
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problema5 6 3

AUTOEVALUACIÓN

I'ara los siguientes enunciados, diga si son falsos o verdaderos

1. Si una matriz de 11 X 11 tiene 11 mlores característicos diferentes, se puede diagonalizar.

11. Si la matril A de 5 X 5 tiene tres mlores característicos diferentes, entonces A no
11Ilede ser semejante a la matriz diagonal.

111. Si A es semejante a la matriz [~ ~ :], entonces sus \'alores característicos son 1, 2
y3. O O 3

Dc los problemas 1al 20 determine si la matriz dada A es diagonalizable. De ser asi. encuentre
lIna matriz etal que C-Ifle = D. Verifique que Ae = CD y que los elementos distintos de cero

de D sean los valores caractcristicos de A.

1. (=: -~)

4. (~ =~)

10. [-: ; -~]
O I -1

13. [: ~: =:J

16 [_: j _~]

[
-2 -2 O O]
-) I o o

19. o o 2 -)

o o 5 -2

2. (_~ -~)

5 e=~)

8. [-i ~~ -:]

IL[~~~]

14. [~ ~~ =;]

17. [-; -~~ =~]

20 [-~ -i ~ -;]

3. U=~J

6. e -~)

9. [~ ~ :]

12[~~;]

15. [; -~ =~]
6 -2 -3

18. n-: -~]

21. Demuestre que si A es semejante a By B es semejante a e, entonces A es semejante a C.
22. Si A es semejante a !J. demuestre que A" es semejante a B" para cualquier entero positivo 11

*23. Si A es semejante a B. dcmueslre que peA) = p(B) YveA) = v(B) [.l'IIgtTl'l1cia: primero de-

muestre que si e es invcrtible. entonces v(CA) = veA) demostrando que x E NA si y sólo si

x E NCA. Oespues demuestre que p(Ae) = peA) demostrando que RA = RAe. Concluya
que p(AC) = p(CA) = peA). Por último. use el hecho de que c- I es invertible para demos­
trar que p(-IAq = peA)].
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24. Sea D = (1 O'. Calcule D'!fJ.
O -1 1

25. Si A es semejante a B. demuestre que det A = det B.

26. Suponga que c-IAC = D. Ocmuestre que par.! cualquier entcro 11. Aa = C/)"C- I• Esto pro·

portiona una forma sencilla para calcular las potencias de una rnalriz diagonalizable.

(
3 -427. Sea A = . Calcule A:!O [slIgerl'llálf: encuentre e tal que A = CDC-I].
2 -3,

*28. Sea A una matriz de" X /1 cuya ecuación característica es (A - <')" = O. Demuestre que A

es diagonalizablc si y sólo si A = d.

29. Use el resultado del problema 26 y el ejemplo 6 pam calcular A 10. si A = [~ ~ ~ ' .

..J 2 3,
*30. Sean JI y B dos matrices re:lles de 11 X 11 con valores caracteristicos distintos.. Demuestre

que AB = BA si y sólo si JI y B ticnen los mismos vectores característicos.

31. Si A es diagonalizable. demuestre que det A = Al' A~..... A•. donde Al. A~..... A. son los
valores eamcterísticos de A.

MANEJO DE LA CALCULADORA

HP 509

En la HP SOg es muy sencillo diagonalizar una matriz, Se comienza con la matriz A de 11

X 11 Yse encuentran sus valores y vectores característicos. Si se tienen 11 vectores carac­
terísticos linealmente independientes (lo que debe ocurrir si A tiene 11 valores caracterís­
ticos distintos). entonces A es diagonalizable. La HP SOg da los vectores característicos
como columnas de una matriz y los valores caracteristicos como elementos de un vec­
tor. Utilizando el comando OIAG-> es posible construir una matriz diagonal a partir

de un vector. Por ejcmplo si se tiene la matriz A = [-~ ~ - ~] y se quiere diagol1alizar,

-1 2 1

primcro obtenemos los vectores y valores característicos. y después construimos la matriz
diagonal. Procedemos como siguc. escribimos la matriz en el primer renglón de la pila

fl -~ fl ~~

CDCXlCDCXlCD®CD,,<-wJ®QJ(D

Ut\l nl ":1 ... '1'
<IOI( .nu

1
1. -1. 4.,
3. 2. -1.
2. 1. -1.m:IIBml!lilD _
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(ALPHA)(ALPHA)~C3~(ENTER) (ejecutando el comando para obtener valores y
vectores característicos).

M~ "V~ "[~ ~N T
(KO.[ hU}

[
.S-.25 1.1
1. 1. -lo
.5 .25 -1.

1: [3.1.-2.]ommDl!IlIlI _

(J ~N

Especificamos la dimensión de b malTiz diagonal que queremos formar C3JCX)

MD "n H[~ RN T{.o.n

[
.S-.25 1.1
1. 1. -1.
.5 .25 -1.

2: (3. 1. -2.]
1: <S. 3.}IDmllllitJlBlIltIiiII__

Elegimos el menÚ de operaciones de matrices (3]("";"1

::~" MT&I(ES .rnu
o' 'Mmi!

4' l.on~"1I0ns,.

8' 1. r~CTO~lZftllon..

'1~,QU"OMII( rORR ..
J.LlnEA" SV:iTEHL ,
t.LmEilR ilPP". ,

2' 7. E1~[nV[CTO~S.. -2. ]
1, 1.0[(10,.,. s.)____OOlimElll

Escogemos la opción de crear matrices y de las opciones que aparecen se elige la nu­
mero 7.

"" '"'"1" '","H "Enu<HO.
I.CULu.n..o'

4' ~.ROH,.

¡ .•UGREnl
3' ~_IDn 1.15.(On .,

~ ..... I~G 1.
2' fM,"! ·2. ]
l'

3.,[1 3. }____w:imll!llll

Como resultado se construye la matriz diagonal de dimensiones 3 X 3 a partir de los
valores caracteristicos

"'O "YZ ~[~ ~N T
{Kn.El

[
,'-,25 1.1
1. 1. -1.
.5 .25 -1.

['o '. "10. 1. 0.
0. 0. -2.c:mim:!!lliIImm__
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En el renglón 2 aparece la matriz de transformación e yen el renglón 1 aparece la dia-
gonalización de la matriz original.

De los problemas 32 al 35 encuentre una matriz e tal que C-'ACsea una matriz
diagonal.

[-;
1 2

~] ['02
-11

56]3 4
32. 33. 38 -49 75

2 O
83 123 -67

8 1

13 16 12 14 18

[ -0.031 0.082
0095]

26 21 19 27 16

34. -0.046 0.067 -0.081 35. 31 29 37 41 56

0.055 -0.077 0.038 51 38 29 46 33

61 41 29 38 50

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. V

• MATLAB 6.3

11. F 111. V

1. Vuelva a trabajar en el problema 8 de MATLAB 6.1.

2. Genere tres matrices aleatorias de 4 x 4 y tres matrices aleatorias dc 5 X 5. Encuentre los
valores y vectores car<lcteristicos de cada llna usando IV,D] = cig(A).

a) ¿Con qué frecuencia son distintos los valores característicos? ¿Por qué piensa que esto

es cierto'!

h) Para las matrices para las que Ves inveniblc. verifique que A = J DI" l.

3. (1) Para la matriz en el problema I de MATLAB 6.1. utilizando la información que da el
problema (no use cig). verifique que los vectores C,lracterísticos forman una base para 1).1

y encuentre rmllrices C y D. con D diagonal. tales que.-l = CDC-I. Confirme su respues­
ta verificando que A = CDC-I.

h) Siga las instrucciones del inciso aj. pero lrtiliee la matriz y la información del problema 2
de MATLA B 6.1 [en este caso los vectores característicos lormarún una b¡lse para C~J.

4. a) Co,,,¡d,,, '" ,,,,,,,¡, A d"d" ",seg"¡d,,, ~I = [ - i ~i -:]
Forme ti = cig(A) Ydd = d· ... 20 (observe el punto antes de """. es importante). Forme E
= diag(tld). Encuentre [V,OI = rig(A). Verilique que E = D!OI. Explique por qué se cumple
esto. Demuestre que A'u = VEV- I

•
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h) Rcpila las instrucciones del inciso a) para la matriz

l
) 9.;-2

-lO -41.5 10A= 6 23.5-5

-10 -43 10

e) (Lúpi:: J' papel) Trabaje en el problema 26 anferior.

-,0,5)
44.5

-24.5

45

5. Gl.'omclría Una lmmiz A de 11 X 11 define llna transformación lineal Tde a por T{x) =
Ax. Nos interesa describir la geometría de esas transformaciones lineales.

(1) (Lápi:)' papel) Si x es un vector característico de A con valor Cllracteristico Acmonees
Ax = Ax. Si A> O. ¿cuúl es 1<, interpretación geométrica del efcclo de la transformación
lineal sobre x?

h) (Ltipi:)' papel) Explique por qué y cómo es cierta la siguiente afirmación. Si JI es dia­
gonalizablc con valores característicos positivos.. entonces la geometría de la transrorma­
ción lineal dada por A se puede describir por completo en términos de expansiones y
compresiones a lo largo de los vectores de una base.

e) Verifique que la siguiente mmriz es diagonalizable con valores caracterislicos positivos.
Describa la geometria [en el sentido del inciso b)J de esta matriz. Usando esta inrOrm¡l·

ciÓn. bosqueje la imagen (despuCs de aplicar la transformación determinada por la
matriz) del rectangulo con vérliccs en (l. 1). (l. ~ 1). (-l. 1) Y(-l. -1). Describa su

razonamienlo (si desea una descripción. quizá: mejor. de los vectores caracteristicos que

la dada por eig. encuenlre la forma reducida por renglones de A - Al. donde i\ es un

valor caracteristico).

(1) Para cada matriz A dada. verifique que A es diagonalizable con valores eafllcterísticos

positivos. Escríba una descripción de la geometria igual que en el inciso b).

[

15 -31

i. A = 20.5 -44

26.5 -58

17]
24.5

32.5

ii. Sea 8 una matriz aleatoria real de 3 X 3 Ysea A = 8'8.

6. Considere las siguientes matrices:

A=(22 -10)
50 -23 (

8 J)A=
.5 5.5 (

5-11 7] (26 -68 40]
A = -2 1 2 A = 19 -56 35

-6 7 O 15 -50 33

a) !)ara cada matriz A. encuentre c = cig(A) y d = del(A). Explique por qué A es diagona­

lizabte. Obtenga una conclusión sobre la relación entre los valores caracteristicos de A y
el determinante de A.

h) Pruebe su conclusión con las matrices dadas en los problemas 1 y 2 de MATLAB 6.1.

(.) (Lúpi: J papel) Complete la siguiente afirmación con su conclusión y después demues-
trela: si A es diagonalizable. entonces det(A) es _
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I!I MATRICES SIMETRICAS y DIAGONALlZACIÓN ORTOGONAL

En esl<l sección se veTÚ que las matrices simélricas realest tienen varias propiedadcs importan­
les. En particular. se demuestra que cualquier matriz simétrica rcal ticne 11 vectores caracterís­
ticos reales linealmente independientes y. por lo tanlO. por el teorema 6.3.2. es diagonalizable.
Se comenzara demostrando que los valores característicos dc una mHtriz simétrica real son

rcales.

TeOReMA a
e DEMOSTRACiÓN:

Sea A una matriz simétrica real de 11 x 11. Entonces los valores característicos de A son
reales.

Sea Á un valor característico de A con vector característico \'; es decir. Av = AV. El vector
\' está en C" y el producto in lema en C" (vea la definición 4.\1.1. página 432, y el ejemplo
4.11.2 satisface

(a x, y) = O'(x. y) y (x. ay) =a (x. y)

Entonces

(A\', v) = (Av. v) = Á(v, v)

Más aún, por el teorema 5.5.\ de la página 519, y el hecho de que A' = A

(Av, v) = (v. A'v) = (v, Av) = (v. Av) = I (\'. \,)

Igualando (2) Y(3) se tiene

(1)

(2)

(3)

Pero (v,v) = 11\'112 "* O yH que v es un vector característico. Entonces se pueden dividir
ambos lados de (4) entre (v, v) para obtener

Si A= a + ib. entonces I = a - ib Yde (5) se tiene

a+ib=a-ib (6)

lo que se cumple sólo si b = O. Esto muestra que A = a; por lo tanto Aes real y la de­
mostración queda completa.

Se vio en el tcorema 6. 1.3 de la púgina 526. que los vectores característicos correspondien­
tes a valores característicos diferentes son linealmente independientes. P,lT<1 matrices simétricas
rcales el resultado es mús poderoso: los l"I!ClOrI!S carac/erislicos de 1/1/(/ /IIatri: simétrica real
corrl!~po/ldiellfes a \"olores carac/erislicos dijerl!lIIes .1'0/1 or/ogollales..,---

Recuerde que A es S1melrlCiI SI y solo SI A' A
, Esta demostraoón USil maleroal de las secCIone, 4 11 Y5 5 Ydebe omitirse si no se cubrieror'l
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TeOREMA E3I

Valores característicos, vectores caracteristicos y formas canónicas

Sea A lIna matriz simétrica real de 11 X JI. Si "'1 YA, son valores característicos diferentes
con vectores característicos reales correspondientes \'1 y \', entonces \'1 y l', son ortogo­
nales.

L DEMOSTRACiÓN Se calcula

(7)

y

(8)

TeOREMA E:I

DeFINICiÓN a

Combinando (7) y (8). se tiene 1.. 1("1 . "z)= ),ivr . ",) y como Al -:¡. 1,.2 se concluye que
"1 . ", = O. Esto es 10 que se quería demostrar.

Ahora es posible establecer el resultado mús importante de esta sección. Su demostración,
que es dificil (y opcional). está dada al final.

Sea JI una matriz simétrica real de 11 X 11, entonces A tiene 11 vectores característicos
reales ortonormales.

Oh.\'I'ITlfdÓfI, De este teorema se deriva que la lllultiplicidad geométrica de cada valor caracte­

rístico de A es igual a su multiplicidad algebraica.

El teorema 3 dice que si A es simétrica. entoncesJ!' tiene una base B = JUI' ur .... u) que

consiste en vectores característicos ortonormales de A. Sea Q IH matriz cuyas columnas son "l'

u!, ... u". Entonces por el teorema 4.9.3. página 393. Qes una matriz ortogonal. Esto lleva a
la siguiente definición.

Matriz diagonalizable ortogonalmente

Se dice que una matriz A de 11 X 1/ es diagonalizablc ortogonalmcntc si existe una matriz
ortogonal Q tal que

Q'AQ~ O

donde D = diag (Al' J"T'" . A) YAl' 1,.2" .. , A" son valores característicos de A.

(9)

No(". Recuerde que Q es ortogonal si Q'
Q-IAQ =D.

Q-I; por 10 tanto (9) se puede escribir como

TeOREMA a Sea A una matriz real de 11 x 1/. Entonces A es diagonizable ortogonalmente si y sólo si
A es simétrica.
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Sea A simctrica. Entonces dc ilcucrdo con los teoremas 2 y 3. A es diagonizable ono­

gonalmente con la matriz Q cuyas column'ls son los "eclQres caracteristicos dados en
el teorema 3. Inversamente. supong;t que A es diagonizable ortogonalmente. Entonces
existe una matriz onogonal Q tal que eAQ "" D. Al multiplicar esta ecuación por la

izquierda de ºy por la derecha por e. y utilizando el hecho de que eQ "" QQ' "" l. se

obtiene

A = QDQ' (10)

EJEMPLO 1

Entonces A' "" (QDe)' "" (0')'/)'0' "" QDQ' "" A. Asi. A es simétrica y el teorema quedó.
demostmdo. En la ultima seric de ccuólcioncs se utiliz.... ron los hechos de que (AB)' = 8'A'

(parte ;1) del teorema 1.9.1. pagina 119]. (A')' "" A [parte;) del teorema 1.9.1) y [Y "" D
pan! cualquier matriz diagonal D.

Antes de dar ejemplos.. se proporciona el siguiente procedimiento de tres pasos par¡¡ encon­
tmr la matriz onogonal Qque diagonaliza la m.miz simétrica A.

Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizante Q

i. Encuentre una base para cada espacio Caractcrístico de A.
ii. Encuentre una base ortonormal para cada cspacio caracteristico de A usando el

proceso de Gram-Schmidt o algún otro.
iii. Escriba Qcomo la matriz cuyas columnas son los vcctorcscaracterísticosortonorma­

les obtenidos en el paso ii).

•
Diagonalización de una matriz simétrica de 2 x 2 usando una matriz ortogonal

( '-2) 1'-1.-21Sea A = . Entonces la ecuación C,lr;lctcrística de A es det ( A - AD = =
-2 J -2 3-1.

A! - 4A - I =O.quclienedosraicesA = (4:!: .fiO)/2 =(4:t 2J5)/2 = 2 ~ J5. Para Al =2 - J5 se

(
-' + 15 -2 1(x) (0) . . (2)obtiene (A - Al)" = r: .1 = . Un "ector caractenSllCO es \'! = _ r:

-2 1+...;, .\: O 1+..,¡S

r; [-,-15 -2 )[X) (0) ['-151Dcspués.paraA!=2+v5secalcul:.(A-A/),''''' r: I = .r"~= .
-2 I-...;s -"1 O 2

Obser"e que \'1 . \.! = O(lo que debe ser cierto segun el teorema 2). Entonces l"J = JIO - 2J5

de manera que u, = I [1-J5}- JIO-215 2



Por último,

y

Q

Q

I [2 1-15]
JIO-215 -1+15 2

I [2 1-15]
JIO-215 -1+15 2

Q'AQ I [210-215 1-15
1[210-215 1-15

-1 + 15]( 2 I - 15]2 -1+15 2
-1+15][ 4-215 -J-15]

2 -7+ J15 4+ 215

EJEMPLO 2

I (30-1415 O ] (2-15 O]10-215 O 10+615 ~ ° 2+15

Diagonalización de una matriz simétrica de 3 x 3 usando una matriz ortogonal

seaA=[; ~ ~].El1\OnCCSACSSilTletriCaYdet(A-A/)=5~A 5~A ~ =-(1...- lf
2 2 2 2 2 2-A

(A - 10). Se calculan los vectores caraeteriSlicos linealmente independientes correspondientes a

A~ L', ~[-i] Y', ~[-~J Cocccspondl,nte" Á ~ 10 ",nc""m" ',~[;J
Para encontrar Q. se aplica el proceso de Gram-Schmidt a {\'I' ")1, llna base para El' Como

[
-1/12]

Iv,l=fi,sehaccu , = ffi .Después

[
-1] [-1/12] [-1] [-1/2] [-1/2],;~"-(",,,)u,~ ~ - h ~/12 ~ ~ - ~2 ~ -~2

[
-1/2] [-1/312]

Entonces hl = J18/4 = 3fil2 Yu1 = 3h -1/2 = - IjJfi ' Esto se verifica observando

2 4/312

[
2/3]

que ul • u~ = O. Por ultimo. se tiene uJ = V 311" JI = 1v3 = 2/3 . También se puede verificar ob-

I/J

servando que u
l

• u, = Oy u
1

. u1 = O. Por lo tanto.
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[-I/J2 -1/3J2 2/3]
Q= -1~J2 -1/3J2 2/3

43J2 1/3
Y

[-J/J2 1/J2
Of·2r/

J2 -1/3J2 2/3]
Q' AQ = - 1/3J2 -1/3J2 ./3J2 • 5 2 -1/J2 -1/3J2 JI'- ,

JI' 2/3 1/3 222 O ./3J2 1/3-,

[ -1/J2 1/J2 O r/J2 -1/3J2 20/3] [1 O

I~]= -1/3J2 -1/3J2 43J2 1/J2 -1/3J2 20/3 = O 1
2/3 2/3 1/3 O 43J2 10/3 O O

En esta sección se h.m probado resultados pam matrices sirnctricas reales. Estos resulta­
dos se pueden extender a m:nrices complcj:1S. Si A = (u~) es una matriz compleja. entonces la
transpuesta conjugada de A. dcnot:ld.. por A·. cstú definida por el elememo ij de A· = a. La,
matriz A se denomina hermili:1II3 si A* = A. Resulta que los teoremas 1. 2 Y3 t<lmbién son
ciertos para las matrices hermilianas. Tod,I\'i;¡ más. si se define una matriz unitaria como una
matriz compleja U con U- = U-l. entonces usando la demostración dellcorema 4. se puede
demostrar que una nUllriz hermiliana es diagonalizable unitariamcntc. Estos hechos se dejan
como ejercicios (\'ea los problemas 17 a 19 de est" sección).

Se concluyc esta sección con una demostnlción dcl teorema 3.

Se demostrará que ¡¡ lodo valor característico Ade multiplicidad algebraica k. correspondcn k
vectorcs característicos ononormales. Este P¡ISO combinado con el teorema 2. dcmostrarú el tco­
rCIll:!. Sea 11 1 un vector característico de JI que corresponde ¡¡ Al' Se puede suponer que 11111 = l.
Tambien se puede suponer que tl l es real porquc Al es real y u l € N, - 1../ el espacio nulo de la
matriz rC<l1 A-A/ Este espacio nulo es un subespacio de I?' por el ejemplo 4.6.1 Odc la púginH
337. Oespues se observa que ~ulf se puede cxtender a llna b¡tse lul. \'!' \'.l•...• \") p¡lra 1::"". y
mediante el proceso de Gralll-Schrnidt esto se puede convenir en llna base ortonormal lUlo

u;..... 11). Sea Q la matriz Orlogon,tl cuyas columnas son 11 1, II
J
••••• u"' Por conl'cnicnci:1 de

notación sc escribc Q = (U I• 11...... u.,l. Ahor¡¡ bicn. Q es invcnible y Q' = Q '. dc m¡lIlcnt que
A es semejante a Q'AQ. y por" clleorcma 6.3.1. p:".gina 556. Q'AQ YA tienen el mismo polino­
mio caracteristico: IQ'AQ - ,,~ = lA - 1..11. Entonccs

u,
11'.

Q' =

u.

dc manera que

Q'AQ=

•
'le'a el PIt' de la Pd9' 526

el llE'ffiPO lo pefmte

,
u,

u; A(u l • U •• [
,

u,
u'

... u.)= :' (Au,. Au, ..... Au.)

u:
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[u; [A'
u;Au: U;AU_ju'

()'IU I, Au~. ... Au.l~ ! u~Au: u~Au~= !

u: u:Au: u:Au.

Los ceros aparecen porque u~u, = u, . ", = Osij# 1. Por aIro lado [O'AQI' = O'A'(O')' = Q'AQ.
Asi. Q'AQ es simétrica. lo que significa que debe haber ceros en el primer renglón de Q'AQ que
concuerden con los ceros de la primer:! columna. Entonces

\ O O O

O (fe: (jCJ q,"
Q'AQ= O q): (f33 lJ),¡

O l/.: '1.3 "-
Y

Al - A O O O

O lJ!2 - A q:J qt_

iO' AQ -)JI = O 9,: q'J -). q,.

O q.: 'Id '1- -A

'loo -1. q!J q:.

=(1., -1,) q): 'J_'J - le ... l/l• =(1.-1.,)IAf,,(I.)i

(J.: 'Id 'l. -1.

donde M, pI.) es el menor 1.1 de Q';lQ - 'Al. Si k = 1. no hay nada que demostrar. Si k > 1.
enlonces lA - AlI contiene el f;lctor (A - AY. y por lo tanto JQ';lQ - A~ lambien contiene el

factor (J. - A/. Entonces I"'IP.)I contiene el factor A - Al' lo que quiere decir que IMlIlA)1 =
O. Esto signific¡l quc las últimas 11 - I columnas de Q'AQ - A/ son lincalmcnte dependientes.
Como la primera columna de (lIlQ - Al/ es el vector cero. se tiene que (l AQ - 21/ contiene"
10 mús 11 - 2 columnas linealmente independientes. En otras palabras.. p(Q'AQ - 'A/) :s 11 - 2.
Pero Q'AQ - Al/ y JI - 'A/ son scmejanles: asi. del problema 6.3.23. p(A - 'A/) :s 11 - 2. Por

lo tanto. v(A - 'A/) ~ 2 lo que significo. que E i. = núcleo de (A - 'A/) contiene al menos dos

\'cetores c:lr.lctcrísticos linealmente independientes. Si k = 2. la dcmostración termina. Si k >
2. enlonces se toman dos \"cetores ortonormales u

l
• u~ en E i. Yse exp:lI1den a una nucva base

ortonormal lu,. u!," .. u.: pard y se dcfine P = lUlo u~.. " .. u.1. Entonces. justo como se
hizo. se demuestr.l que

1.
1

- A. O O O O

O Al - A. O O O

P'AP-AJ=
O O 13" - A ~" ~,-
O O ~" ~44 -}, ~..
O O ~"' ~". ~"" - 1.
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Como k > 2, queda demostrado. como antes. que el determinante de la rn,llriz elllre corchetes
es cero cuando A "=' )'1' lo cual demuestra que p(P';f P - Al) ::5 11 - 3 de manera qlle v( P'tI P ­
AlJ"=' v(A - Al) ~ 3. Entollces dim E ~, ~ 3. Yasi sucesivamente. Es evidcnte que se puede eon­
tilllwr este proceso para dcmostrarqtle dim E). "=' k. Por ültirno. en cada E~,; se puede encontrar
una base ortonormal. Esto completa la prueba.

AUTO EVALUACiÓN

Indi(IUC si los siguientes elluncill{los son verdaderos o (¡lisos.

1. Los valores caracteristicos de una matriz simétrica son reales.

11. Los \'ectores caracteristicos de una matriz simétrica son reales.

111. Toda matriz simétrica real es semejante a tilla matriz diagonal.

IV. Si la matriz real A se puede diagonalizar. entonces existe ulla matriz ortogonal Q tal
(Itle Q'AQ es diagonal.

V. Si A es real y simétrica, entonces existe una matriz ortogonal Q tal que Q'tlQ l'S dia­
gonal.

VI. Una matriz simétrica es hermitiana.

VII. Una matriz hermitiana es simetrica.

De los problemas I al 10 encuentre la matriz onogonal Q que diagoJ1¿lliza la matriz simétric<I
dacl;¡. Después verifique que Q'AQ = D. tina matriz diagonal cuyas componentes diHgonales
son los valores característicos de ti.

7.n-; ~]

3.(3-:)
-1 ,1. (~ _~)

5. [-: -: =:]
-1 -1 1

8. [-~ ~i -:]

2 (: ~)

6. [-; ~i -;]
.[~ ~ ~] 10.

1

-1

O

O

-1

O

O

O

•. [ 1-1)
-1 1

O O

O O

O O

O 2

11. Sea Q una matriz ortogonal simétrica. Demuestre que si Aes un valor caracteristico de Q.
enlonces A = ::!: l.

12. A es ortogolUlhnente semejante a B si cxiste lln;l matriz ortogonal Qtal que B = Q'AQ_ Su­
ponga que ti es ortogonalmente semejante a 8 y quc 13 es ortogonalmente semej,ll1te a C.

Demuestre que ti es ortogonalmente semejante a C.

. (" bJ13. Demuestre que SI Q= es ortogonal. entonces h = ::!:c. [slIgen-'llcia: escriba las ecua-
(' d

ciones que sc obtiencn de la ecuación Q'Q "=' JI.
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14. Suponga que A es una matriz simétrica real para la que todos sus valores caracteriSlicos
son cero. Demuestre que A es la matriz cero.

15. Demuestre que si una matriz rcal A de 2 x 2 tiene vectores característicos ortogonales.
entonces A es simétrica.

16. Sea A llna matriz rcal anlisimétrica (A' = -A). Demuestre que todo valor célracteristico de

A es de la forma iIT. donde (l' es un número rea1. Es decir. demuestre que todo valor carac­

terístico de A es /lIl número inwgirl.1rio.
*17. Demuestre que los valores característicos de una matriz hermitiana compleja de 11 X /1 son

reales [sl/gerellcia; ulilice el hecho de que en C" (Ax. y) = (x. A*Y)1.

*18. Si A es una matriz hermitiana de /1 X /1, demuestre que [os vcctores c¡¡racteristicos corres­
pondientes a valores característicos distintos son ortogonales.

**19. Repitiendo la demostración del teorema 3. pero sustituyendo v; por v; cuando sea conve­

niente. demuestre que cualquier matriz hermitialla de 11 X 11 tiene 11 vectores c<lracteristicos
ortononnales.

(
1 1-o ;J.20. Encuentre una matriz unitaria U tal que V* AVes diagonal. donde A =

1+ i

(
2 3 -5 3;).21. Haga lo mismo para A =

3 +3i

22. Demuestre que el determinante de una matriz hermitiana es real.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUAClóN

,. V 11. V 111. V IV. F v. V VI. F VII. F

• MATLAB 6.4

1. a) (Lápi: y papel) Si A es una matriz simétrica aleatoria de 11 x n. entonces se espera que

A tenga valores característicos distintos y que los vectores característicos asociados seall

ortogonales. Explique por qué se puede decir que se espera que exista una base ortonor­
mal para l!" que consiste en vectores caracteristicos de A.

b) Genere cinco matrices simétricas ale<ltorias A (no todas del mismo tamaJ1o) generando
matrices reales aleatorias B y después rormando A = triu(B) + triu(B)'. Para cada matriz

A generada, verifique lo que se espera según el inciso a). Verifique que existe una matriz
Qy una matriz diagonal D tales que A = QDQ'.

2. Si A es llna matriz de valores complejos. entonces A'" se puede encontrar como A' con
MATLAB. Genere una matriz A aleatoria de valores complejos de 4 X 4 (use A = B + i*C.

donde B y e son matrices aleatorias de valores reales encontradas con el comando rand).
Genere la matriz H = triu(A) + triu(A)'.

(() Verifique que Hes hermitiana. Encuentre los valores caracteristicos de H. Aun cuando H

es de valores complejos. ¿qué observa sobre los valores característicos?

h) Repita las instrucciones del problema 1de esta sección de MATLAB pero cambie la pa­
labra silllélrica por hermiliw/{/, cambie~ por {;" y cambie Q' por Q*.

3. Geometría Suponga que A es una matriz real simétrica de 2 x 2. Entonces existe una ma­
triz diagonal D y una matriz ortogonal Q tales que A = QDQ'.
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a) (/..Lipi= Y pllpe!) Como Qes ortogonal. se tiene que det(QJ es + lo bien -1. ¿Por '1m:? Se
S<lbe que si det(Q) = -l. al multiplicar U",l columna de Q por -1 se produce una nueva
Q que todavía es ortogonal pero que tiene det(Q) = 1. ¿Por qué? Explique por qué la
nueva Q todavia contiene una base ortonormal de vectores caracterislicos que estún en
correspondencia correcta con los valores característicos de D de manera que ¡j = QDQ'

para la nueva Q.

h) (Lúpi= y papel) Usando los hechos de que Q es ortogonal. que det (Q) = 1 Yque un
veClor de longitud I se puede escribir como (cos(S) seneS)) para algún ángulo 8. explique
por qué se puede escribir

~(ccs(e) -",o(el)
Q sen(e) ccs(e)

Verifique que Qes entonces una matriz de rotación.

e) (Ui¡Ji= y pape!) Combinando los resultados de los incisos al y h). se puede concluir que
una matriz A real simetrica de 2 X 2 se puede diagonalizar como A = QDQ'. donde Q

es una matriz de rotación. Esto permite dar una descripción de la geometria de la trans­
formación lineal determinada por 11, en terminas de rotaciones de la base est;indar y ex­
pansiones o compresiones si los v¡llores c¡lracteristicos de A son positivos. Expliquc esta
descripción interpretando primero]¡, acción de Q'. seguida de]¡l acción de D. seguida dc
la acción de Q.

ú) Para las siguientes matrices. describa la geometria de A como se hizo en el inciso d.
Utilice la descripción para bosquejar la imagen del círculo unitario después de aplicarle
I¡l transformación determinada por A. Ajuste Q si es necesario para que det (Q) = 1.
[Sugerencia: necesitará us<¡r la Q ajustada para encontrar el ángulo 8. Obsene que
0(2. I)/Q(I. 1) = tan(e). Utilice el comando atan de MATLAB. ajuste la respuesta agre­
g¡mdo II si los números en Q indican que el ángulo está en el segundo o tercer cuadrante.
y multiplique por ISO/n.]

A =( 2.75 -.433)ii.
-.433 2.25

111 FORMAS CUADRÁTICAS Y SECCIONES CÓNICAS

En esta sección se utiliza el material de la sección 6.4 para extraer información sobre [as gni­
ficas de ecuaciones cuadrÚtiC<lS. Las cClIHciones)' ]¡tS formas clladrúticas que se definen a con­
tinuación. surgen de muchas maneras. Por ejemplo. se pueden usar formas cuadrúticas para
obtener información sobre las secciones cónicas en ~ (circulas. parábolas. elipses. hipérbolas)
y extender esta leoria para describir cierlas superficies. denominadas slIperficit,s Clladrática.I·.

en VI. Estos temas se estudiarán mas adelante en esta sección. aunque en este le:.;to no se
analiZ¡lr:m. Las formas cuadráticas surgen en una gran variedad de aplicaciones que van de la
descripción de las funciones de costo en economia al ana lisis del control del recorrido de un
cohete en el esp<leio.
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DEfiNICiÓN a Ecuación cuadrática y forma cuadrática

i. Una ecuación cuadr.itica en dos \'ariables sin términos lineales es una ecuación de 1"
form:!

(1)

donde lal + Ibl + Id'* O. Esto es. al menos uno dc los números (l. h Yl' es diferente
de cero.

ii. Una forma euadroí.tica en dos rariables es una expresión de la forma

flx. y) = (H.J. + bxy + cJ~

dondc lal + Ibl + Id:¡o!: o,

(2)

Es evidente quc las ecuaciones y las lormas cUildnitieas tienen una fllerte relación, Se co·
l11enlani el ;lll;llisis de las form;lS cuadrúticas con un ejemplo sencillo.

Considere la forma cuadr.í.tiea F(x. y) = \..! - 4xy + 3y!. Se;ln \' =(x) y A =( I -2).
Y -2 3

Entonces

A""~(_~ -~)(:)tH-2::~:)t)
= (x! - 2x.d + (-2xy + 3.. ..!) = x! - 4xl' + 3.. 02 = F(x...·)

De esta manera se ha "represelltado"la forma CU;ldrútica F(x. y) mediante la matriz simétrica

A en el sentido de que

R.\". y) = ;/\,." (JI

De forma ill\ersa. si A es una malriz simetrica. entonces la ecuación (3) dcfine un;1 forma eua·
driltica flx. y) = Ih' . ,'.

Se puede representar R.\". y) por muchas matrices pero sólo por un;l matriz simetrica. P;ml ver

('a) .. ( I 3)esto. sea A = .... dondell + b = -4. Enlonces. ;/\,." = I1x..r). SI. por eJemplo. A = •
b .J -7 3

entonces Av = ( ..r + 3.1') y;l\' . \' = x! - 4.\")" + 3y~. Sin embargo. si insistimos en que ;/ SC<l
-h+3.1'

simétrica. entonces debe tenerse 11 + b = -4 Y(/ = b, Este par de ecuaciones tiene una solución
única ti = h = -2.

Si F(x. y) = {/.\~ + bxy + (1 02 es una forma cuadrútica. sea

A~( a b/2)
b/2 e
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Entonces

b!2)[X)] .[X) ~ [ax + (b!')Y] .[x)
e y y (/}/2).I" +(:1' y

Se regresa ahora a la ecuación cuadrútica (1). Usando (3), se puede escribir (1) como

/I\,·,'=d (5)

dOnde A es simetrica. Por el teorema 6.4.4. púgina 568. existe una matriz onogonal Q tal quc

Q'AQ = D. donde D = diag(A
I
, ),} y Al Y A, son valores característicos de A Entonces A =

QDQ' (recuerde que Q' = Q-I) Y(S) se puede escribir como

(QDQ"')'" = d

Pero del teorema S.5.1 de la púgina SI O. A" . ~' = \.. A'y. Así

Q(DQ'\')' r = DQ'~" Q'\'

de manera que (6) se convierte en

Sea l" = Q'\'. Entonccs \,' es un vector de 2 compOnentes y (8) se convierte en

1(\1

(7)

(H)

(9)

Considere (9) con mús detenimiento. Se puede escribir v' = (-~,) Como un<l matriz diagonal es

- . (a' O)simetric,l. (9) defme una forma cuadrÍltica F{x'. y') de las variables x' y r'. SI IJ =
. O ,."

[
a'

entonces f),,' = O O)[X'J [a'x') - " ,,[a'x') [X') ,,' "= y F{ x. 1') = Dv . v = . '. = ti X " + e' l' "
e' y' e'y" e' r' l" .

EJEMPLO 1

Es decir. F(x' . .1"') es I/lIa forl/lll cl/lldrútim ell /11 qu(' falw c1lálllill(J ('11 x'y'. Por lo tanto. la
ecuación (9) es Ulla ecuación cuadn'llica de las lllle\'as vari:lbles x' . .1" sin el término X'l·'.

Expresión de una forma cuadratica en las nuevas variables x' y y' sin el término x'y'

Considere la ecuación cuadrúlica x' - 4x.1" + 3.1" = 6. Corno se vio. 1:1 ecuación se puede escri­

bir en la forma Ax . x = 6. donde A = ( _ ~ ~~]. En el ejemplo 6.4.1 de la púgin:l 569 se vio

I d· . [, - J5 O]que A se puc< e mgonahzar a D = r: lIsando la matriz ortogonal
O 2 +..;5
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Enlonces

,.~(,.)~Q"_ I [2 -I+,[s)(,)
. y' . JIO-2)5 1-../5 1 Y

I [2'+(-I+,[s)!.]
JIO-2,[s (1-,[s)'+2"

y. para las nuevas variables. 1;1 ecuación se puede escribir como

(2 - ,[s)", + (2 + ,[s),., ~6

Se analiZ<Ir.', de nuevo la matriz Q. Como Q es re,ll y onogonal. I = del QQ~I = del Q(! =

del Q del Q' = del Qdel Q = (del Qf. Entonces del Q= ::!:: l. Si del Q = -l. se pueden inter­
cambiar los renglones de ºpara hacer el determinante de esta nueva Q igual a l. AsL se puede

(w,e -"'" eldemostrar (\'e;1 el problema 44) que Q = par.l algún numero econ O:s e< 21t.
sen e cose

Pero del ejemplo 5.1.8 de la púgina 462. esto significa que Qes una matriz de rotación. Por lo
l¡mto. se ha dClllostf;ldo el siguiente teorema.

TEOREMAD Teorema de 105 ejes principales en 1)2

Sea

tI.\-1 + bx)' + cJ-1 = ti (10)

una ecuación cuadrática en las variables x y y. Entonces ex.iste un numero único e en
[o. la) tal que la ecuación (10) se puede escribir en la forma

(I'x'! + (".r'~ = ti (11)

L. E,ES PRINClPAUS

donde x' y y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes x yJI un ángulo a en el sentido contra­
río a las mmlccillns del reloj. Más aún. los numeras ti' y e' son los valores característicos

de la matriz A= (b/2 b~2). Los ejes x' y y' se denominan ejes principales de la gráfica

la gráfie:1 de la ecuación euadr."uiea (10).

Se puede usar el teorema 1 p'lf:l identificar tres secciones cónicas imponanles. Recuerde
que las l"Cuaciones estándar de un circulo. elipse e hiperbola son

Circulo:

Elipse:

x: +.1': =/"1

XlI':
-+"--=1
(/ 1/

(12)

(13)

Hiperbola: o

(15)
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"'__ld_e_"_'_if_ic_a_C_iO_'"_d_e_u_"_a_h_i~p~é_rb_o~l~a__

ldenlifiquc la sección cónica cuya ecuación es

(16)

• Solución En el ejemplo Ise encontró que esto se puede escribir como (2 - 15)x'1 + (2 + 15).1"2 = 6, o sea

y" "

Ésta es la ecuación (15) con a = J6/{ 2 + 15) "" 1.19 Yb= J6/{ 15 - 2) "= 5.04. Como

1 ( 2 1- J5]
Q~ )1O-2J5 -1+J5 2

y det Q = l. se tiene. usando el problema 44 y el hecho de quc 1 y -1 + 15 son positivos.

2
cose = - 0.85065

)10 - 2J5
Entonces e estú en el primer cuadT:lnte. y utilizando una calculadora. se encuentra que 8 '"
0.5536 nlll '" 31.r. Por lo tanto. (16) es la ecuación de una hipérbola estúndar rotada un úngulo

de 31.r (vea la figura 6.1 l.
l'

Figura 6.1
la hipérbola
x'-4xy+3y'=6

EJEMPLO 3 Una elipse

-10

I

. "\ 10
,,

,,

(-,160)'..

'.. (,160)
,,

-ID

~-r" x'

31.7"

10

Identifique la sección cónica cuya ecuación es

(17)

• So/udó/l En estc caso A = ( 5 -1 J. los valores característicos de A son Al = 4 YA, = 6 y dos vectores ca-
-1 5 -

metedst;eo, ortono,"nlcs son " ~ (:;~] Y', {:;~} Enlo<"" Q~ (:;~ _:;~}
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Antes de cot1linuar. debe observ,Hse que det Q= -l. Para que Qsea una matriz de rotación es
necesario que det Q = 1. Esto se logra fútilmente invirtiendo los vectores característicos. Así.

" h"" A, =6. A, =4. " =[-:;Jzl "=[:;Jz) y Q=[_ :;Jz :;Jz} "ha", del Q = 1.

Entonces D = (~ ~Jy (17) se puede expresar como Dv . \' = 4 o

6x'~ + 4y'~ = 4

donde

«) =Q' (x) =(1/12 -1/12)(x) =(1/12 x- 1/12Y )
ly ) 1/12 1/12 ly 1/12.1 + 1/12y

( 18)

Figura 6.2
La elipse
5x1-2xy+5y 00 4

Rescribiendo (18). se obtiene x'!j(1.) + y'~ /1 = 1. que es la ecuación (13) con a= .Jf y b = 1. Mús

aün. como l/Ji. > Oy -1/J2 < O. del problema 44. se ticne 1) =2n - eos- l (1/J2") =2n - n/4 =

7n/4 = 315°. Por lo tanto (17) es la ecuación de llna elipse est¡Índar rotada un úngulo de 315 0

(o 450 en el sentido de las manecillas del reloj) (vea la figura 6.2).

.' ,
,~

1 "

+---+~.+'-+-o=--+--.. ,

1/;0;·".,Jf." ,

,,' "'l"

~L_u_n_a_s_e_(_(_io_' n_(_ó_n_i(_a_d_e_g~e_n_e_ra_d_a__

Identifique la sección cónica cuya ecuación es

• Solución

-5x2 + 2.\"1' -5/ = 4

Haciendo referencia al ejemplo 3. la ecuación (19) se puede volver a escribir como

-6x'~ - 4.l"~ = 4

(19)

120)

Corno para cualesquiera números reales x' y .1". -6.\"'~ -4.1.'2 ~ O. se ve que no existen Illimeros
reales x y.r que satisfagan (19). La sección cónic,l definida por (19) se denomina secciún cúnica
dcgcnenldll.

Existe llna manera sencilla de identificar la sección cónica definida por

. (aSI A= /
b 2

6/2) 1 .. .. d. entonces a eClWClOl1 canlctenstlca e A es,
"-~ - (a + c),,- + (ae - M4) = O= ("- - )'1)( "- - l.)

(21)



Esto significa que A},! :: (le - 1r¡4. Pero como se ha vis!O. la ecuación (11) se puede volver a
escribir como

(22)

EJEMPLO 5

Si Al Y A! tienen el mismo signo. entonces (11) define una elipse (o un círculo) O una cónica
degcllcr:ld¡¡ como en los cjemplos 3 y 4, Si )'1 Y A, lÍenell signo contrario. entonces (21) es la
ccu¡lción de una hipérbola (como en el [ejemplo 2), Por lo tanto. sc puede probar el teorema I
que se expuso más arriba.

¡\'(J(fI. En el ejemplo 1 se tenia det A = lI(' - h:/4 = -l. En los ejemplos 3 y 4 se tenia del A = 14.

Los mclodos que acaban de dcscribirse se pueden usar para analiZ¡lr las ecuaciones cuadráticas

en m:'ts de dos variables. A COlllinuación se proporciona un ejemplo.

Una elipsoide

Considere la ecuación cuadrútica

Si A - [~ ¡~] Y' - [;}ntonees (13) se puede ""ibi"" 1" fonn"

Al" l':: 100

Del ejemplo de la púgina 570. Q' AQ = O = [~ ~ ~]. donde

O O 10

(23)

(24)

Sea

[
X'] [ -I/fi,'= y' =Q"-= -1/3fi
.' ,/.- - ,

I/fi
-1/3fi

2/3

(I/fi)x + (l/fi)y
-(1M), - (1M)Y+ (4/Jfi),

(2/3)x +(2/3)) +(1/3),

EnlonCes. como antes. A = QDe y Al" l' = QDQ'l" l' = DQ'l" Q'l' = Dl" . l', Por lo lanto.
(14) se puede escribir en lerminos de las nue\'i1S \'ariables x', y'. =' como D," . l" = 100. o sea

x'! + y'! + 10=': = 100 (25)
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En (23 la superficie definida por (25) se denomina elipsoide (vea la figura 6.3).
z

Figura 6.3
El elipsoide 5x2 + 8xy +
5)1' + 4xz + 4yz +
2z2= 100, que se puede
escribir en las nuevas
variables como
x" + y'2 + 10Z'2 = 100.

x

DEFINICiÓN E:I

y'2 + y'2 + IOz'2 = lOO

Existe una gran variedad de superficies de tres dimensiones de la forma Av . v = d, donde v E

(22. Esas superficies se denominan superficies cuadráticas.
Podemos cerrar esta sección con la observación de que las formas cuadráticas se pueden

definir en términos de cualquier número de variables.

Forma cuadrática

Sea v ~ [ ~:1 y sea A una matriz simétrica de n X n. Entonces una forma cuadrática en x"

x 2' ••• , x/1 es una expresión de la forma

EJEMPLO 6

F(x¡, x 2' ••• ,x,) = Av' v

Una forma cuadrática en cuatro variables

(26)

Sea

Entonces

A = [ ~ -~ ~ -~] y v = ::
2 6 7 -1 x

3

-2 5 -1 3 x
4



EJEMPLO 7

... Solución

problemas 6,5
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= 2X¡2 + 2x¡x2 - 4x~ + 4x¡x3 + l2x2x
3

+7x~ - 4x¡x4 + IOx2x4 - 2X3X4 + 3x~

(después de simplificar).

Una matriz simétrica que corresponde a una forma cuadrática en cuatro variables

Encuentre la matriz simétrica A que corresponde a la forma cuadrática

Si A = (a), entonces, observando los eJ'emplos anteriores de esta sección, se ve que a es el co-
l} 11

eficiente del término x 2 y a + a es el coeficiente del término xx. Como A es simétrica, a =
1 lJ )l I .1 1J

a .. ; así, a.. = a .. = -2' (coeficientes del término xx). Uniendo todo esto se obtiene
JI IJ Jf I }

A=[-~
J. 4

-~]
2

4 _1-
2

1- 2
2

_l. 2 32 2

AUTO EVALUACiÓN

Elija el inciso que mejor responda a lo planteado en el enunciado.

1. Si A es una matriz simétrica real con dos valores característicos positivos, entonces
Av . v = d > Oes la ecuación de

a) una parábola b) una elipse e) una hipérbola d) dos rectas e) ninguna de
las anteriores

11. Si A es una matriz simétrica real con un valor característico positivo y otro negativo,
entonces Av' v = d> Oes la ecuación de

a) una parábola b) una elipse e) una hipérbola d) dos rectas e) ninguna de
las anteriores

111. Si A es una matriz simétrica real con un valor característico positivo y uno igual a cero,
entonces Av . v = d> Oes la ecuación de

a) una parábola b) una elipse e) una hipérbola d) dos rectas e) ninguna de
las anteriores

IV. Si A es una matriz simétrica real con dos valores característicos negativos, entonces
Av' v = d> Oes la ecuación de

a) una parábola b) una elipse e) una hipérbola d) dos rectas e) ninguna de
las anteriores
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De los problemas 1 al 17 escriba la ecuación cuadrática en la forma Av' v = d (donde A es una
matriz simétrica) y elimine el término xy rotando los ejes un ángulo 8. Escriba la ecuación en
términos de las nuevas variables e identifique la sección cónica obtenida.

1. 3x 2
- 2.ry - 5 = O 2. 4x2 + 4.ry + l = 9 3. 3x2 + 2.ry + 3y2 =5

4. 4x2+4.ry-/ =9 5. xy = 1 6. 3.ry = 1

7. .ry = a; a> O 8. 4x2 +2.ry+3/ +2=0 9. xy = a; a < O

10. x2 + 4xy + 4l - 6 = O 11. -x2+2.ry-l=0 12. 2x2 + xy + y 2 =4

13. x2 -2.ry+3l =5 14. 3x2 -6.ry+5/ =36 15. x2 - 3xy + 4l = 1

16. x2 +.ry+ / =5 17. 6x2+5.ry-6/ +7=0

18. ¿Cuáles son las formas posibles de la gráfica de ax2+ bxy + ey2 = O?

De los problemas 19 al 23 escriba la forma cuadrática en términos de las nuevas variables x', y'

Yz' de manera que no estén presentes los términos de productos cruzados (xy, xz, yz).

19. x2 - 2xy + y2 - 2xz - 2yz + Z2

21. x2+ xy + y2 + 3xz + Z2

23. x2 - 2xy + 2y2 - 2yz + Z2

20. - x2+ 4xy - y2 + 4xz + 4yz + Z2

22. 3x2+ 4xy + 2y2+ 4xz + 4z2

De los problemas 24 al26 encuentre una matriz simétrica A tal que la forma cuadrática se pue­
da escribir en la forma Ax . x.

26. 3X¡2 -7x¡x2 - 2x~ + x¡x
3

- X
2
X

3
+ 3x: - 2x¡x

4
+ X2X

4
.- 4X

3
X

4
- 6x~

+ 3x¡xS - 5x3xS + x4 X
S

- x~

27. Suponga que para algún valor de d diferente de cero, la gráfica de ax2+ bxy + el = des
una hipérbola. Demuestre que la gráfica es una hipérbola para cualquier otro valor de d

diferente de cero.

28. Demuestre que si a * e, el término xy en la ecuación cuadrática (1) se elimina rotando un
ángulo O, si 8 está dado por cot 28 = (a - e)/b.

29. Demuestre que si a = e en el problema 28, entonces el término xy se elimina rotando un
ángulo rr/4 o un ángulo -rr/4.

*30. Suponga que una rotación convierte a ax2+ b.ry + el en a'( X,)2 + b'( x'y') + e'(y'r .
Demuestre que:

a) a + e = a' + e' b) b2 - 4ae = b'2 - 4a'e'

31. Se dice que una forma cuadrática F(x) = F(x¡, x2' ... ,x,,) es positiva definida si F(x) 2': O

para toda x E l!" y F(x) = Osi y sólo si x = O. Demuestre que F es positiva definida si y sólo
si la matriz simétrica A asociada a F tiene valores característicos positivos.

32. Se dice que una forma cuadrática F(x) es positiva semidefinida si F(x) 2': Opara todo x E P'.
Demuestre que F es positiva semidefinida si y sólo si los valores característicos de la matriz
simétrica asociada a F son todos no negativos.
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Las definiciones de negativa definida y negativa semidefinida son las definiciones en los proble­

mas 31 y 32 sustituyendo 2:: Opor ::::: O. Una forma cuadrática es indefinida si no es de los tipos

anteriores. De los problemas 33 al 43 determine si la forma cuadrática dada es positiva defini­
da, positiva semidefinida, negativa definida, negativa semidefinida o indefinida.

33. 3x2+ 2y2 34. x2 - y2

37. 3x2 - 20xy + y2 38. x2+ 2xy + 2y2

41. -x2+4xy-3y2 42. -2x2+xy-2y2

35. - 3x2 - 3y2

39. x 2 - 2xy + 2y2

43. - x2+ 2xy - 2y2

36. 3x2 - 2y2

40. x2- 4xy + 3y2

*44. Sea Q= (: ~) una matriz ortogonal real con det Q = 1. Defina el número e E [O, 2IT]:

a) Si a 2:: Oy e > O, entonces e = -cos- I a (O < e::::: n/2).

h) Sia2::0yc<0,entoncese=2re-cos-la (3re/2 :::::e< 2re).

e) Si a::::: Oy e > O, entonces e = cos- I a (re/2 ::::: e < n).

d) Si a ::::: Oy e < O, entonces e = 2re - cos- l a (re < e ::::: 3re/2).

e) Si a = 1 y e = O, entonces e = o.
j) Si a = -1 y e = O, entonces e = n

(Aquí cos -IX E [O, re] para X E [-1, 1].) Si se elige e como se describió, demuestre que

Q = (cose -sene]
sene cose

45. Demuestre, utilizando la fórmula (22), que la ecuación (21) es la ecuación de dos rectas en

el plano xy cuando d = Oy det A *- O. Si det A = d = O, demuestre que la ecuación (21) es
la ecuación de una sola recta.

46. Sea A la representación matricial simétrica de la ecuación cuadrática (1) con d*- O. Sean Al

y 11,2 los valores característicos de A. Demuestre que (1) es la ecuación de a) una hipérbola

si \11,2 < Oy b) un círculo, elipse o sección cónica degenerada si Al y 11,2> O.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

l. h)

• MAllAB 6.5

11. e) 111. á) IV. e)

Para cada ecuación cuadrática dada en los siguientes problemas:

a) Encuentre una matriz simétrica A tal que la ecuación se pueda escribir como Av' v = d.

h) Encuentre los valores y vectores característicos de A formando fQ,DJ = eig(A).

e) Si det (Q) = -1, ajuste Q de manera adecuada para que det(Q) = I [consulte la pre­

sentación en los ejemplos 2 y 3 de esta sección o la presentación en el problema 3a) de

MATLAB 6.4]. Utilizando la Q ajustada, encuentre el ángulo de rotación e (recuerde
que el comando acos de MATLAB encuentra el coseno inverso y el comando atan en­

cuentra la tangente inversa de un ángulo. Se pueden convertir medidas en radianes a
grados multiplicando por ISO/re. La variable pi es parte de las definiciones de MATLAB
y tiene el valor re).
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d) Reescriba la ecuación en la forma a' X'2 + b'y'2 = d e identifique el tipo de sección cóni­
ca descrita por la ecuación. Verifique el resultado del teorema 2.

e) (Lápiz y papel) Usando el ángulo de rotación 8 y rescribiendo la ecuación del inciso
d), bosqueje la sección cónica descrita por la ecuación original. En el bosquejo indique
la parte de la geometría del díbujo que se obtiene con el conocimiento de los valores
característicos.

1. Trabaje el problema 12.

2. Trabaje el problema 10.

3. Trabaje el problema 5.

4. Trabaje el problema 15.

DI fORMA CANÓNICA DE JORDAN

Ya se ha visto que las matrices de n X n con n vectores caracterís.ticos linealmente independientes
se pueden expresar en una forma especialmente sencilla por medio de una transformación de
semejanza. Por suerte, como "la mayor parte" de los polinomios tienen raíces diferentes, "la
mayor parte" de las matrices tendrán valores característicos distintos. Sin embargo, como se
verá en la sección 6.7, las matrices que no son díagonalizables (es decir, que no tienen n vectores
característicos linealmente independientes) surgen en la práctica. En este caso, aún es posible
demostrar que la matriz es semejante a otra, una matriz más sencilla, pero la nueva matriz no

es diagonal y la matriz de transformación e es más difícil de obtener.
Para analizar bien este caso, se define la matriz N

k
como la matriz de k X k

O l O O

O O I O

N = (1)
k

O O O I

O O O O

MATRIZ DE

BLOQUES

DE JORDAN
[:---

Observe que N
k

es la matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en otra parte.
Para un escalar dado "A se define la matriz de bloques de Jordant B("A) por

"A 1 O O O

O "A 1 O O

B("A)=IJ+Nk = (2)

O O "A l

O O O "A

Es decir, BeA) es la matriz de k X k con el escalar Aen la diagonal, unos arriba de la diagonal
y ceros en otra parte.

•
t Denominada así en honor del matemático francés Camille Jordan (1838-1922). Los resultados en esta sección apare­

cieron por primera vez en el brillante trabajo de Jordan Traité des substitutions et des équations algebriques (Tratado
sobre sustituciones y ecuaciones algebraicas), publicado en 1870



MATRIZ DE

JORDAN

6.6 Forma canónica de Jordan 587

Nota. Se puede (y con frecuencia se hará) tener una matriz de bloques de lardan de 1 X 1. Esa
matriz toma la forma B(A) = (A).

Por último, una matriz de Jordan 1 tiene la forma

j=

o O

EJEMPLO 1

donde cada B{A) es una matriz de bloques de lardan. Entonces una matriz de lordan es una
} }

matriz que tiene en la diagonal matrices de bloques de lordan y ceros en otra parte.

Tres matrices de Jordan

Los siguientes ejemplos son matrices de lardan. Los bloques de lardan se marcaron con líneas
punteadas:

[
2 1: O]

L H~-~ iL

-3: O O O O
---1------------ 1

O: -3 1 O I O
I I

O: O -3 1: O
I I

O: O O -3: O
------------>--

O O O 0:7

iiL

4 1: O O O O O
I

O 4:0 O O O O
----..,--------,
00:3 1 0:0 O
O 0:0 3 1:0 O

I I

O O: O O 3: O O
1 --1-----

O O O O 0:5
I

O O O O 0:0 5

EJEMPLO 2 Matrices de Jordan de 2 x 2

EJEMPLO 3

Las únicas matrices de lardan de 2 X 2 son [~I
meros A, y 1..2 pueden ser iguales.

Matrices de Jordan de 3 x 3

OJy (A 1J. En la primera matriz los nú-
1..2 O A

Las únicas matrices de lardan de 3 X 3 son

[~
O

~][~
O

~] [~' ~][~ ~,]1..2 1..2 \ Al
O A3 O O A2 O O A2 O O

donde no es necesario que Al' A2 YA
3

sean distintos.

El siguiente resultado es uno de los teoremas más importantes en la teoría de matrices.
Aunque su prueba queda fuera del alcance de este libro,t se demostrará para el caso de 2 X 2
(vea el teorema 3) y se sugiere una demostración para el caso de 3 X 3 en el problema 22.

-----t Vea la demostración en G. Birkhoffy S. MacLane, A 5urvey of Modern Algebra, 3a., Nueva York, Macmillan, 1965,
p.311
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Sea A una matriz real o compleja de n X n. Entonces existe una matriz C compleja in­
vertible de n x n tal que

C-'AC = J (3)

donde J es una matriz de lardan cuyos elementos en la diagonal son los valores carac­
terísticos de A. Más aún, la matriz de lardan J es única excepto por el orden en el que
aparecen los bloques de lardan.

Nota J. La matriz C en el teorema 1 no necesita ser única.

Nota 2. La última afirmación del teorema significa, por ejemplo, que si A es similar a

J =
I

entonces A también es similar a

2 1:0 O O O
I

02:0000
-----1-------,
00:3 10:0

, I

00'031,0, ,

I ,

O O :_~_.?__ ~_:_~

O O O O 0:4

J =
2

3 1 0:0 O O,
031:000,
O O 3:0 O O
-------'--1

000:4:00
O O O -0-:-2--1

,

O O O 0:0 2

y J =
3

4:0 O O O O
- -1- - - __ ,

0:2 1'0 O O
I '

0:02:000_____ ...J _

O O 0:3 l O,
O O 0:0 3 1,
O O O: O O 3

DEFINICIÓN a
ya otras tres matrices de lordan. Es decir, los bloques de lardan reales permanecen iguales pero
el orden en el que están escritos puede cambiar.

Forma canónica de Jordan
La matriz J en el teorema 1 se denomina la forma canónica de Jordan de A.

Observación. Si A es diagonalizable, entonces J = D = diag(\, A
2

, ... , A), donde \' A2, ••• , \,

son los valores característicos (no necesariamente distintos) de A. Cada elemento en la diago­
nal es una matriz de bloques de lardan de 1 X l.

Ahora se verá el procedimiento para calcular la forma canónica de lardan de cualquier
matriz de 2 x 2. Si A tiene dos vectores característicos linealmente independientes, ya sabemos
qué hacer. Por lo tanto, el único caso de interés ocurre cuando A tiene sólo un vector carac­
terístico A de multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica l. Es decir, se supone que
A tiene un único vector característico independiente VI correspondiente a A. Esto es: cualquier

vector que no es un múltiplo de v, no es un vector característico.
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Suponga que A la matriz de 2 X 2 tiene un valor característico Ade multiplicidad alge­
braica 2 y multiplicidad geométrica l. Sea VI un vector característico correspondiente a
A. Entonces existe un vector v

2
que satisface la ecuación

(4)

I,¡¡¡ DEMOSTRACIÓN Sea x E C2 un vector fijo que no es múltiplo de VI de manera que x no es un vector ca­
racterístico de A. Primero se demuestra que

w = (A - AI)x (5)

es un vector característico de A. Esto es, debe demostrarse que w = cV I para alguna
constante c. Como W E C2 y VI Yx son linealmente independíentes, existen constantes
c

l
y c

2
tales que

(6)

Para demostrar que W es un vector característico Je A debe demostrarse que c2 = O. De
(5) y (6) se encuentra que

(7)

Sea E = A - (A + c
2
)!. Entonces de (7)

(8)

Si se supone que c2*O, entonces A+ c2*Ay A+ c2no es un valor característico de A

(ya que Aes el único valor característico de A). Así, det E = det [A - (A + c2)1] *O, lo
que significa que E es invertible. Por lo tantO, (8) se puede escribir como

(9)

Entonces, multiplicando ambos lados de (9) por A, se tiene

Pero E = A - (A + c)I, de manera que

A = E + (A + c)I

Al insertar (11) en (lO) se obtiene

Ax = cIE-I[E + (A + c)1]v I

= cY + (A + c2)E- I]v¡

Pero utilizando (9), clE-lv l = x de manera que (12) se convierte en

AX = CIV I + (A + c)x = CIV 1 + c2x + AX

(10)

(11)

(12)
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o bien

(13)

Pero VI Yx son linealmente independientes, lo que hace que CI = C2 = O. Esto contradice
la suposición de que c2 =1- O. Entonces c2 = OYpor (6), w es un múltiplo de VI por lo que
W = CIVI es un vector característico de A. Más aún, W =1- Oya que si w = O, entonces (5)
dice que x es un vector característico de A. Por lo tanto, c

I
=1- o. Sea

1
v =-x

2 C
I

Entonces (A - Ai)v2 = (1/cI)(A- Ai)x = (1/cI)w = VI. Esto prueba el teorema.

(14)

DEFINICIÓN El

EJEMPLO 4

Vector característico generalizado

Sea A una matriz de 2 X 2 con un solo valor característico A que tiene multiplicidad
geométrica 1. Sea VI un vector característico de A. Entonces el vector v2 definido por
(A - AI)v

2
= VI se denomina vector característico generalizado de A correspondiente al

valor característico A.

Vector característico generalizado

Sea A = (3 -2). La ecuación característica de A es A2+ 2A + I = (A + I)Z = O, de manera que
8 -5

A = - I es un valor característico de multiplicidad algebraica 2. Entonces

Esto lleva al vector característico VI = (~). No existe otro vector característico linealmente inde­

pendiente. Para encontrar un vector característico generalizado v
2

se calcula (A + J)v2 = VI o

(: =~J(:J = G)' lo que da el sistema

4x
I

- 2x
2

= 1

8x
I

- 4x
2

= 2

La segunda ecuación es el doble de la primera, por lo que x
2

se puede elegir arbitrariamente y

XI = (1 + 2x2 )/4 . Por lo tanto, una elección posible para V2 es V 2 = ( ~ ].

La razón para encontrar vectores característicos generalizados está dada en el siguiente
teorema.
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TEOREMA a

I! DEMOSTRACIÓN

EJEMPLO 5

6.6 Forma canónica de Jordan 591

Suponga que A, A, VI Yv
2

están definidos como en el teorema 2 y sea C la matriz cuyas

columnas son VI y v2• Entonces C-IAC = J, donde J = (~ ~) es la forma canónica

de lardan de A.

Como VI Yv
2
son linealmente independientes, se ve que Ces invertible. Después se observa

queAC= A(vl,v2) = (AvI'Av2) = (Avl,AvJPerodelaecuación(4),Av2 = VI +Av2demanera

que AC = (AVI, VI + Av2). Pero CJ = (VI' V2{ ~ ~) = (AVI, VI + AV2). Entonces AC = CJ,

lo que significa que C-IAC = Jy el teorema queda probado.

Forma canónica de Jordan de una matriz de 2 x 2

En el ejemplo 4, VI = (~). v2 = (~) Entonces, C = (~ ~). el = - 2(_~

[O 1-](3 -2)[ l· 1-]C-IAC - 2 4

4 -2 8 -5 2 °
=(0 +)(-1 ¿)=(-1

4 -2 -2 2 o

Es posible generalizar el método que se acaba de describir para obtener la forma canónica
de lardan de cualquier matriz. No se hará aquí, pero se sugiere una generalización en el proble­
ma 22. Aunque no se demostrará este hecho, siempre es posible determinar el número de unos
arriba de la diagonal en la forma canónica de lardan de una matriz A de n X n. Sea A¡ un valor
característico de A con multiplicidad algebraica r¡ y multiplicidad geométrica Sí Sí Al' A2, ••• , Ak

son los valores característicos de A, entonces

Número de unos arriba de la diagonal

de la forma canónica de Jordan de A

=(~ -sl)+h -s2)+···+h -Sk) (15)

i = 1 i= 1 i=1

EJEMPLO 6

Si se conoce la ecuación característica de una matriz A, entonces se pueden determinar las
posibles formas canónicas de lardan de A.

Determinación de las posibles formas canónicas de Jordan

de una matriz de 4 x 4 con ecuación característica dada

Si el polinomio característico de A es (A - 2)3 (A + 3), entonces las posibles formas canónicas

de lardan de A son

J =[~H~] [~ ~ ~ ~], [~ ~ r ~]
O O O -3 O O O -3 O O O -3
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o cualquier matriz obtenida reacomodando los bloques de Jordan en J La primera matriz
corresponde a una multiplicidad geométrica de 3 (para A = 2); la segunda corresponde a una
multiplicidad geométrica de 2, y la tercera a una multiplicidad geométrica de 1.

problemas 6.6

AUTO EVALUACiÓN

1. ¿Cuál de las siguientes no es matriz de Jordan?

al l~ H) bl l~ ~ ~) el lH~) ~ lH ~)
De los siguientes enunciados, indique en cada caso si es verdadero o falso.

11. Toda matriz es similar a una matriz de Jordan.

111. Suponga que A es una matriz de 2 x 2 que tiene el valor característico correspondiente VI'

Entonces existe un vector v
2

que satisface la ecuación (A - iI)v
2

= VI'

IV. Suponga que A es una matriz de 2 X 2 cuyo polinomio característico es (A - 2I)2 tal que la
multiplicidad geométrica de 2 es 1. Entonces, si VI es un vector característico de A, existe un
vector v

2
que satisface la ecuación (A - 2I)v

2
= VI'

De los problemas l al 17 determine si la matriz dada es una matriz de Jordan.

1. (~ -~ J 2. (~ ~J 3. (~ ~J e 2J l~
o

r)4. o 1 5. 3

o

[¡
2

~) 7·l: 1

~) l:
1

~] [~
o

~] [¡
1

r:6. 3 3 8. 3 9. 3 10. 3

o o o o o

1 o o o o 1 o o o o

[¡
o

r: [¡
1

:]
o 2 1 o o o 1 2 o o

11. 3 12. 1 13. o o 2 1 o 14. o o 1 2 o
o o o o o 2 o o o o 1 o

o o o o 2 o o o o I

2 o o o o a O O O O a l O O O

O 3 1 O O O b O O O O a O O O

15. O O 3 O O 16. O O e O O 17. O O e 1 O

O O O 5 1 O O O d O O O O e 1

O O O O 5 O O O O e O O O O e
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De los problemas 18 al2l encuentre una matriz invertible e que transforme la matriz de 2 X 2
a su forma canónica de lardan.

18. (~ ~J (
-12 7J19.
-7 2 (

-lO -7J20.
7 2 (4 -lJ21.

1 2

31. (A - W(A + 4)

34. (A - 6)(A + 7)4

*22. Sea A una matriz de 3 X 3. Suponga que A es un valor característico de A con multiplicidad

algebraica 3 y multiplicidad geométrica 1 y sea VI el vector característico correspondiente.

a) Demuestre que existe una solución, vl ' al sistema (A - AI)vl = VI tal que VI y vl son
linealmente independientes.

b) Con vl definido en el inciso a), demuestre que existe una solución, v3' al sistema
(A - AI)v3 = v

l
tal que VI' v

l
y v3son linealmente independientes.

e) Demuestre que si e es una matriz cuyas columnas son VI' v2 y v3' entonces

C'AC~[~ ~ ~J
23. Aplique el procedimiento descrito en el problem: 22:ar: reducir la matriz A = [=~ -~]

. -1 -2

mediante una transformación de semejanza a su forma canónica de lardan.

24. Haga lo mismo para A = [= ~ =~ =~].
2 3 2

[

-1 -18 -7]
25. Haga lo mismo para A = 1 -13 -4 .

-1 25 8

26. Una matriz A de n X n es nilpotente si existe un entero k tal que Ak = O. Si k es el entero más

pequeño de este tipo, entonces k se denomina índice de nilpotencia de A. Demuestre que si
k es el índice de nilpotencia de A y si rn ;::::: k, entonces AIII = O.

*27. Sea N
k

la matriz definida por la ecuación (1). Demuestre que N
k

es nilpotente con índice de
nilpotencia k.

28. Escriba todas las matrices de lardan de 4 X 4 posibles.

De los problemas 29 al 36 está dado el polinomio característico de una matriz A. Escriba todas

las posibles formas canónicas de lardan de A.

29. (A+ 1)2(A-2? 30. (A-1)3(A+ 1)2

32. (A - 3)4 33. (A - 4)3 (A + 3)2

35. (A - 2)(A + 2)5 36. (A + 7)5

37. Usando la forma canónica de lardan, demuestre que para cualquier matriz A de n X n,

det A = Al' Al' ... , A", donde \, A2, ... , A" son los valores característicos de A.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. b) 11. V III.F IV. V
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• MATLAB 6.6

1. a) Sea A = CJC-I , donde C y J están dados enseguida.

J=[~ ~ ~ ~] C=[~ ~ ~ -~]
0031' 243 O

0003 1336

i. Verifique que las columnas l y 2 de C son los vectores característicos de A con valor
característico A = 2 (utilice la matriz A - 2I).

ji. Verifique que la columna 3 de C es un vector característico de A con valor caracte­
rístico ¡.t = 3 (use la matriz A - 3I). Verifique que la columna 4 de C no es un vector
característico de A con valor característico ¡.t = 3 pero que (A - 3I) veces la columna
4 es un vector característico; es decir, verifique que (A - 3I)2 (columna 4) = O. La
columna 4 de C se denomina vector característico generalizado para A con valor ca­
racterístico ¡.t = 3.

m. Repita para otra matriz invertible C de 4 X 4 (use la misma 1).

iv. (Lápiz y papel) Explique por qué se puede decir que A= 2 es un valor característico
de A con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 2 y que ¡.t = 3 es un
valor característico de A con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1.

b) Para la J que sigue y la matriz C dada en el inciso a), forme A = CJC-I.

Para k = 1, ... ,4, sea c
k

la k-ésima columna de C.
i. Verifique que (A - 3I)c¡ = O, (A - 3I)2c2 = O, (A - 3I)3c3 = OY(A - 3I)c

4
= O. ¿Cuá­

les de las columnas de C son vectores característicos de A? ¿Cuáles de las columnas
de C son vectores característicos generalizados de A?

ji. Repita para otra matriz invertible C de 4 X 4.

11I. (Lápiz y papel) Explique por qué se puede decir que A= 3 es un valor característico
de A con multiplicidad algebraica 4 y multiplicidad geométrica 2.

e) Forme A = CJC-l, donde C es la matriz dada en el inciso a) y J es la matriz que sigue.

j. Con base en el patrón observado en los incisos a) y b), determine qué columnas de C
son vectores característicos de A y cuáles son vectores característicos generalizados.
Verifique sus respuestas mostrando que los productos adecuados son cero.

ii. Repita para otra matriz C.

iii. (Lápiz y papel) ¿Qué puede decir sobre las multiplicidades algebraica y geométrica
de los valores característicos de A? Justifique su respuesta.
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2. Genere una matriz invertible C de 5 X 5. Forme una matriz A tal que A = 2 sea un valor ca­
racterístico de A con multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1, donde las co­
lumnas 1 y 2 de C son los vectores característicos o los vectores característicos generalizados
asociados con A = 2; ¡.t = 4 es un valor característico para A con multiplicidad algebraica
3 y multiplicidad geométrica 1, donde las columnas 3 a 5 de A son vectores característicos

O vectores característicos generalizados asociados con 11 = 4. Explique su procedimiento.
Verifique su respuesta final para A mostrando que los productos pertinentes son cero.

111 UNA APLICACiÓN IMPORTANTE:

FORMA MATRICIAL DE ECUACIONES DIFERENCIALES

('CÁLCULOllI Suponga que x = f(t) representa alguna cantidad física como el volumen de una sustancia, la
población de ciertas especies, la masa de una sustancia radiactiva en decaimiento o el número
de dólares invertidos en acciones. Entonces la tasa de crecimiento def(t) está dada por su deri­
vadaf'(t)= dx/dt. Sif(t) crece a una tasa constante, entonces dx/dt = k Yx = kt + C; es decir,

x = f(t) es una función de una recta.
Con frecuencia es más interesante y apropiado considerar la tasa relativa de crecimiento

definida por

Tasa relativa de crecimiento
tamaño real de crecimiento

tamaño def(t)

f'(t)

f(t)

x/(t)

x(t)
(1)

Si la tasa relativa de crecimiento es constante, entonces se tiene

x/(t)
--=a
x(t)

o

x/(t) = ax(t)

(2)

(3)

ECUACIÓN

DIFERENCIAL11---- La ecuación (3) se denomina ecuación diferencial porque es una ecuación que incluye una deri­
vada. No es difícil demostrar que las únicas soluciones a (3) son de la forma

x(t) = ce{1/ (4)

I! VALOR INICIAL donde c es una constante arbitraria. Sin embargo, si x(t) representa alguna cantidad física, la
práctica usual es especificar un valor inicial X o= x(O) de la cantidad. Después, al sustituir t = O
en (4) se tiene Xo= x(O) = cea· o = c, O sea,

(5)

La función x(t) dada por (5) es la solución única a (3) que satisface la condición inicial X o= x(O).
La ecuación (3) surge en muchas aplicaciones interesantes. Sin duda, algunas se encuentran

en los libros de cálculo, en el capítulo que introduce la función exponencial. En esta sección se
considera la generalización de la ecuación (3).
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En el modelo anterior se busca una función desconocida. Con frecuencia ocurre que existen
varias funciones ligadas por varias ecuaciones diferenciales. Más adelante se darán ejemplos.
Considere el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales con n funciones desconocidas:

x;(t) = al IXI (t) + a12 x2(t) + + al"x" (t)

x; (t) = a21 xI(t) + a22 x2(t) + + a211 x
n
(t)

(6)

FUNCIÓN

l!lll1 VECTORIAL

donde las cantidades a son números reales. El sistema (6) se denomina sistema de ecuaciones
IJ

diferenciales lineales de primer orden de n X n. El término "primer orden" significa que sólo

ocurren derivadas de primer orden en el sistema.
Ahora sea

En este caso, x(t) se denomina función vectorial. Se define

x;(t)

x; (t)
x/(t) =

Entonces si se define la matriz de n X n

El sistema (6) se puede escribir como

an2

a]n

a
nn

x'(t) = Ax(t) (7)

Observe que la ecuación (7) es casi idéntica a la ecuación (3). La única diferencia es que ahora
se tiene una función vectorial y una matriz mientras que antes se tenía una función "escalar" y

un número (matriz de 1 XI).

Para resolver la ecuación (7) se puede esperar que la solución tenga la forma eA'. Pero ¿qué
significa eAI? Se responderá a esta pregunta enseguida. Primero, recuerde la expansión en serie
de la función e':

t 2 t J t4

e' = 1+ t +- + - + - + ...
2! 3! 4!

(8)
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Esta serie converge para todo número real t. Entonces para cualquier número real a

eal = 1+ at + (at)2 + (at)] + (at)4 + ...
2! 3! 4!

(9)

DEFINICIÓN 11 La matriz eA
Sea A una matriz de n X n con elementos reales (o complejos). Entonces eA es una matriz

de n X n definida por

A2 A3 A4
= A

eA = 1 + A + - + - + - + ... = I ----L
2! 3! 4! k=O k!

(10)

NORMA DE

I!ll UNA MATRIZ

Observación. N o es difícil demostrar que la serie de matrices en la ecuación (10) converge para
toda matriz A, pero hacerlo nos llevaría demasiado lejos. Sin embargo, se pueden dar indica­
ciones de por qué es así. Primero se define IAI¡ como la suma de los valores absolutos de las

componentes en el renglón i de A. Después se define la normal de A, denotada por IAI, como

IAI = máx IAI¡
I ~i~1I

se puede demostrar que

IABI ~ IAIIBI

ya que

lA + BI ~ IAI + IBI
Después usando (12) y (13) en (10) se obtiene

l
ea I~ 1+ [Al + j{ +ti +tí + ... = e lA1

2! 3! 4!

(11)

(12)

(13)

(14)

TEOREMA a
I!!¡.__D_E_M_O_ST_R_A_C_IÓ_N

Puesto que IAI es un número real, e lA1 es finito. Esto muestra que la serie en (10) converge para
cualquier matriz A.

Ahora se verá la utilidad de la serie en la ecuación (10).

Para cualquier vector constante e, x(t) = eAlc es una solución a (7). Más aún, la solución

de (7) dada por x(t) = eAlxosatisface x(O) = x
O

'

Se calcula, usando (la):

[

2 3 ]Al 2 t 3 tx(t) = e e = 1 + At + A - + A - + ... e
2! 3!

Pero como A es una matriz constante, se tiene

d k d k kt k -\
_Ak ~=_~Ak = __ A k

dt k! dt k! k!

•
t Esta se denomina norma de la máxima suma por renglones de A
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(k -1)!
A[Ak~l_t_k-_I_]

(k -1)!
(15)

DEFINICIÓN a

EJEMPLO 1

Entonces combinando (14) y (15), se obtiene (ya que e es un vector constante)

I d Al [ 2 t
2

3 t
3

] AlX (t) =-e e = A 1 + At + A - + A - + ... e = Ae e = Ax(t)
dt 2! 3!

Por último, como eAO = eO = 1, se tiene

Matriz solución principal
La matriz eAI se denomina la matriz solución principal del sistema x' = Ax.

Todavía queda un problema importante (y obvio): ¿cómo se calcula eAI de manera práctica?
Primero se darán dos ejemplos.

Cálculo de eA t cuando A es una matriz diagonal

Sea A = [~ ~ ~]. Entonces A2 = [~ ~2 ~], A3 =[~ ~3
O O 3 O O 32 O O

~]' ...'Am=[~ ~m ~]y
33 O O 3'"

~ ~] + [~ ~t ~]
O l O O 3t

t2
O O

t 3
O O

2! 3!

+ O
22t2

O + O
23t3

O + ...
2! 3!

O O
32t2

O O
33t3

2! 3!

t2 t 3
Ol+t+-+-+···

2! 3!

O
(2t)2 (2t)3

1+ (2t) +-- +-- + ...
2! 3!

[

el

= O
O

O O

O

O

(3t)2 (3t)3
1+(3t)+-+-+···

2! 3!
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Cálculo de eA t cuando A es una matriz de 2 x 2 que no es diagonalizable

Sea A = ( ~ ~JEntonces, como se verifica fácilmente,

2a) [a
3

3a
2

) [111 ma
lll
-
I
), ...? ' A 3 = , ... ,AIII

= a
a- O a3 O a 111

TEOREMA EJ

de manera que

[

i (at~1II i mam-,Itlll ]
Al m = O m . m = 1 m .

e =
O i (at)1II

111=0 m!

Ahora bien

Así

Como lo ilustra el ejemplo 1, es sencillo calcular eAI si A es una matriz diagonal. El ejemplo
1 muestra que si D = diag (Al' 11.2' ••• , A,), entonces

DI _ d· (A,' A,' Aol)e - lag e , e , ... ,e

En el ejemplo 2 se calculó eAI para la matriz A en la forma canónica de Jordan. Resulta que esto
es realmente todo lo que se necesita para poder hacerla, como lo sugiere el siguiente teorema.

Sea J la forma canónica de Jordan de una matriz A y sea J = C-1AC. Entonces A =
CJC-I y

E: DEMOSTRACiÓN Primero se observa que

nv~

A" = (CJC I)" = (CJCI)(CJCI)···(CJC I)

= CJ(CIC)J(CIC)J(CIC)···(CIC)JCI

=CJ"C- I

Sigue entonces que

(At)" = C(Jt)"C-1

(16)

(17)
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Así,

(Al)2
eAI = 1 + (Al) +-- +

2!

= e[! + (Jl) + (Jl)2 +
2!

El teorema 2 dice que para calcular eAI en realidad sólo se necesita calcular ell. Cuando J es
diagonal (como ocurre con frecuencia), entonces se sabe cómo calcular fll. Si A es una matriz

de 2 X 2 que no es diagonalizable, entonces J = (~ ~) y el! = [ e~ l:~ Jcomo se calculó en el

teorema 2. De hecho, no es difícil calcular el! cuando J es una matriz de lordan. Primero es
necesario calcular eBI para una matriz de bloques B de lordan. Un método para llevarla a cabo
se da en los problemas 23 al 25.

A continuación se aplicarán los cálculos a un modelo bi~lógico sencillo de crecimiento
de población. Suponga que en un ecosistema existen dos especies que interactúan SI y S2. Se
denotan las poblaciones de las especies en el tiempo l por XI(l) y x/t). Un sistema que gobierna
el crecimiento relativo de las dos especies es

x;(t) = aX I (t) + bX2 (l)

x; (l) = CXI (l) + dX2 (l)
(18)

EJEMPLO 3

las constantes a, b, e y d se pueden interpretar de la siguiente manera: si las especies compiten,
entonces es razonable tener b < Oy e < O. Esto se cumple porque los incrementos en la pobla­
ción de una especie disminuirán el crecimiento de la otra. Un segundo modelo es una relación
de depredador-presa. Si SI es la presa y S2 el depredador (S2 se come a S), entonces es razonable
tener b < Oy e > Oya que un incremento en la especie depredadora causa un decremento en
la especie presa, mientras que un incremento en la especie presa causará un incremento en la
especie depredadora (porque tendrá más comida). Por último, en una relación simbiótica (cada
especie vive de la otra), es posible que se tenga b > Oy e > O. Por supuesto, las constantes a,
b, e y d dependen de una gran variedad de factores incluyendo comida disponible, temporada
del año, clima, límites debidos a sobrepoblación, otras especies en competencia, etc. Debemos
analizar cuatro modelos diferentes usando el material de esta sección. Se supondrá que l se
mide en años.

Un modelo competitivo

Considere el sistema

x;(l) = 3x/t)- x2 (t)

x; (l) = 2x
I
(t) +2x

2
(l)

Aquí un aumento en la población de una especie causa una disminución en la tasa de creci­
miento de la otra. Suponga que las poblaciones iniciales son xl(O) = 90 y x/O) = 150. Encuen­
tre las poblaciones de ambas especies para l > O.
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( 3-1)Se tiene A = -2 2· Los valores característicos de A son \ = l YA2 = 4 con vectores carac-

terísticos correspondientes VI = G) y V2 = ( _:]. Entonces

Por último, la solución al sistema está dada por

Por ejemplo, después de 6 meses (t = ±año), XI (t) = 80e '12 + 10e2
"" 206 individuos, mientras que

x
2
(t) = 160e l/2

- IOe2
"" 190 individuos. De manera más significativa, 160el

- lOe41 = Ocuando
16el = e41 0 16 = e31 0 3t= In 16 y t = (In 16)/3", 2.77/3 '" 0.92 años'" 11 meses. Así, la segunda
especie estará eliminada después de sólo 11 meses aunque comenzó con una población mayor.
En los problemas 13 y 14 se pide al lector que demuestre que ninguna población sería eliminada
si x 2(0) = 2x¡(0) y la primera población quedaría eliminada si x2(0) > 2xJO). De esta manera,
como ya lo sabía Darwin, la supervivencia en este modelo simplificado depende de los tamaños
relativos de las especies en competencia cuando la competencia comienza.

1IIIIIIIIIIc--_u_n_m_o_d_e_lo_d_ep_re_d_a_d_o_r_-p_r_e_sa _

Se considera el siguiente sistema en el que la especie 1 es la presa y la especie 2 el depredador:

x;(t) = 2x
1
(t) - x2 (t)

x;(t) = x¡(t)+4x2 (t)

l1li. Solución

Encuentre las poblaciones de las dos especies para t > Osi las poblaciones iniciales son xl(O) = 500
Yx/O) = 100.

En este caso A = ( ~ - ~) y el único valor característico es A= 3 con un solo vector caracterís-

tico ( _ ~JUna solución para la ecuación (A - 3l)v2 = v¡ (vea el teorema 6.6.2, página 589), es
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c=( l
l-I

te 31 J 31 (
1 t J= e (del ejemplo 2)

e31 O 1

y

=e 31 ( l 1)(2-t
-1 -2 -1

Así la solución al sistema es

I-t) (I-t=e 31

-1 t

-t J(500J 31 ( 500 - 600tJ
1+ t llOO = e lloO + 600t

Es evidente que la especie presa será eliminada después de i años = 10 meses -aun cuando
comenzó con una población cinco veces mayor que la espeCie depredadora-o De hecho, es
sencillo demostrar (vea el problema 15 de esta sección) que no importa qué tan grande sea la
ventaja inicial de la especie presa, siempre será eliminada en menos de 1 año.

1IIItIIBIIc..._o_tr_o_m_o_d_e_lo_d_e_p_re_d_a_d_o_r_-_p_re_s_a _

Considere el modelo depredador-presa gobernado por el sistema

X;(t) = XI (t) + x2(t)

x~(t)=-Xl(t)+X2(t)

WIlI. Solución

Si las poblaciones iniciales son xI(O) = x
2
(0) = l 000, determine las poblaciones de las do

especies para t > O.

Aquí A = ( l lJ con ecuación característica ').} - 2"A + 2 = O, raíces complejas \ = 1 + ¡
l-1 1

A2 = 1 - ¡ y vectores característicos VI = eJy V 2 = ( _~}t Entonces

c=(; _~} C
I =-;¡(=; -~)=~C -;} J=D=C:¡ 1~¡)

y

(

(1 +i)1
JI e

e =
O

Ahora por la identidad de Euler (vea el apéndice 2), él = cos t + ¡ sen t. Así

él + i)1 = elél = el(cos t + ¡ sen t)

.-------
t Observe que le, = I, y v 2 = \/.. Esto no debe sorprender porque según el resultado del problema 6.1.39, página 538.

los valores característicos de las matrices reales ocurren en pares conjugados complejos y sus vectores característicos
correspondientes son conjugados complejos.
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De manera similar,

ell - ;)1 = ele~;1 = el(cos t - i sen t)

Entonces

y

JI I (cos t + i sen t
e = e

O cos t ~ i sen t)

Por último,

el (1 I)(cost + isent -icost + sentJ
="2 i -i cos t - isen t icas t + sen t

el (2cast 2sentJ I( cast sentJ
= 2 - 2 sen t 2cas t = e - sen teas t

Al I( cost sentJ(IOOO) (IOOOel(cost+sent))x(t) = e x(O) = e =
- sen teas t l 000 l OOOel(cos t - sen t)

EJEMPLO 6

• Solución

La especie presa es eliminada cuando 1000el(cos t - sen t) = Oo cuando sen t = cos t. La pri­
mera solución positiva de la última ecuación es t = rr/4 '" 0.7854 años'" 9.4 meses.

Modelo de cooperación de especies (simbiosis)

Considere el modelo simbiótico gobernado por

x;(t) = -+xl(t) + x2(t)

x;(t) = '¡xl(t) - t X2(t)

Observe que en este modelo la población de cada especie aumenta proporcionalmente a la po­
blación de la otra y disminuye proporcionalmente a su propia población. Suponga que xJO) =

200 y x/O) = 500. Determine la población de cada especie para t > O.

(

-1. 1)
En este caso A = ; _ + con valores característicos Al = OYA2 = - 1 Yvectores caracterís-

ticos correspondientes VI =eJ y V 2 = (_~]. Entonces

y

el = _~(-1 -2J
4 -\ 2'

J=D=(O 0J° -J

Así,



604 CAPÍTULO 6 Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas

1(2 2J[-1 -2 J=-¡ll -1 -e- I 2e-'

= _~[-2-2e-' -4 + 4e-
l

]

4 -1+e-' -2-2e-'

y

Al 1[-2-2e-' -4+4e-' ][200JX(t) = e x(O) =--
4 -l+e-' -2-2e-' 500

= _~[-2400 + 1600e-' ]
4 - 1200 - SOOe- 1

= [600 - 400e -1 ]

300 + 200e-'

Observe que e- I --7 Osi t --7 oo. Esto significa que con el tiempo, las dos especies en cooperación
se acercan a las poblaciones en equilibrio de 600 y 300, respectivamente. Ninguna de las dos
queda eliminada.

problemas 6.7

AUTOEVALUACIÓN

1. Si C-1AC = D, entonces eAI =

11. Si D = ( ~ _~Jentonces eDI
=

(
e

31

O)
a) O e-41

e) CeDIC- 1

(
e-

41 O)
d) O e 31

111. Si J = (2 1), entonces ell = o

O 2

IV. Suponga que

x' = ax + by, x(O) = Xo
y' = ex + dy, y(O) = Yo

que A = (: :) y que A es similar a una matriz diagonal D. Entonces existe una matriz

invertible C tal que (X(t») = o

y(t)
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(2-1)4. A=
5 -2

3. A = ( 1 2)
-2 1

[
-10

7. A=
7

- : ) 8. A = [ - ~ ~ )

A=[-: ~ -~] 11. A=[~ ~ ~] 12. A=[ ~ ~ ~]
O 1 -1 4 6 4 -1 -5 -2

6 A = [O 1)
-1 -2

2. A = ( 3-1)
-2 4

10.9. A=(-12 7)
-7 2

En los problemas 1 al12 encuentre la matriz solución principal eAI del sistema x/(t) = Ax(t).

(-2 -2)1. A =
-5 1

5. A =[3 -5)
1 -1

13. En el ejemplo 3 demuestre que si el vector inicial x(O) = (2:]. donde a es una constante,

entonces ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e'.

14. En el ejemplo 3 demuestre que si x
2
(0) > L\)O), entonces la primera población quedará

eliminada.

15. En el ejemplo 4 demuestre que la primera población se extinguirá en a años, donde a =

x](O)/[x](O) + x2(0)].

*16. En una planta desalinizadora hay dos tanques de agua. Suponga que el tanque l contiene
1 000 litros de salmuera que tienen disueltos l 000 kg de sal y el tanque 2 contiene 100
litros de agua pura. Suponga que fluye agua al tanque 1 a una tasa de 20 litros por minuto
y la mezcla fluye del tanque 1 al tanque 2 a una tasa de 30 litros por minuto. Del tanque
2 se bombean 10 litros de regreso al 1 (estableciendo retroalimentación) mientras que 20
litros se desperdician. Encuentre la cantidad de sal en ambos tanques en el tiempo f [su­
gerencia: escriba la información como un sistema de 2 X 2 y sean x](t) y x

2
(t) la cantidad

de sal en cada tanque].

17. Una comunidad de n individuos está expuesta a una enfermedad infecciosat . En el tiempo
t, la comunidad se divide en grupos: el grupo 1 con población x](t) es el grupo susceptible;
el grupo 2 con una población de x

2
(t) es el grupo de individuos infectados en circulación, y

el grupo 3, con población de x
3
(t), consiste en aquellos que están aislados, muertos o inmu­

nes. Es razonable suponer que inicialmente x
2
(t) y x/O son pequeños en comparación con

x](t). Sean a y {3 constantes positivas; a denota la tasa a la que los individuos susceptibles
se infectan y {31a tasa a la que los individuos infectados pasan al grupo 3. Un buen modelo
para la dispersión de la enfermedad está dado por el sistema

x;(t) = -(XX] (0)x2

x; (t) = (XX] (0)x2 - ~X2

x;(t) = -~X7

a) Escriba este sistema en la forma Xl = Ax y encuentre la solución en términos de x)O),
x 2(0) y x3(0). Observe que x](O) + x 2(0) + x/O) = n.

b) Demuestre que si ax(O) < {3, entonces la enfermedad no producirá una epidemia.

e) ¿Qué pasará si ax(O) > f3?

•
t Un análisis de este modelo se puede encontrar en N. Bailey, "The Total Size 01 a General Stochastic Epidemic", Bio­

metnka 40 (1953): 177-185.
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18. Considere la ecuación diferencial de segundo orden x"(t) + ax'(t) + bx(t) = O.

a) Haciendo .x)t) = x(t) y x/t) = x'(t), escriba las ecuaciones anteriores como un sistema
de primer orden en la forma de la ecuación (7), donde A es una matriz de 2 x 2.

b) Demuestre que la ecuación característica de A es ¡.} + aA. + b = O.

En los problemas 19 al 30 use el resultado del problema 18 para resolver la ecuación dada.

19. x" + 5x' + 6x = O; x(O) = 1, x'(O) = O

20. x" + 6x' + 9x = O; x(O) = 1, x'(O) = 2

21. x" + 4x = O; x(O) = O, x'(O) = I

22. x" - 3x' - 10x = O; x(O) = 3, x'(O) = 2

23. Sea N 3 = [~ ~ ~]. Demuestre que N ~ = O, la matriz cero.

O O O

24. Demuestre que eN,' = [~ : t

2

/~] [sugerencia: escriba la serie para eN,' y utilice el resul-

O O I .

tado del problema 23].

25. Sea J = [~ ~ ~]. Demuestre que eJ, = e AJ [~ :

O O A. O O

Utilice el hecho de que eA+ B = eAeB si AB = BA].

26. Usando el resultado del problema 25, calcule eAt
, donde A = [=~

-1

el problema 6.6.23, página 593].

[-1 -18 -7]27. Calcule eA', donde A = 1 -13 -4 .
-1 25 8

28. Calcule e", dondcJ ~ [~
1 O

i]
A. 1

O A.

O O

29. Calcule e", donde A ~ [f
1 O

r]
2 1

O 3

O O

[-4
1 O

~]30. Calcule e", donde A ~ ~
-4 1

O -4

O O
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RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. e) 11. a) 111. e) IV. b)

• UNA PERSPECTIVA DIFERENTE:

LOS TEOREMAS DE CAYLEy-HAMILTON y GERSHGORIN

Existen muchos resultados interesantes sobre los valores característicos de una matriz. En esta
sección se estudiarán dos de ellos. El primero dice que cualquier matriz satisface su propia

ecuación característica. El segundo muestra cómo localizar, de manera general, los valores
característicos de cualquier matriz, prácticamente sin hacer cálculos.

Sea p(x) = x" + a"_lx"-1 + ... + alx + aoun polinomio y sea A una matriz cuadrada. En­
tonces las potencias de A están definidas y se define

EJEMPLO 1 Evaluación de peA)

(-1 4J (13Sea A = Yp(x) =x 2
- 5x + 3. Entonces peA) =A 2

- 5A + 31 =
3 7 18

+(3 0)=(21 4)° 3 3 29

(1 )

24J ( 5 -20J
61 + -15 -35

La expresión (1) es un polinomio con coeficientes escalares definido para una matriz variable.
También se puede definir un polinomio cuyos coeficientes son matrices cuadradas de m X m por

(2)

Si A es una matriz del mismo tamaño que las matrices B, entonces se define

(3)

TEOREMA El
W DEMOSTRACIÓN

Debe tenerse cuidado en (3) ya que las matrices no conmutan bajo la multiplicación.

Si peA) y Q(A) son polinomios en la variable escalar A cuyos coeficientes de matrices 1
cuadradas y si peA) = Q(A)(A - A/), entonces peA) = O.

Si Q(A) está dado por la ecuación (2), entonces

peA) = (Bo+ BIA + B
2
A2 + ... + B" A")(A - A/)

= BoA + BIAA + B
2
AA2 + ... + B"AA" - Bol.. - B

I
A2

- Bp - ... - B" 1.."+ 1(4)

Entonces sustituyendo A en lugar de Aen (4), se obtiene
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Observación. No se puede probar este teorema sustituyendo A = A para obtener P (A) =

Q(A)(A - A) = O. Esto se debe a que es posible encontrar polinomios peA) y Q(A) con coefi­
cientes matriciales tales que F(A) = P(A)Q(A) pero F(A) =f. P(A)Q(A). (Vea el problema 17 de
esta sección.)

Ahora se puede establecer el teorema principal.

Teorema de Cayley-Hamilton t

Toda matriz cuadrada satisface su propia ecuación característica. Es decir, si peA) = Oes
la ecuación característica de A, entonces peA) = O.

l::. DEMOSTRACiÓN Se tiene

a
ll

-A a l2
aln

peA) = det (A - Al) =
a

21
a22 - A Q2n

QIII Q1I2
... a -A

1/1/

Es claro que cualquier cofactor de (A - Al) es un polinomio en A. Así, la adjunta de
A - Al (vea la definición 2.4.1, página 204) es una matriz de n x n en la que cada com­
ponente es un polinomio en A. Es decir,

P12 (A) Pln(A)]
P22 (A) P2n (A)

· .· .· .
Pn2 (A) pn"CA)

Esto significa que se puede pensar en adj (A - Al) como en un polinomio, Q(A), en A
cuyos coeficientes son matrices de n X n. Para entender esto, se ve lo siguiente:

(
-A

2

-n+1 n2-n-4)=(-1 2)A2+(-2 -7)A+( 1 -4)
4A2+5A-2 -3A2-A+3 4 -3 5 -1 -2 3

Del teorema 2.4.2 de la página 206

det (A - Al)I = [adj (A - Al)][A - Al] = Q(A)(A - Al)

Pero det (A - Al)I = peA)!. Si

entonces se define

(5)

.---
t Recibe el nombre en honor de Sir William Rowan Hamilton y Arthur Cayley (1821-1895) (vea las páginas 52 y 71)

Cayley publicó el primer análisis de este famoso teorema en 1858. Por su parte, Hamilton descubrió (pero no demos­
tró) el resultado en su trabajo sobre cuaterniones.
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Por lo tanto, de (5) se tiene peA) = Q(A)(A - Al). Por último, del teorema 1, peA) = O.
Esto completa la prueba.

Ilustración del teorema de Cayley-Hamilton

[
1 -1 4]

Sea A = 3 2 -l. En el ejemplo 6.1.4, página 529, se calculó la ecuación característica

2 1-1

[
6 I 1] [11 - 3 22~

A3 - 2/..,2 - 5 A + 6 = O. Ahora se calcula A 2 = 7 O 1I , Al = 29 4 17 Y

3 -[ 8 16 3 5

[" -3 22] [-12 -2 -2] [-5 5 -20] [6 O

~]A3
- 2A 2

- 5A + 61 = 29 4 17 + -14 O -22 + -15 -10 5 + O 6

16 3 5 -6 2 -16 -10 -5 5 O O

~[~
O

~]O

O

En algunas situaciones el teorema de Cayley-Hamilton es útil para calcular la inversa de

una matriz. Si existe A- 1 y peA) = O, entonces A-'p(A) = O. Para ilustrar esto, si peA) = A" +
a A"-I + ... + a A + o entonces

11-1 I o'

peA) = A" + a,,_ IA"- I + ... + alA + a/ = O

y

Así

EJEMPLO 3

A-¡ - 1 ( A"-¡ A"-2 A 1)-- - -a -"'-a-a
IJ-\ 2 1ao

Observe que ao*- Oporque ao = det A (¿por qué?) y se supuso que A era invertible.

Aplicación del teorema de Cayley-Hamilton para calcular A-1

(6)

[
1-1 4]

SeaA= 3 2 -1.Entoncesp(A)=A3 -2/..,2-5A+6.Aquín=3,a
2
=-2,o,=-5,ao=6y

2 1-1

=~r[=~ -~ -~:]+[~ -~ -~]+[~ ~ :]]=~[-: -~ -1~]
-3 1 -8 4 2 -2 O O 5 1 3 -5
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Observe que se calculó A- I haciendo sólo una división y calculando sólo un determinante (al
encontrar peA) = det (A - AJ)). Este método en ocasiones es muy eficiente al implementarlo en
una computadora.

TEOREMA DE LAS CIRCUNFERENCIAS DE GERSHGORIN

Se estudiará ahora el segundo resultado importante de esta sección. Sea A una matriz real o
compleja de n x n. Como es usual, se escribe

["" al2 a,,]

A~ :~'
a

22
a

2n

QII2
... a:",

ni

Se define el número

'i = la l2 1+ la13 1+ ... + lalnl = i layl
j=2

De manera similar se define

rl = laill + la¡21 + ... + la¡.¡-II + la¡.¡+11 + ... + /a¡.1I1

=Ilaijl
j ~ 1

ji:-i

(7)

(8)

Es decir, r, es la suma de los valores absolutos de los números en el renglón i de A que no están
en la diagonal principal. Sea

Di = {Z E c: Iz - a) :::; r) (9)

En este caso Di es un disco en el plano complejo centrado en a i¡ con radio r¡ (vea la figura 6.4).
El disco D¡ consiste en todos los puntos en el plano complejo sobre y dentro de las cir­

cunferencias C¡ ={Z E C: Iz - a) =rJ Las circunferencias C
j
' i =1,2, ... , n, se denominan

circunferencias de Gershgorin.

y = Imz

Figura 6.4
Un círculo de radio (,
centrado en a"

Iz- z··I~ rn I

--:-t-------i~x = Re z
O
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Teorema de las circunferencias de Gershgorin t

Sea A una matriz de n X n y sea D¡ como se definió en la ecuación (9). Entonces cada
valor característico de A está contenido en al menos uno de los D¡, es decir, si los valores
característicos de A son \, A2, •.• , A

k
, entonces

"{Al' A2, .•• ,Ak}C~ D¡ (10)

L DEMOSTRACiÓN Sea Aun valn' earaetedst;co de A con vector earaeterist;co v =[i:]- Sea m = máx {Ix,!'

Ix,l, ... , IX"I}· Entonces (I/m)v = [~:J os un vector caraetedstieo de A correspondiente

a Ay máx {lyll, ly21, ... , IY"I} = l. Sea Y I un elemento de y con ly¡1 = l. Ahora bien, Ay
= AY· La componente i del n-vector Ay es ailY

I
+ a¡2Y2 + ... + a¡,,Y,,. La componente i

de AY es AY¡- Entonces

lo que se puede escribir como

"
IaijYj = Ay;
j~1

Restando a¡'y¡ en ambos lados, la ecuación (11) se puede escribir como

"I aijYj = AY¡ - a¡¡y¡ = (A - a¡¡ )Y¡
j= I
i*i

(11)

(12)

Después, tomando el valor absoluto en ambos lados de (12) y usando la desigualdad del
triángulo (la + bl ::::; lal + lb!), se obtiene

I(a¡¡ -A)y¡l= - i:aijYj ::::; ijaijllyjl
j~ I j~ I
j'" 1 j'" I

Se dividen ambos lados de (13) entre ly¡1 (que es igual a 1) para obtener

(13)

(14)

El último paso sigue el hecho de que IY) ::::; IYA (por la forma en que se eligió y). Pero esto
prueba el teorema ya que (14) muestra que A E D¡-

.._--
t El matemático ruso S. Gershgorin publicó este resultado en 1931.



612 CAPiTULO 6 Valores característicos, vectores característicos y formas canónicas

y = Imz
)I(x-I)2+i=25

....l-----..é

Figura 6.5
Todos los valores caracterís­
ticos de A están dentro de
estas tres circunferencias. --+--+--f--+-H--+!--I---lI---+- x = Re z

-4

(x-2f+y2=16

Esto se puede verificar ya que se sabe por el ejemplo 6.1.4 de la página 529, que los valores ca­
racterísticos de A son 1, - 2 Y3, los cuales están dentro de las tres circunferencias. Observe que
las circunferencias de Gershgorin se pueden intersectar entre.sí._L...__U_s_o_d_e_l_t_e_o_r_e_m_a_d_e_G_e_r_S_h_9_o_r_in__

Encuentre las fronteras sobre los valores característicos de la matriz

i~~. Solución

3 O -1 _.1 .1
4 4

O 5 .1 O2

A= .1 O 6 .1 .1
4 4 2

O -1 .1 -3 .1
2 4

.1 _.1 .1 .1 46 6 3 3

Aquí a]] = 3, a22 = 5, a
33

= 6,a
44

= -3, ass = 4, ~ = f, r
2

= f, r
3

= 1, r
4

= ¡ y rs = 1. Las circunfe­
rencias d~Gershgorin están dibujadas en la figura 6.6. Es evidente, del teorema 3 y la figura 6.6,
que si Aes un valor característico de A, entonces IAI::; 7 Y Re A2: -lf-.

Observe el poder del teorema de Gershgorin para encontrar la localización aproximada de
los valores característicos con muy poco trabajo.

(x _ W+ y2 = (_47)2 Y = 1m z (3)2
(x - 3)2 + y2 = 2"

19 D4

4~
-_-15f-t---1r---1r---1r--H_l-l~O:+---+--+--+---+--+--+--+--+---+--+--+-7-+- x = Re z

Figura 6.6
Todos los valores caracte­
risticos de A se encuentran
dentro de estas cinco
circunferencias.
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AUTO EVALUACiÓN

1. ¿Qué ecuación se satisface por A = ( ~ ~ }

a) A2
- 3A +2J = O b) A2

- 2A = O

e) A2 + 2A - 31 = O ti) A2 + 3A + 2J = O

11. Según el tenrema de Ge<shgo,;n, lo, valo,"", c","oIe",II"" de [~ - ~ ~) '" encuen,,.n

dentro de las circunferencias con centro en (2, O) cuyo radio mayor es _

a) 7 b) 8 e) J34 ti) 10

De los problemas 1 al 9: a) encuentre la ecuación característica peA) = Ode la matriz dada; b)
verifique que peA) = O; e) utilice el inciso b) para calcular A-J.

1. (-2 -2)
-5 1

4. U~ ~J

7. [: -; ~;

2. (2 -1)
5 -2

De los problemas 10 al 14 dibuje las circunferencias de Gershgorin para la matriz dada A y
encuentre una cota para IAI si Aes un valor característico de A.

U
_1- I

~] 12. [¡
3 -1

-~]10. [;

1

~]
2 3

6 1 5 O
5 11.

--' 5 -1 6
O 3

-' -1- 2 3
4 4

3 O -' I O -'
] "] ](7 -' -'

f)
I 5 --' O J O5 5 2" 2

13. ~t
-10 -L -L --' 4 1 --' I

JO
14. 10 5 5 5 10

1- 5 -1 O O -3 O O4

-1 O 1- O --' O 2 1-
2 2 2

_1- -' -' O _1- O4 4 4 4
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Sea A+¡
1- _.1
2 3

3 1-
15. 2

1- 52

l 2

reales positivos.

[-- l l

16. Sea A ~ :
-6 2

2 -5

1 l

negativos.

:]. Demuestre que los valores característicos de A son reales y

-4

17. Sea peA) = Bo + B¡A y Q(A) = Co + CIA, donde Bo' B
l

, Co y C¡ son matrices de n X n.

a) Calcule F(A) = P(A)Q(A).

b) Sea A una matriz de n x n. Demuestre que F(A) = P(A)Q(A) si y sólo si A conmuta
tanto con Cocomo con C

I
.

18. Sea A una matriz de n X n con valores característicos \' A2, •.• , A
Il

, Ysea r(A) = W~~IAJ

Si IAI es la norma de la máxima suma por renglones definida en la sección 6.7, demuestre
que r(A) :s: IAI.

19. Se dice que la matriz A de n X n tiene diagonal estrictamente dominante si la) > r, para i =

1, 2, ... , n, donde r, está definido por la ecuación (8). Demuestre que si A es una matriz
con diagonal estrictamente dominante, entonces det A *O.

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACIÓN

1. a) 11. b)

• MATLAB 6.8

1. Para las matrices en los problemas I al 17 de la sección 6.1, encuentre a mano el polinomio
característico. Use MATLAB y los coeficientes del polinomio característico (encontrado a
mano) para verificar el teorema de Cayley-Hamilton para estas matrices y para encontrar
las matrices inversas. Verifique su respuesta sobre las inversas.

2. a) Para una matriz aleatoria A de 4 X 4 encuentre e = poly(A). Dé doc polyvalm y después
use polyvalm para ilustrar el teorema de Cayley-Hamilton.

h) Use el teorema de Cayley-Hamilton para encontrar A-¡ y verifique su respuesta.
e) Repita los incisos a) y b) para una matriz aleatoria de valores complejos de 4 X 4.

3. Sea A una matriz aleatoria de 2 X 2. Considere el siguiente programa de MATLAB:

rl = sum(abs(A(l, :») -abs(A(I, 1»

r2 = sum(abs(A(2, :))) - abs(A(2, 2))

al = real(A(I, 1)), bl = imag(A(l, 1))

a2 = real(A(2, 2)), b2 = imag(A(2,2))
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Hasta ahora se ha encontrado el centro y el radio de cada circunferencia de Gershgorin.

xx = - r1: 2 * r1 /100: r1

x = xx+a1;

z = real(sqrt(rl * r1 - xx. *xx)

y =z+b1;yy = -z+b1;

xl = Ix fliplr(x)l;

y1 = Iy yyl;

Se han creado los vectores xl y y1 que contienen los valores x y y para la circunferencia (su­
periores e inferiores) del radio r1 alrededor de A( 1, l ) (observe el "." antes de "*,, en xx.*xx

en el cálculo de z. El comando real se usa para asegurar que los errores de redondeo no creen

valores con pequeñas partes imaginarias para z. Es útil usar ";" al final de cada línea para
evitar que se desplieguen los más de 100 valores).

Repita el último conjunto del programa sustituyendo todos los unos con números dos.

axis('square)

plot(x1, y1,' b', x2, y2,' g')

hold 00

e = eig(A)

plot(real(e), imag(e),' w*')

hold off

El programa grafica las dos circunferencias de Gershgorin (una en azul y la otra en verde),

encuentra los valores característicos y los grafica como puntos (con el símbolo "*,, en rojo).

Los colores y símbolo se pueden cambiar.
a) Introduzca una matriz de valores reales de 2 X 2 Yel programa anterior. Explique lo que

observa en la gráfica a la luz del teorema 3.
b) Repita el inciso a) para una matriz de valores complejos de 2 X 2.
e) Repita el inciso a) para una matriz de valores complejos de 3 X 3. Será necesario que

agregue algunas instrucciones al programa; es decir, deberá crear r3, a3, b3, x3 y y3 Y
modificar la primera instrucción de graficado.

RESUMEN

Valores y vectores característicos

Sea A una matriz de n X n con componentes reales. El número A(real o complejo) se denomina
un valor característico o valor propio de A si existe un vector v diferente de cero en C" tal que

Av = AV

El vector v =1= Ose denomina vector característico o vector propio de A correspondiente al valor

característico A.

Sea A una matriz de n X n. Entonces Aes un valor característico de A si y sólo si

peA) = det(A - Al) = O

(p. 524)

(p. 525)
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La ecuación peA) = Ose denomina ecuación característica de A; peA) se conoce como el polino­

mio caracteristico de A.

Contando las multiplicidades, toda matriz de n X n tiene exactamente n valores característicos.

Los vectores característicos correspondientes a valores característicos diferentes son linealmen­

te independientes.

Multiplicidad algebraica

Si peA) = (A - Al)" (A - A
2

)" •• '(A - \,)';" , entonces r¡ es la multiplicidad algebraica de "A,.

Los valores caracteristicos de una matriz real ocurren en pares conjugados complejos.

Espacio característico

Si A es un valor característico de la matriz A de n X n, entonces El. = {v: Av = AV} es un sub­

espacio de [JII denominado el espacio característico de A correspondiente a A. Se denota por El.'

Multiplicidad geométrica

La multiplicidad geométrica de un valor característico A de la matriz A es igual a dim

E), = veA - AJ).

Para cualquier valor característico A, multiplicidad geométrica::; multiplicidad algebraica.

Sea A una matriz de n X n. Entonces A tiene n vectores característicos linealmente independien­
tes si y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor característico es igual a su multiplici­
dad algebraica. En particular, A tiene n vectores característicos linealmente independientes si

todos los valores característicos son diferentes (ya que en ese caso la multiplicidad algebraica

de todo valor característico es 1).

Teorema de resumen

Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes 12 afirmaciones son equivalentes; es decir,

cada una implica a las otras 11 (de manera que si una es cierta, todas son ciertas):

i. A es invertible.

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = Oes la solución trivial (x = O).
iii. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada n-vector b.

iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad, f
ll

, de n X n.

v. A se puede expresar como el producto de matrices elementales.

vi. La forma escalonada por renglones de A tiene n pivotes.
vii. Las columnas (y renglones) de A son linealmente independientes.

viii. det A *' O.
ix. veA) = O.

x. peA) = n.
xi. La transformación lineal T de [JII en [JII definida por Tx = Ax es un isomorfismo.

xii. Cero no es un valor característico de A.

Matrices semejantes

Se dice que dos matrices A y B de n X n son semejantes si existe una matriz invertible C de n X n
tal que

B = C-IAC

La función que se acaba de definir y que lleva a la matriz A en la matriz B se denomina trans­
formación de semejanza.

(p. 526)

(p. 526)

(p. 528)

(p. 531)

(p. 531)

(p. 534)

(p. 535)

(p. 535)

(p. 535)

(p. 555)



Resumen

A YB son semejantes si existe una matriz invertible C tal que CB = AC

Las matrices semejantes tienen los mismos valores característicos.

Matriz diagonalizable

Una matriz A de n X n es diagonalizable s\ existe una matriz diagonal D tal que A sea
semejante a D.

Una matriz A de n X n es diagonalizable si y sólo si tiene n vectores característicos linealmente
independientes. En tal caso, la matriz diagonal D semejante está dada por

Al O O O

O 11.2 O O

D= O O 11.
3 O

O O O A
"

donde \,11.2' .•• , A" son los valores característicos de A. Si C es una matriz cuyas columnas son
vectores característicos linealmente independientes de A, entonces.

D = C-IAC

Si la matriz A de n X n tiene n valores característicos diferentes, entonces A es diagonalizable.

Los valores característicos de una matriz simétrica real son reales.

Los vectores característicos de una matriz simétrica real correspondientes a valores caracterís­
ticos diferentes son ortogonales.

Una matriz simétrica real de n X n tienen vectores característicos reales ortonormales.

Matriz ortogonalmente diagonalizable

Se dice que una matriz A de n X n es ortogonalmente diagonalizable si existe una matriz ortogonal

Qtal que

donde D = diag (\' 11.2' •.. , A) y Al' 11.2' ..• , A" son los valores característicos de A.

Procedimiento para encontrar una ortogonal matriz ºdiagonalizante para una matriz real simé­

trica A:

i. Encuentre una base para cada espacio característico de A.

ii. Encuentre una base ortonormal para cada espacio característico de A usando el proceso
de Gram-Schmidt.

iii. Escriba Q como la matriz cuyas columnas son los vectores característicos ortonormales
obtenidos en el paso ii).

La transpuesta conjugada de una matriz de m X n, A = (a), denotada por A*, es la matriz de
11

n X m cuya componente ij es~.

Una matriz compleja A de n X n es hermitiana si A* = A.

Una matriz compleja U de n X n es unitaria si U* = U-l.

617

(p. 555)

(p. 556)

(p. 557)

(p. 557)

(p. 559)

(p. 567)

(p. 568)

(p. 568)

(p. 568)

(p. 569)

(p. 571)

(p. 571)

(p. 571)
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Ecuación cuadrática y forma cuadrática

Una ecuación cuadrática en dos variables sin término lineal es una expresión en la forma

ax2+ bxy + ey2 = d

donde lal + Ibl + lel *- OYa, b, e son números reales.

Una forma cuadrática en dos variables es una expresión en la forma

F(x, y) = ax2+ bxy + cy2

donde lal + Ibl + lel *- OYa, b, e son números reales.

Una forma cuadrática se puede escribir como

F(x, y) = Av' v

d d (
a b/2) . . . .on e A = es una matnz slmetnca.

b/2 c

Si los valores característicos de A son a' y e', entonces la forma cuadrática se puede escribir como

F(x',y') = a'x,2 +c'y,2

donde (;~) = Q' (;) y Q es la matriz ortogonal que diagonaliza A.

Teorema de los eies principales en [?2

(p. 576)

(p. 576)

(p. 577)

Sea ax2+ bxy + ey2 = d (*) (p. 578)

una ecuación cuadrática en las variables x yy; entonces existe un número único een [O, 2rr] tal

que la ecuación (*) se puede escribir en la forma

a'x'2 + c'y'2 = d

donde x', y' son los ejes obtenidos al rotar los ejes x yy un ángulo een el sentido contrario a

:~m(a~eci~~;)~e~:~o~;e~:~ : ú:: 1:: :::e~~::~Ye;~ss::i~::pva~~:r:sec~:a::::í~:iC:eS~ae ~:::::i:
b/2 e

cuadrática.

. (a bl2 ) 1 . . •. * 1 .SI A = c' entonces a ecuaclOn cuadratIca ( ) es a ecuacIón de:
b/2

i. Una hipérbola si d*- OYdet A < O.

(p. 580)

ii. Una elipse, un círculo o una sección cónica degenerada si d*-O Ydet A > O.

iii. Un par de rectas o una sección cónica degenerada si d*-O Ydet A = O.

iv. Si d = O, entonces (*) es la ecuación de dos rectas si det A *- OYla ecuación de una sola recta si det A = O.

Forma cuadrática en V"

Sea v ~ [ ~J y sea A una mat,iz simétcica de n X n. Entonces la fo,maouadcitiea en x" x" ... , x"'



es una expresión de la forma

F(x¡, x
2

, ••• , x) = Av . v

Resumen 619

(p. 582)

La matriz N
k

es la matriz de k x k

O I O O

O O I O

N = (p. 586)
k

O O O 1

O O O O

La matriz de bloques de Jordan k x k, BeA) está dada por (p. 586)

A 1 O O O

O A 1 O O

B(A) = Al + N
k

=

O O O 1

O O O A

Una matriz de Jordan J tiene la forma

donde cada B(A) es una matriz de bloques de Jordan.
J J

Forma canónica de Jordan

O B,LI
(p. 587)

Sea A una matriz de n X n. Entonces existe una matriz invertible C de n X n tal que

C-1AC= J

donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos en la diagonal son los valores característicos
de A. Más aún, J es única excepto por el orden en el que aparecen los bloques de Jordan.

La matriz J se denomina la forma canónica de Jordan de A.

(pp. 588, 589)

Suponga que A es una matriz de 2 X 2 con un valor característico Ade multiplicidad geométri-
ca 1. Entonces la forma canónica de Jordan de A es (pp. 590, 591)

J=(~ ~J
La matriz C consiste en las columnas VI y v2' donde VI es un vector característico y v2 es un vector
característico generalizado de A; esto es, v2 satisface

(A - A/)V
2

= VI

Sea A una matriz de n X n. Entonces eA está definido por

A2 A3 ~ Ak

eA =/+A+-+-+ ... = ¿-
2! 3! k~O k!

(p. 597)
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La solución matricial principal a la ecuación diferencial vectorial x/(t) = Ax(t) es eAI.

La solución única a la ecuación diferencial x/(t) = Ax(t) que satisface x(O) = Xo es x(t) = eA/xo'

Si J es la forma canónica de Jardan de la matriz A y si J = C- I AC, entonces

Teorema de Cayley-Hamilton

Cada matriz cuadrada satisface su propia ecuación característica. Es decir, si peA) = O es la
ecuación característica de A, entonces peA) = O.

Circunferencias de Gers/zgorin

Sea

[",
a

l2

"" ]a
21

an a
211A= .

G
nl

a
n2

... a~",
y defina los números

7í = lal21+Ja131+... +lallll = i jaljl
j~2

r = la. 1+ la. 1+'" +la. 1+ la. 1+ ... +la I1 ¡[ 12 1,1 -] 1,1 + 1 I.n

Las circunferencias de Gershgorin son circunferencias que acotan los discos

Di = {Z E c: Iz - aiíl ::; r)

Teorema de las circunferencias de Gers/zgorin

Sea A una matriz de n X n y sea Di definida por la ecuación (10). Entonces, cada valor caracte­

rístico de A está contenido en al menos uno de los discos Dí" Esto es, si los valores característi­

cos de A son Al' 11,2' ... , 11"" entonces

11

{\,A2, ••• ,\}C~ Di

(p. 598)

(p. 598)

(p. 599)

(p. 608)

(pp. 610, 611)

(p. 610)

(p. 611)

• EJERCICIOS DE REPASO
En los ejercicios 1 al 8 calcule los valores y los espacios característicos de la matriz dada.

1. (=: :~J 2. (~ ~J 3. G~J 4. l-~ : -~1

5. l-; -~ _:1 6. l-: -; -~1 7'l~ =; ~ -~J 8.n-~ -!1
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De los ejercicios 9 al 20 determine si la matliz dada A es diagonalizable. Si lo es, encuentre una ma­
triz C tal que C-1AC = D. Si A es simétrica, encuentre una matriz ortogonal Qtal que Q'AQ = D.

2 3

3 2

O 1

O 1

12. [-: -: ~]
-1 0-1

15. [=~ ~~] 16. [: -~ I~]
-5 3 2 12 0-2

~ ~] 20. [~ - ~ -~ ~]
5 -1 O O -1 O

-1 O O -4 4 3

11.

19.

13. [~~ ~] 14. [~~ ~]
O O -3 O O -3

17'l~ ~ _~118' [; f ~; -~
En los ejercicios 21 al 25 identifique la sección cónica y exprésela en términos de las nuevas

variables sin el término xy.

21. AJl =-4

24. 3/ - 2AJl- 5 = O

? ? 8'22. 4x- +2.xy+2y =

25. x 2 -4AJl+4/ +1 =0

23. 4x2
- 3AJl + / = I

26. Escriba la forma cuadrática 2x2 + 4xy + 2y 2 - 3.:2 en términos de las nuevas variables x',
y' y z' de manera que no estén presentes los términos de productos cruzados.

En los ejercicios 27 al 29 encuentre una matriz C tal que C-1AC = J, la forma canónica de

Jordan de la matriz.

27 (-9 4)
-25 11

28. (-4 4)
-1 O

29. [ ~ =~~ =:]
-1 25 9

En los ejercicios 30 al 32 calcule eA'.

( ~3 4)
30. A=

-2 3 31. A = (=~ ~) (-3 -4)32. A =
2 1

33. Usando el teorema de Cayley-Hamilton, calcule la inversa de

A=[-~ ~~]
-2 -[ 4

34. Use el teorema de las circunferencias de Gershgorin para encontrar una cota sobre los
valores característicos de

A ~[1
1- -1-

-~:
2 2

4 1-
3

O 2 -1
1- 1 -32



Apéndice

1
INDUCCIÓN MATEMÁTICA

•
La inducción matemática es el nombre que recibe un principio fundamental de la lógica que se
puede utilizar para probar cierto tipo de proposiciones matemáticas. Normalmente se utiliza
la inducción matemática para probar que alguna afirmación o ecuación se cumple para todo
entero positivo. Por ejemplo, se quiere demostrar que 2" > n para todos los enteros n 2: l. Para
hacer esto, se realizan dos pasos:

Paso I. Se demuestra que la afirmación es cierta para algún entero N (por lo general N =

1).

Paso 2. Se supone que la afirmación es cierta para un entero k mayor o igual que N del paso

1 y después se demuestra que es cierta para el entero k+ l.

•

EJEMPLO 1

Ili. Solución

Si es posible completar estos dos pasos, entonces la validez de la afirmación queda demostra­
da para todos los enteros positivos mayores o iguales que N Para convencerse de este hecho,
se razona como sigue: como la afirmación es cierta para N [por el paso (1)], es cierta para el
entero N + 1 [por el paso (2)]. Entonces también es cierta para el entero (N + 1) + 1 = N + 2
[de nuevo por el paso (2)], y asi sucesivamente. Ahora se ilustrará el procedimiento con algunos
ejemplos.

Demuestre que 2" > n para todo entero n 2: 1.

Paso 1. Si n = 1, entonces 2 1 = 2> 1, de manera que el resultado es cierto para n = 1.

Paso 2. Suponga que 2k > k. Entonces

2k+ 1 = 2 . 2k = 2k + 2k > k + k > k + 1

Así, si el resultado es cierto para n = k, también lo es para n = k + l.
Esto completa la demostración por inducción matemática.



EJEMPLO 2

•• Solución

Inducción matemática 623

Demuestre que la suma de los primeros n enteros positivos es igual a n(n + 1)/2.

Se busca demostrar que

1+2+3+···+n
n(n + 1)

2
(1)

Puede tratar de resolver algunos ejemplos para ilustrar que la fórmula (1) realmente funciona
(esto por supuesto no prueba la afirmación, pero puede ayudar a persuadirle de que se cumple).
Por ejemplo,

1+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10= 10(11) = 55
2

Es decir, la fórmula es cierta para N = 10.

Paso 1. Si n = 1, entonces la suma de los primeros ~ enteros es 1. Pero (1)(1 + 1)/2 = 1, de
manera que la ecuación (1) se cumple en el caso de n = 1.

Paso 2. Suponga que (1) es cierta para n = k; es decir,

1+ 2 + 3+ ... + k = _k(.:...k_+_l....:...)
2

Debe demostrarse que se cumple para n = k + 1. Esto es, se quiere probar que

. (k + l)(k + 2)
1+ 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = -'----'--'------'­

2

Pero

= k(k + 1)/2 por suposición

/ "1+ 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = (1 + 2 + 3 + ... + k) + (k + 1)

=k(k+l)+(k+l)
2

= k(k + 1) + 2(k + 1)

2

(k + lXk + 2)

2

y la demostración queda completa.
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HIPÓTESIS DE

INDUCCIÓN

Inducción matemática

¿EN DÓNDE ESTÁ LA DIFICULTAD?

En ocasiones la inducción matemática es dificil a primera vista en el paso 2. El paso l por lo
general es sencillo. En el ejemplo 1, se insertó el valor n = l en ambos lados de la ecuación (1) y

se verificó que l = l (1 + 1)/2. El paso 2 fue mucho más difícil. Lo estudiaremos de nuevo.

Se supuso que la ecuación (1) era válida para n = k. No se demostró. Esa suposición se
denomina hipótesis de inducción. Después se utilizó la hipótesis de inducción para demostrar
que la ecuación (1) se cumple para n = k + 1. Quizá esto quedará más claro si se ve un valor
específico de k, digamos, k = 10. Entonces se tiene

Suposición

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

Para demostrar

10(10 + 1)

2
10(11) = 55

2
(2)

1+2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + lO + 11

= 11(11+1) = 11(12) =66 (3)
2 2

La demostración en sí

(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + lO) + 11

Por la hipótesis de
inducción (2)

~ 10(11) + 11 = 10(11) + 2(11)
2 2 2

11(10+2)

2

11(12)

2

EJEMPLO 3

que es la ecuación (3). Así, si (2) es cierta, entonces (3) es cierta.
La ventaja del método de inducción matemática es que no es necesario demostrar cada

caso por separado como se hizo con este ejemplo. En lugar de eso, se demuestra para un pri­

mer caso, se supone para un caso general y después se demuestra para el caso general más l.
Con sólo dos pasos basta para tomar en cuenta un número infinito de casos. Realmente es una
magnífica idea.

Demuestre que la suma de los cuadrados de los primeros n enteros positivos es

n(n + 1)(2n + 1)/6.

!!i1. Solución Debe demostrarse que

12 22 32 2 n(n + 1)(2n + 1)+ + + ... + n = --'-----'-----'-
6

(4)



P 1 e l(l + 1)(2 ·1 + 1)aso. omo -'----'-'-----'--
6
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1= 12
, la ecuación (4) es válida para n = 1.

Paso 2. Suponga que la ecuación (4) se cumple para n = k; es decir

hipótesis
de inducción

12 + 22 + 32 + ... +e = k(k + 1)(2k + 1)
6

EJEMPLO 4

Entonces para demostrar que (4) es cierta para n = k + 1 se tiene

hipótesis de

inducción

±k(k + 1)(2k + 1) + (k + 1)2
6

k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6

= k + I [k(2k + 1) + 6(k + 1)J
6

= k; I [ 2k 2 + 7k + 6]

k + 1
= -6-[(k + 2)(2k + 3)J

(k + I)(k + 2)[2(k + 1) + 1J

6

que es la ecuación (4) para n = k + 1, Y la prueba queda completa. Para ilustrar la fórmula
observe que

=~=140
6

Utilice el método de inducción matemática para demostrar la fórmula para la suma de una
sucesión geométrica:

1+ a + a 2 + ... + a"
1-a"+'

I-a '
(5)

.-. Solución Paso 1. Si n = O(el primer entero en este caso), entonces

I-a

I-a
--=I=ao
l-a
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Así, la ecuación (5) se cumple para n = o. (Se usa n = Oen lugar de n = l debido a que aO = 1
es el primer término.)

Paso 2. Suponga que (5) se cumple para n = k, es decir,

Entonces

Hipótesis
de inducción

1 k+1
1+ a + a2 + ... + ak _ - a

l-a

EJEMPLO S

•• Solución

Hipótesis de inducción

t 1- k+1
= a + ak + 1

l~a

l- ak+1 +(I-a)ak+1 l- ak+2

l-a l-a

de manera que la ecuación (5) se cumple para n = k + 1 y la demostración queda completa.

Utilice inducción matemática para demostrar que 2n + n3 es divisible entre 3 para todo entero
positivo n.

Paso 1. Si n = 1, entonces 2n + n3 = 2 . l + 13 = 2 + l = 3 que es divisible entre 3. Así, la
afirmación 2n + n3 es divisible entre 3 es cierta para n = l.

Paso 2. Suponga que 2k + k3 es divisible entre 3. Hipótesis de inducción

Esto significa que 2k +e = m es un entero. Entonces al expandir (k + 1)3, se obtiene
3

2(k + 1) + (k + 1)3 = 2k + 2 + (k3 + 3k 2 + 3k + 1)

=e +2k+3e +3k+3

= e + 2k + 3(k 2 + k + 1)

Entonces

2(k + 1) + (k + 1)3

3
k 3 + 2k 3(k 2 + k + 1)--- + ---'------'-

3 3

= m +e + k + 1= un entero

EJEMPLO 6

Por lo tanto, 2(k + 1) + (k + 1)3 es divisible entre 3. Esto muestra que la afirmación es cierta
para n = k + 1.

Sean Al' A2' ... ,Am , m matrices invertibles de n X n. Demuestre que

(4 4 ... A )-1 = A-lA-l ... 4- 1 4- 1
~~~..&¿ m m m-] ~"'L ~~

(6)
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Para m = 2 se tiene (A
1
A

2
)-1 = A

2
-¡A¡-1 por el teorema 1.8.3, entonces la ecuación (6) se cum­

ple para m = 2. Se supone que es cierta para m = k Yse demuestra para m = k + 1. Sea B =

A¡, A
2

, • •• ,Ak • Entonces

(7)

Por la suposición de inducción

(8)

Sustituyendo (8) en (7) la demostración queda completa.

SEMBLANZA

Inducción matemática

El primer matemático que ofreció una demostración formal me­

diante el uso explícito de la inducción matemática fue el clérigo

italiano Franciscus Maurolicus (1494-1575), quien era el abad de

Messina en Sicilia y era considerado el más grande geómetra del

siglo XVI. En su libro Aritmética, publicado en 1575, Maurolicus utili­

zó la inducción matemática para demostrar, entre otras cosas, que

para todo entero positivo n

1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2

Se pide al lector que demuestre esto en el problema 4 de esta sec­

ción.

Problemas A1

Las demostraciones por inducción de Maurolicus tienen una

forma de bosquejo que es difícil seguir. El matemático francés Blai­

se Pascal (1623-1662), proporcionó una exposición más clara del

método. En su Traité du Triangle Arithmétique, publicado en 1662,

Pascal demostró la fórmula para la suma de coeficientes binomia­

les. Utilizó su fórmula para desarrollar lo que hoy se conoce como

el Triángulo de Pascal.

Aunque el método de inducción matemática se usó formal­

mente en 1575, el término inducción matemática no se usó sino

hasta 1838. En ese año, uno de los originadores de la teoría de con­

juntos, Augustus de Morgan (1806-1871), publicó un artículo en la

Penny CyC!opedia (Londres) titulado "Induction (Mathematics)': Al

final del articulo usó el término que se usa hoy; sin embargo, no

tuvo una amplia aceptación hasta el siglo xx.

De los problemas 1al 20 utilice inducción matemática para demostrar que la fórmula dada se
cumple para toda n = 1, 2, ... a menos que se especifique algún otro conjunto de valores.

1. 2+4+6+ .. ·+2n=n(n+1)

2. 1+ 4 + 7 + ... + (3n - 2) = n(3n -1)
2

n(3n + 1)
3. 2+5+8+"'+(3n-1)= 2

4. 1+ 3 + 5 + ... + (2n -1) = n2

5. (~J <~
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6. 2" < n! para n = 4,5,6, ... , donde

n!=1·2·3···(n-I)·n

7.1+2+4+8+···+2"=2"+1-1

3,,+1 -1
8. 1+ 3 + 9 + 27 + ... + 3" = --­

2

1 1 1 I
9. 1+-+-+···+-=2--

2 4 2" 2"

n(n + I)(n + 2)
12. l· 2 + 2 . 3 + 3 .4 + ... + n(n + 1) = 3

13. l· 2 + 3·4 + 5.6 + ... + (2n -1)(2n) = n(n + 1)(4n -1)
3

1 1 1 1 3 1
14. --+--+--+... + =-----

22-1 32-1 42 -1 (n + 1)2 - 1 4 2(n + 1)

15. n + n2 es par.

n2
- n

16. n<--+2 sin>lO.
12

17. n(n2 + 5) es divisible entre 6.

*18. 3n5 + 5n 3 + 7n es divisible entre 15.

*19. x" -1 es divisible entre x -l.

*20. x" - y" es divisible entre x - y.

2(n + 2)

*21. Proporcione una demostración formal de que (ab)" = a"b" para todo entero positivo n.

22. Suponga que todo polinomio tiene al menos una raíz compleja y demuestre que un polino­

mio de grado n tiene exactamente n raíces (contando las multiplicidades).

23. Dado que det AB = det A det B para todas las matrices A y B de n X n, demuestre que det

Al' A 2, ••• ,Am = det Al det A 2 ••• det A m, donde Al' ... ,Am son matrices de n X n.

24. Si Al' A
2

, ••• ,A
k

son matrices de m X n, demuestre que (Al + A
2
+ ... + A)' = A; + A~

+ ... + A:. Puede suponer que (A + B)' = A' + B'.
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25. Demuestre que existen exactamente 2" subconjuntos de un conjunto que contiene n ele­
mentos.

26. Demuestre que si 2k - 1 es un entero par para algún entero k, entonces 2(k + 1) - l = 2k
+ 2 - l = 2k + l es también un entero par. ¿Es posible obtener una conclusión a partir
de la demostración?

27. ¿Qué es incorrecto con la siguiente demostración de que cada caballo, en un conjunto de n

caballos tiene el mismo color que cualquier otro caballo en el conjunto?

Paso 1. Es cierto para n = l ya que sólo hay un caballo en el conjunto y es obvio que tiene
el mismo color que él mismo.

Paso 2. Suponga que es cierto para n = k. Es decir, cada caballo en un conjunto que con­

tiene k caballos es del mismo color que los demás caballos en el conjunto. Sean 111' 112, ••• ,

hk, hk+1 los k + 1 caballos en el conjunto S. Sea SI = {hl' h
2

, ••• , hk } YS2 = {h
2

, h
3

, ••• ,

hk , hk+ 1}. Entonces ambos, SI y S2 contienen k caballos de manera que los caballos en cada
uno de estos conjuntos son del mismo color. Escriba h = h para indicar que el caballo i

, J

tiene el mismo color que el caballo j. Entonces se tiene

y

Esto significa que

11=11=11=···=11=11I 2 3 k k+1

de manera que todos los caballos en S tienen el mismo color. Esto demuestra la afirmación en
el caso de n = k + l y, por lo tanto, la afirmación es cierta para todo 11.
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,-

NUMEROS COMPLEJOS

•
En el capítulo 6 se estudió el problema de encontrar las raíces de los polinomios

1..2 + bA + e = O

Para encontrar las raíces, se utiliza la fórmula cuadrática y se obtiene

(1)

(2)

Si b2 - 4c > 0, existen dos raíces reales. Si b2 - 4c = 0, se obtiene una sola raíz (de multiplicidad
2) A = -b/2. Para manejar el caso b2 - 4c < 0, se introduce la unidad imaginaria. t

•

i=~ (3)

t El término imaginario no debe ser una preocupación. Es sólo un nombre. El matemático Alfred North Whitehead, en
el capitulo sobre números imaginarios de su libro Introduction to Mathematics, escribió:

En este punto, puede ser útil observar que cierto tipo de intelecto se preocupa siempre y preocupa a otros sobre
la aplicabilidad de los términos técnicos. ¿Es adecuado denominar números a los números inconmensurables? ¿Son
realmente números los números positivos y negativos7 ¿Son imaginarios los números imaginarios, y son números)
tstos son ejemplos de preguntas estériles. No puede entenderse con suficiente claridad que, en la ciencia, los términos

técnicos son nombres asignados de manera arbitraria, como los nombres cristianos a los niños. No puede ponerse en
duda si los nombres están bien o mal. Pueden ser o no prácticos o sensibles; en ocasiones puede ser sencillo recor­
darlos, o ser tales que sugieran ideas relevantes o importantes. Pero el principio esencial fue enunciado con mucha
claridad en Alicia en el país de las maravillas por Humpty Dumpty, cuando le dijo a propósito de su uso de las palabras,
"les pago más y las hago tener el significado que yo quiero" Así que no nos preocuparemos por si los números Ima­
ginarios son imaginarios o son nlJmerOS, tomaremos la frase como el nombre arbitrario de cierta Idea matemática,
que intentaremos ahora aclarar.
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de manera que ¡l = -1. Entonces para b2 - 4c < O

y las dos raíces de (l) están dadas por

y
A = ~_ ~4c-b2

2 2 2

EJEMPLO 1

m. Solución

Encuentre las raíces de la ecuación cuadrática A2 + 2A + 5 = O.

Se tiene b = 2, e = 5 Yb2
- 4c = -16. Entonces ~b2 - 4c = .,}-16 =J16~ = ¿ y las raíces

son

-2 + 4i 1 2'---=- + 1
2

DEFINICIÓND Un número complejo es una expresión de la forma

z= ex + i~

y

(4)

EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

• Solución

donde ex y ~ son números reales, ex se denomina la parte real de z y se denota por Re z. ~ se
denomina la parte imaginaria de z y se denota por 1m z. En ocasiones la representación (4)

recibe el nombre de forma cartesiana o rectangular del número complejo z.

Observación. Si ~ = Oen la ecuación (4), entonces z = ex es un número real. En este contexto

se puede ver el conjunto de números reales como un subconjunto del conjunto de números
complejos.

En el ejemplo 1, Re Al = -1 e 1m \ = 2.

Los números complejos se pueden sumar y multiplicar usando las reglas normales de álgebra.

Sean z = 2 + 3i y w = 5 - 4i. Calcule i) z + W, ii) 3w - 5z y iii) zw.

i. z + w = (2 + 3i) + (5 - 4i) = (2 + 5) + (3 - 4)i = 7 - i.

ü. 3w = 3(5 - 4i) = 15 - 12i; 5z = 10 + 15i, y 3w - 5z = (15 - 12i) - (10 + 15i) =

(15 - 10) + i( - 12 - 15) = 15 - 27i

iiL zw = (2 + 3i)(5 - 4i) = (2)(5) + 2(-4i) + (3i)(5) + (3i)(-4i) = 10 - Si + 15i - 12P = 10
+ 7i + 12 = 22 + 7i. Aquí se usó el hecho de que ¡l = -1.
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y = 1mz

4
-2 + 3i

• 2 + 3i•

4

.3 + 2i

2
el - j

.I+i

2

-2
-l-je

-l+i.

-4
---11---+-+----I--+-+---+--+--I--~x = Re z

O

-3 + 2i.
Figura A.l
Doce puntos en el plano
complejo.

~3 - 2j e -2 e3 - 2i

-2 - 3i. .2 - 3i

-4

L PLANO COMPLEJO

El CONJUGADO

Es posible graficar un número complejo::; en el plano xy graficando Re z sobre el eje x e 1m z
sobre el eje y. Entonces se puede pensar que cada número complejo es un punto en el plano xy.

Con esta representación el plano xy se denomina plano complejo o de Argand. En la figura A.l
se graficaron algunos puntos representativos.

Si z = a + i~, entonces se define el conjugado de z, denotado por Z, como

z= a - i~ (5)

La figura A.2 presenta un valor representativo de z yz..

EJEMPLO 4 Calcule el conjugado de i) 1 + i, ii) 3 - 4i, iii) -7 + Si y iv) - 3.

•• Solución i. T+l = 1 - i; ii. 3 - 4i = 3 + 4i; iü. -7 + Si = -7 - Si; iv. - 3 = - 3.

1mz 1m z
z

Figura A.2
Zse obtiene reflejando z
respecto al eje x.

-f----.... Rez
O

-----:-t-----+ Re z
O

z

a) b)
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No es difícil demostrar (vea el problema 46 del presente apéndice) que

z = z si y solo si z es real (6)

NÚMERO

1::. IMAGINARIO

Si z = ~i con ~ real, entonces se dice que z es imaginario. Se puede entonces demostrar (vea el
problema 47) que

z== - z si y solo si z es. imaginario (7)

t. MAGNITUD

Sea pJx) = ao + alx + a2x
2 + ... + a"x" un polinomio con coeficientes reales. Entonces se

puede demostrar (vea el problema 41) que las raíces complejas de la ecuación pJx) = °ocurren
en pares conjugados complejos. Esto es, si z es una raíz de p (x) = 0, entonces también lo es z.

• 11

Este hecho se ilustró en el ejemplo I para el caso de n = 2.

Para z = ex + i~ se define la magnitud t de z, denotada por Izl, como

Magnitud de z = Izl = ~ex2 + ~2 (8)

1: ARGUMENTO y el argumento de z, denotado por arg z, se define como el ángulo e entre la recta Oz y el lado
positivo del eje x. Como convención se toma

- re < arg z:S: re

En la figura A.3 se puede ver que r = Izl es la distancia de z al origen. Si ex > 0, entonces

Imz

z = a + if3 = rei8
f3

Figura A.3
Si z = a + i~, entonces
(J. = rcos ey~ = r sen e. r ! f3 = r sen (J

(J

-f'-----L-----'-~ Re z
a = r cos 8 a

a----
t La magnitud de un número complejo con frecuencia recibe el nombre de módulo.
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donde se observa la convención de que tan- I x toma valores en el intervalo ( -~, ~]. Si

a = OY ~ > O, entonces 8 = arg z = ~. Si a = OY ~ < O, entonces 8 = arg z = - ~. Si a < Oy
2 2

~ > O, entonces 8 se encuentra en el segundo cuadrante y está dado por

8 = arg z = n - tan-II~I

Por último, si a < Oy ~ < Oentonces 8 está en el tercer cuadrante y

8 -1 ~=argz=-n+tan -
a

En suma, se tiene

Argumento de z
Sea z = a + ~i. Entonces

arg z = tan Q. si a > O
a

n . R
arg z = - SI a = OY1-' > O

2

De la figura AA se ve que

y

n . Rarg z = - - SI a = OY1-' < O
2

arg z = n-tan -1 I~I si a < Oy ~ > O

arg z = -n + tan -1 ~ si a < Oy ~ < O
a

arg Ono está definido

rz[ = Izl

arg z = -arg z

(9)

(10)

(11)

(12)
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Figura AA
~rg z = -arg z.

-IE--........,.---~ Re z

Se pueden utilizar Izl y arg z para describir lo que a menudo es una representación más conve­
niente para los números complejos.t De la figura A.3 es evidente que si z = ex + i~, r = Izl y 8
= arg z, entonces

ex = r cos 8

Se verá al final de este apéndice que

y ~ = r sen 8 (13)

ée = cos 8 + i sen 8

Como cos (-8) = cos 8 y sen (-8) = -sen 8, también se tiene

e- i8 = cos (-8) + i sen (-8) = cos 8 - i sen 8

(14)

(14')

La fórmula (14) se denomina identidad de Euler.: Si se utiliza la identidad de Euler y la ecuación
(13), se tiene

z = ex + i~ = r cos 8 + ir sen 8 = r(cos 8 + i sen 8)

o sea,

(15)

~ fORMA POLAR La representación (15) se denomina forma polar del número complejo ::.

.-----

t Al lector que haya estudiado coordenadas polares esta representación le parecerá familiar.
• Recibe este nombre en honor del gran matemático suizo Leonhard Euler (1707-1783)
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Figura A.S
Seis puntos en el plano
complejo

a)

Y~~lm'_:J+i
11:,
4:

, x = Rez
O )

el)

b)

y = Imz

......-~:-T-+- x = Re z
O -211:

-i 3
'----- -.f3¡

-) -.f3¡ -2i

e)

e)

y= Imz

-~J¡i7i

, x = Rez
-2 O

f)

EJEMPLO 5

iIilli. Solución

Determine las formas polares de los siguientes números complejos: i) 1, ii) - 1, iii) i, iv) I + i,
v) -1 - J3i y vi) - 2 + 7i.

Los seis puntos están graficados en la figura A.5.

i. De la figura A.5a es evidente que arg 1 = O. Como Re 1

1 = 1eí° = leo = 1.

ii. Como arg( - 1) = 1t (figura A. 5b) Y1- 11 = 1, se tiene

-l=le"i=é"

1, se ve que, en forma polar.

iii. De la figura A. 5e se ve que arg i= 1t/2. Puesto que lil =F+J2 =1, se sigue que

iv. arg (1 + i) = tan~1 (l/l) = (1t/4) Y11 + il =.J12+12 =-J2, de manera que

v. En este caso tan -1 (Mex) = tan -1 .J3 = 1t/3. Sin embargo, arg z se encuentra en el tercer cua­

drante' de manera que e = 1t/3 - 1t = -21t/3. Además l-l-.J31 =)1 2 + (.J3f =.J1+3 =2

por lo que

-1 - .J3 = 2e -2"i/3

vi. Para calcular esto se requiere una calculadora. Se encuentra que, en radianes,

arg z = tan- I (-f) = tan- ' (-3.5) '= -1.2925
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Pero tan- I x está definida como un número en el intervalo (-n/2, n/2). De la figura A.5f, eestá en
el segundo cuadrante, por lo que se ve que arg z = n - tan- 1(3.5) '" 1.8491. Después se ve que

Así,

-2 + 7i "".J53 e1.8491i

Convierta los siguientes números complejos de la forma polar a la forma cartesiana j) 2é Tti3;

ji) 4e3• íl2

i. el
./

3
= cos n/3 + i sen n/3 = t + (f3/2) i. Entonces 2ei

./
3

= l + J3i.
ii. e3Tti/2 = cos 3n/2 + i sen 3n/2 = O+ i(- 1) = -i. Entonces 4e3•i

/
2 = -4i.

Si e = arg z, entonces por la ecuación (12), arg z = - e. Así, puesto que rzl = Izl,

Si z = rée,entonces z = re-ie

Suponga que se escribe un número complejo en su forma polar z = reie. Entonces

z" = (rée)" = r"(ele)" = r"é"e = r'\ cos nO + i sen nO)

(16)

(17)

La fórmula (17) es útil para muchos cálculos. En particular, cuando r = Izl = 1, se obtiene la
fórmula de De Moivre. t

EJEMPLO 7

•• Solución

fórmula de De Moivre

(cas O + i sen O)" = cos nO + i sen nO

Calcule (1 + i)5.

En el ejemplo 5iv) se mostró que l + i = .J2e·i /4. Entonces

(1 + i)5 = (.J2eTti/4 r = (.J2r e5.i/4 = 4.J2( cos 5: + isen 5: )

r:::( l l.) .= 4" 2 - .J2 - .J2 1 = -4 - 41

•

(16)

t Abraham de Moivre (1667-1754) fue un matemático francés conocido por su trabajo sobre teoria de probabilidad, se­
nes infinitas y tngonometría. Su reconocimiento era tal que Newton con frecuencia decia a quienes le hacia preguntas
sobre matemáticas, "vayan con De MOlvre; él sabe esas cosas mejor tllJe yo".
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Esto se puede verificar mediante el cálculo directo. Si este cálculo directo no parece más difícil,
intente calcular (l + i)lO directamente. Procediendo como antes, se obtiene

(l + i)20 = (.[ir e 20' i!4 = tO (cos 51t + i sen 51t)

= iO (-1 + O) =-1 024

DEMOSTRACIÓN

DE LA IDENTIDAD

DE EUlERL----

Se demostrará que

é 6 = cos e + i sen e (19)

Problemas A2

usando las series de potencia. Si no está familiarizado con ellas, omita esta demostración. Se
tiene

2 3

eX = 1+ x +~ +~ + ... (20)
2! 3!

x 3 x
sen x = x - - + - - ... (21)

3! 5!

x
2

x
4

cos X = 1 - - + - - ... (22)
2! 4!

Aunque aquí no se demuestra, estas tres series convergen para todo número complejo x. En­
tonces

eill = 1+ (ie) + (ie)2 + (ie)3 + (ie)4 + (ie)5 +... (23)
2! 3! 4! 5!

Ahora bien, i2 = -1, i3= -i i4= 1, i5= i, etc. Por lo tanto (23) se puede escribir como

i6 . e2 ie3 e4 ie5

e =1+le----+ -+-- ...
2! 3! 4! 5!

= [ l _ ~2! + ~~ _ ... ) + { e _ ~~ + ~~ _ ...)

=cose + isen e

Con lo cual se completa la demostración.

De los problemas l al 7 realice las operaciones indicadas.

1. (2 - 3i) + (7 - 4i)

3. 5i(2 + 3i) + 4(6 - 2i)

5. (2 - 3i)(4 + 7i)

7. (-3 + 2i)(7 + 3i)

2. 3(4 + i) - 5( - 3 + 6i)

4. (l + i)( l - i)

6. (6 + 7i)(3 - 7i)
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De los problemas 8 al 20 convierta el número complejo a su forma polar.

8. 5i 9. -2i 10. 5 + 5i 11. -2 - 2i

12. -I-i 13. 3 - 3i 14. 2+2J3i 15. 3J3 + 3i

16.1-J3i 17. J3 -i 18. 4J3 -4i 19. -1+iJ3

20. 6.fi - 6i

De los problemas 21 al 33 convierta de la forma polar a la forma cartesiana.

21. e3ni 22. e27ti 23. 2e -7.1 24. 1 3:n:i/4le

25. I -3¡ri/4 26. 6e rrl/6 27. 5e"i/4 28. 4eSrri/6le

29. 4e -5rrl/6 30. 3e-3rrl/4 31. 3e -2rr//3 32. .fie23'i/4

33. .J2e-rrl/4

En los problemas 34 al 45 calcule el conjugado del número dado.

34. 3 - 4i

38. -4 - 2i

42. 2err/17

35. 5 + 2i

39. -7i

43. 7e- J
•

115

36. 4 + 6i

40. 16

44. 3e-4rri/ll

37. -3 + 8i

45. éOl2i

46. Demuestre que z = ex + i~ es real si y sólo si == z [sugerencia: si == z, demuestre que
~ = O].

47. Demuestre que == ex + i~ es imaginario si y sólo si == - z[sugerencia: si:? = - Z, demues­
tre que ex = O].

48. Demuestre que para cualquier número complejo ::, zZ = 1=12•

49. Demuestre que la circunferencia de radio 1 centrado en el origen (la circunferencia unitaria)
es el conjunto de puntos en el plano complejo que satisfacen Izl = l.

50. Para cualquier número complejo zo y cualquier número real positivo a. describa
{z: Iz - zol = a}.

51. Describa {z: Iz - zol :::; a}, donde Zo ya están definidos igual que en el problema 50.

52. Describa {z: a:::; 1= - zol :::; A}, donde Zo es cualquier número complejo y a < A.

*53. Sea peA) = A" + al_IA/- 1 + al_2
A/-2 + ... + alA +ao' donde ao' al' ... , a

ll
_ 1 son números

reales. Demuestre que si pez) = O, entonces pez) = O. Esto es: las rafees de polinomios con
coeficientes reales ocurren en pares complejos conjugados [sugerencia: O= O; calcule pe::)].

54. Derive expresiones para cos 48 y sen 48 comparando la fórmula de De Moivre y la expan­
sión de (cos 8 + ¡sen 8)4.

55. Demuestre la fórmula de De Moivre por inducción matemática [sugerencia: recuerde las
identidades trigonométricas cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y y sen (x + y) = sen x
cos y + cos x sen y].



•

Apéndice

3
EL ERROR NUMÉRICO EN LOS
CÁLCULOS Y LA COMPLEJIDAD
COMPUTACIONAL

En todos los capítulos de este libro se han realizado cálculos numéricos. Entre otras cosas,
se resolvieron ecuaciones lineales, se multiplicaron e invirtieron matrices, se encontraron
bases y se calcularon valores y vectores propios. Salvo contadas excepciones, los ejemplos
incluyeron matrices de 2 X 2 y de 3 X 3, no porque la mayor parte de las aplicaciones tengan

sólo dos o tres variables, sino porque de otra manera los cálculos hubieran sido demasiado

laboriosos.
El uso creciente de calculadoras y computadoras han marcado cambios muy importantes

en la manera de resolver los problemas. Los avances tan importantes que se han logrado en los
últimos años en el campo de la teoría de métodos numéricos para resolver algunos problemas
computacionales han hecho posible realizar, con rapidez y exactitud, los cálculos mencionados
con matrices de orden más alto.

Sin embargo, el uso de la computadora presenta otras dificultades. Las computadoras no

almacenan números como t, 7f, fi y TI:. En su lugar, todas las computadoras digitales utili­

zan lo que se conoce como aritmética de punto flotante. En este sistema, todos los números se
representan en la forma

(1)

donde di' d
2
, ••• , d

k
son dígitos enteros positivos y n es un entero. Cualquier número escrito en

esta forma se denomina número de punto flotante. En la ecuación (1) el número: ± 0Ad2 ••• dk se
denomina la mantisa y el número n se denomina exponente. El número k es el número de cifras

significativas en la expresión.

Las computadoras tienen diferentes aptitudes en el rango de los números que se pueden
expresar en la forma de la ecuación (1). Los dígitos normalmente se representan en binario
en lugar de en forma decimal. Supongamos que una computadora común guarda 28 dígitos
binarios. Como 228 = 268 435 456, es posible usar los 28 digitos binarios para representar un
número de ocho dígitos. Entonces k = 8.
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Forma de punto flotante de cuatro números

Los siguientes números se expresan en la forma de punto flotante:

L ¡ = 0.25

iL 2378=0.2378XI04

iii. -0.000816 = -8.816 X 10-3

iv. 83.27 = 0.8327 X 102

Si el número de dígitos significativos fuera ilimitado, entonces no habría problema. Pero
casi siempre que se introducen números en la computadora los errores comienzan a acumular­
se. Esto puede ocurrir en una de dos maneras:

L Truncado. Todos los dígitos significativos después de le de ellos simplemente "se eli­
minan". Por ejemplo, si se trunca, se guarda t = 0.666666 ... (con le = 8) como t
0.66666666 X 10°.

ii. Redondeo. Si d
k
+

1
2:: 5, entonces se suma 1 a d

k
y se trunca el número que resulta. De otra

manera, el número simplemente se trunca. Por ejemplo, con redondeo (y le = 8), t =

0.66666666 X IO°.

_ .....__lIu_s_t_ra_c_i_ó_n_d_e_t_r_u_n_c_ad_o_y_r_e_d_o_n_d_e_o__

Se puede ilustrar la forma en la que se almacenan algunos números truncados y redondeados
con ocho dígitos significativos:

Número Número truncado Número redondeado

.!. 0.26666666 X10 1 0.6666667 X 101
3

1t 0.314159263101 0.31415927 X101

...L -0.17543859310- 1 -0.17543860- 1
-57

ERROR

E ABSOLUTO

Los errores individuales de truncado o de redondeo no parecen ser significativos. Sin embargo,
cuando se realizan miles de pasos en la computadora, el error de redondeo acumulado puede
ser devastador. Por consiguiente, al analizar cualquier esquema numérico, es necesario saber
no sólo si, en teoría, se obtendrá la respuesta correcta, sino también cuánto se van a acumular
los errores de redondeo. Para tener un control de las cosas, se definen dos tipos de error. Si x es
el valor real de un número y x* es el número que aparece en la computadora, entonces el error
absoluto Ea está definido por

(2)
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ERROR

I! RELATIVO

El error numérico en los cálculos y la complejidad computacional

En la mayor parte de las situaciones es más interesante el error relativo E
r
, definido por

EJEMPLO 3 Ilustración del error relativo

e r =Ix';xl (3)

Sea x =2 YX* =2.1. Entonces E" =0.1 YEr =0.1/2 =0.05. Si XI =2000 YXI *=2000.1, enton­
ces de nuevo E" =0.1. Pero ahora E

r
=0.1/2000 =0.00005. Muchas personas estarán de acuerdo

en que el error de 0.1 en el primer caso es más significativo que el error de 0.1 en el segundo.

Una parte importante del análisis numérico se refiere a preguntas sobre convergencia y
estabilidad. Si X es la solución exacta al problema y el método computacional da valores aproxi­
mados xn' entonces el método converge si, teóricamente, XII tiende a X cuando n crece. Más aún,
si se puede demostrar que los errores de redondeo no se acuml}larán de forma que la respuesta
sea muy poco exacta, entonces se dice que el método es estable.

Es sencillo proporcionar un ejemplo de un procedimiento en el que el error de redondeo
sea bastante grande. Suponga que se quiere calcular y = l/(x - 0.66666665). Para X = t, si
la computadora trunca, entonces X =0.66666666 YY =1/0.00000001 =108 =10 X 1Q7. Si la
computadora redondea, entonces X =0.66666667 YY =1/0.00000002 =5 X 1Q7. La diferencia

L 1 ·· 1/(2 66666665) _1/(200000000 199999995) -1/ 5en este caso es enorme. a so uClOn exacta es 3-100000000 - 300000000 - 300000000 - 300000000

=300000000 =60 000 000 =6 X 107
5 •

Nota. La estabilidad aquí no es causa de preocupación. Sin embargo, las personas que diseñan
el software sí se preocupan mucho por este factor. El lector debe saber que quien se dedica a
análisis numérico y diseña software elige los algoritmos (o desarrolla nuevos) que tienden a
minimizar las consecuencias adversas. En particular, MATLAB utiliza programas de muy alta
calidad. En la actualidad, ningún principiante bien informado desarrolla su propio software.
Se usan subrutinas de diseños probados.

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Al resolver problemas en una computadora surgen dos pregunta,s naturales:

¿Qué tan exactas son mis respuestas?
¿Cuánto tiempo llevará hacerlo?

Trataremos de dar respuesta a la primera pregunta en la parte inicial de esta sección. Para con­
testar la segunda, debe estimarse el número de pasos requeridos para llevar a cabo cierto cálculo.
La complejidad computacional de un problema es una medida del número de operaciones arit­
méticas necesarias para resolver el problema y el tiempo necesario para llevar a cabo todas las
operaciones requeridas.
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Existen dos operaciones básicas que se llevan a cabo en una computadora:

Operación
Tiempo promedio

(en microsegundos)t

Suma o resta 1microsegundo

Multiplicación o división 2 microsegundos
'1 microsegundo = 1 millonésimo de segundo = lOS segundos.

De esta forma, con el fin de estimar el tiempo necesario para resolver un problema en una com­
putadora, primero deben contarse las sumas, restas, multiplicaciones y divisiones involucradas
en la solución.

Contar las operaciones necesarias para resolver un problema con frecuencia es difícil. Se
ilustra cómo se puede hacer en el caso de eliminación de Gauss-Jordan. Para simplificar, la
suma y la resta se manejarán como la misma operación y la multiplicación y la división igual
(aunque, de hecho, cada división tarda el triple que una multiplicación; el tiempo promedio de
ambas es, con la velocidad que manejan los procesadores actualmente, menos a los 2 microse­
gundos).

Cuenta de sumas y multiplicaciones en la eliminación de Gauss-Jordan

Sea A una matriz invertible de n X n. Estime el número de sumas y multiplicaciones necesarias
para resolver el sistema Ax = b mediante eliminación de Gauss-Jordan.

Al igual que en la sección 1.3, se comienza por escribir el sistema en la forma de matriz aumen­
tada

[ a"

al2 QIII I
b, ]a

2l
a

22 al" I b
2

I

QI11 Qn2 a
1111 I

b
ll

Como suponemos que A es invertible, su forma escalonada reducida por renglones es la matriz
identidad de n X n. Se supone que en la reducción no se permutan (intercambian) renglones ya
que este intercambio no involucra sumas o multiplicaciones. Más aún, el control del número
de renglones es una tarea de almacenamiento de datos que requiere mucho menos tiempo que
una suma.

Para controlar qué números se están calculando durante un paso dado, se escribe la matriz
aumentada con letras e y L. Una e denota el número que acaba de calcularse. Una L denota
un número que no sufre cambio.

Paso 1. Se multiplica cada número en el primer renglón por l/al 1para obtener

n + 4 columnas Total en el paso I

[i
e e e e

II
11 multiplicaciones

L L L L ( !i!. = I no requiere cálculos. simplememean

se inserta un I en la posición 1. l.)

L L L L no hay sumas
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Paso 2. Se multiplica el renglón 1 por a
il

y se suma al renglón i para i = 2, 3, ... , n:

1 L L L L L

O e e e e e
O e e e e e

O e e e e e

Contemos las operaciones.

Para obtener el nuevo renglón 2:

El cero en la posición 2,1 no requiere trabajo. Se sabe que el número en la posición 2,1
cero, por lo que simplemente se coloca en ese lugar. Existen (n + 1) - 1 = n números en el se­
gundo renglón que deben cambiar. Por ejemplo, si a22 se denota por a;2' entonces

Esto requiere una multiplicación y una suma. Como hay n números que cambiar en el segundo
renglón, se necesitan n multiplicaciones y n sumas en el segundo renglón. Lo mismo ocurre en
cada uno de los n - l renglones de 2 a n. Entonces

Total para el paso 2

(11 - 1)11 multiplicaciones

(11 - 1)11 sumas

Notación. En adelante a~ denotará el último cálculo en el renglón i y la columna).

Paso 3. Se multiplica todo en el segundo renglón por 1/a;2:

1 L L L L L

O l e e e e Total para el paso 3

O L L L L L 11 - I multiplicaciones. (Como antes, el
I en la posición 2, 2 sólo se coloca ahí.)
no hay sumas

O L L L L L

Paso 4. Se multiplica el renglón 2 por -a:
2

y se suma al renglón i, para i = 1, 3, 4, ... , n:

1 O e e e e
O 1 L L L L Total para el paso 4

O O e e e e (11 - 1)(11 ~ 1) multiplicaciones

(11 - 1)(11 - 1) sumas

O O e e e e

Del mismo modo que en el paso 2, cada cambio requiere una multiplicación y una suma. Pero
ahora las primeras dos componentes no requieren cálculos; es decir, se calculan (n + 1) - 2 =

n -1 números en cada renglón. Aquí también, los cálculos se hacen en n -1 renglones. Esto
explica los números anteriores.
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Debe observarse un patrón. En el paso 5 se tendrán n -2 multiplicaciones (para dividir
cada elemento en el tercer renglón, al lado de los tres primeros, entre a;3)' En el paso 6 serán
necesarias n -2 multiplicaciones y n -2 sumas en cada uno de los n -1 renglones, que dan un
total de (n -1 )(n - 2) multiplicaciones y (n -1 )(n - 2) sumas. Se continúa de esta forma hasta
que quedan sólo cuatro pasos. He aquí la apariencia de la matriz aumentada:

1 O O a;,n_1 a;n b'
1

O 1 O a~.I1~1 a;1I b'
2

O O 1 a;.Il~1 a;11 b'
3

O O O a~_l, n-[
a' b'

n-[,n n-I

O O O I a I b,:a
11,11-1 ""

3 pasos antes del último. Se divide el renglón (n - 1) entre a:, _L n _ 1:

1 O O L L L

O 1 O L L L

O O 1 L L L 2 multiplicaciones

no hay sumas

O O O 1 e e
o o o L L L

2 pasos antes del último. Se multiplica el renglón (n - 1) por -a;, n-l. Yse suma al renglón i,
para i = 1, 2, ... , n - 2, n

1 O O O e e
O I O O e e
O O I O e e 2(n - 1) multiplicaciones

2(n - 1) sumas

O O O 1 L L

O O O O e e

1 paso antes del último. Se divide el n-ésimo renglón entre <,,:

1 O O O L L

O 1 O O L L

O O 1 O L L I multiplicación

no hay sumas

O O O 1 L L

O O O O 1 e
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Último paso. Se multiplica el renglón n por -a;1I Y se suma al renglón i, para i = 1, 2, ... ,
n -1:

1 O O O O e
O 1 O O O e
O O 1 O o e 1(11 - 1) multiplicaciones

1(11 - 1) sumas

O O O 1 O e
O O O O l L

Ahora se encuentran los totales:

Para los pasos impares se tienen

n + (n - 1) + (n - 2) + ... + 3 + 2 + l multiplicaciones

y
no hay sumas

Para los pasos pares se tienen

(n - 1)[n + (n - 1) + (n - 2) + ... + 3 + 2 + 1] multiplicaciones

y
(n - 1)[n + (n - 1) + (n - 2) + ... + 3 + 2 + 1] sumas

En el ejemplo 2 del apéndice 1 (página A-2) se demuestra que

1+2+3+ ... +n=n(n+l) (4)
2

Entonces el número total de multiplicaciones es

De los pasos pares De.los pasos impares

n(n
2
+ 1) + (n -1)[ n(n

2
+ 1)]

=[n(n2+I)Jrl+(n-l)]=nz(n;I)=~+~z

. [n(n+I)] n
3
-n n

3
nyel numero total de sumas es (n -1) = -- = - --

2 2 2 2

UNA MODIFICACiÓN DE LA ELIMINACIÓN DE GAUSS-JORDAN

Existe una manera más eficiente de reducir los renglones de A a la matriz identidad: primero se
reduce A a su forma escalonada por renglones para obtener la matriz

1
,

a;3
a' a;11 b'GIZ 1,11-1

1

O
,

a;.II_1 a;" b'aZ3 Z

O O O 1 a;_l.n b'11-1

O O O O b}~
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El siguiente paso es hacer cero todos los elementos en la columna n arriba del uno en la posi­
ción n, n. Esto da como resultado

l L L
O l L

O O O

O O O

L O
L O

l O

O l

e
e

e
L

Problemas A3

Por último, si se trabaja de derecha a izquierda, se hacen cero el resto de los elementos arriba
de la diagonal. En el problema 22 de este apéndice se pide al lector que demuestre que con

esta modificación, el número de multiplicaciones es tn3 + n2
- tn y el número de sumas es

I 3 + 1 2 53 n zn -ón.

Para n grande

Por ejemplo, cuando n = 10000,

3 2

!!:.- +!!:.- = 500 050 000 000 = 5.0005 x 10 11

2 2

y
3

!:!.- = 500 000 000 000 = 5X 10 11

2

De manera similar, para n grande

l 3 2 1 n
3

-n +n --n""-
3 3 3

3 3

Como !:!.- es menor que !:!.-, se ve que la modificación descrita es más eficiente cuando n es
3 2 .

grande (de hecho, es mejor cuando n 2': 3).
En la tabla A.l se presenta el número de sumas y multiplicaciones requeridas para varios

procesos presentados en los capítulos l y 2.
De los problemas 22 al 25 se pide al lector que derive estas fórmulas.

En los problemas 1 al 13 convierta el número dado a un número de punto flotante con ocho
lugares decimales de exactitud, ya sea truncando (T) o redondeando (R) como se indica.

1. t(T)

5. ~(T)

9. -18~(R)

13. 8374.2 x 10-24

2. f

6. f(T)

10. 237059 628(T)

3. -0.00035 4. i(R)

7. ff-(R) 8. -18~(T)

11.237059628(R) 12. -23.7xIOI5
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Tabla A.1 Número de aproximaciones aritméticas para una matriz invertible A de n X n

Técnica

1. Solución de Ax = b
por eliminación de Gauss-Jordan

2. Solución de Ax = b por la modificación
a la eliminación de Gauss-Jordan

3. Solución de Ax = b por eliminación de
Gauss-Jordan con sustitución regresiva

4. Obtención de A- 1 por eliminación de
Gauss-Jordan

5. Cálculo de det A por reducción de A a
una matriz triangular y multiplicación
de los elementos en la diagonal

Número de
multiplicaciones

3
n 2 n-+n --
3 3

n3 2n
-+--]
3 3

Número
aproximado de
multiplicaciones
para n grande

2

3

3

3

Número
de

sumas

2 2

n3 n2 5n-+--­
3 2 6

n3 n2 5n
-+---
3 2 6

Número
aproximado de
sumas para n

grande

2

3

3

3

De los problemas 14 al21 se da el número x y una aproximación x*. Encuentre los errores ab­

soluto y relativo Ea y Ei

14. x=5;x*=0.49XIO i

16. X = 3 no;x *= 0.3704 X 10

18. X = --.L. X *= O12 X 10-2
SOO ' •

20. X = 0.70465;x *= 0.70466 X 100

15.. X = 500;x * = 0.4999 X 103

17. r. x ={-;x*=0.12XIOo

19.. X = - 5i;x* = -0.583 X le

21. . X = 70 465;x *= 0.70466 X 10

22. Derive las fórmulas del renglón 2 de la tabla A.l [sugerencia: necesitará la siguiente fórmu­

la que está demostrada en el ejemplo 3 del apéndice 1:

2 n(n + 1)(2n + 1)+ n = ----'-------'--'------'-
6

23. Derive las fórmulas del renglón 3 de la tabla A.l.

24. Derive las fórmulas del renglón 4 de la tabla A.I.

*25. Derive las fórmulas del renglón 5 de la tabla A.l.

26. ¿Cuántos segundos toma, en promedio, la solución de Ax = b en una computadora usando

eliminación de Gauss-Jordan si A es una matriz de 20 X 20?

27. Resuelva el problema 26 si se usa la modificación descrita en este apéndice.

28. ¿Cuántos segundos tardaría, en promedio, invertir una matriz de 50 X 50?, ¿una matriz de

200 X 200? Y¿una matriz de 10000 X 10 0007

29. Derive la fórmula para el número de multiplicaciones y sumas requeridas para calcular el

producto A B donde A es una matriz de m X n y B una de n X q.



EJEMPLO 1

m. Solución

Apéndice

4
;

ELIMINACION GAUSSIANA
CON PIVOTEO

•
No es difícil programar una computadora para que resuelva un sistema de ecuaciones lineales
haciendo uso del método de eliminación gaussiana o de Gauss-Jordan estudiado en este libro.
Existe, sin embargo, una variación al método que fue diseñada para reducir el error de redon­
deo acumulado al resolver un sistema de n X n ecuaciones. Dicho método, o alguna variación,
se utiliza en diversos sistemas de software. Una vez que le resulte comprensible esta modifica­
ción sencilla de la eliminación gaussiana, entenderá por qué, por ejemplo, la descomposición
LU o las formas escalonadas encontradas en una calculadora o en MATLAB a veces son dife­
rentes que las calculadas a mano.

En el capítulo 1 se encontró que cualquier matriz se puede reducir a la forma escalonada
por renglones mediante eliminación gaussiana. Sin embargo, existe un problema computacio­
nal con este método. Si se divide entre un número pequeño que se ha redondeado, el resultado
puede contener un error de redondeo significativo. Por ejemplo, 1/0.00074'" 1351 mientras que
1/0.0007'" 1429. Para evitar este problema, se usa un método denominado eliminación gaussia­
na con pivoteo parcial. Se trata de dividir siempre entre el elemento más grande (en valor abso­
luto) de la columna, evitando así cuanto sea posible, el tipo de error que se acaba de ilustrar. Se
describe el método con un ejemplo sencillo.

Solución de un sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial

Resuelva el siguiente sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial:

XI - x2 + x3 = 1

- 3x¡ + 2x
2

- 3x
3

= -6

2x¡ - 5x
2
+4x

3
= 5

Paso l. Escriba el sistema en la forma de matriz aumentada. De la primer columna con compo­
nentes diferentes de cero (denominada columna pivote), seleccione la componente con el valor
absoluto. Esta componente se denomina pivote:
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[

1 -1

pivote_ ED 2

2 -5

1 I 1]
-3 I -6

4 I 5

Paso 2. Reacomode los renglones para mover el pivote hasta arriba:

[~ -~ -~ -~]
2 -5 4 5

Paso 3. Divida el primer renglón entre el pivote:

(se intercambian el primero
y el segundo renglones)

1 I 2]
1 I 1

4 I 5

(se divide el primer renglón
entre - 3)

Paso 4. Sume múltiplos del primer renglón a los otros renglones para hacer cero todas las com­
ponentes de la columna pivote:

[~
_1. 1

-:]
3 (el primer renglón se multiplica
1 O por - I Y- 2 y se suma al
3

segundo y al tercero)
_11 2

3

Paso 5. Tape el primer renglón y realice los pasos 1 al 4 en la submatriz que resulta:

[1 -1
1

-:J
3

O _1 O

O_@ 2
nuevo pivote

[~
_1. 1

-:J
3 (se intercambian el primero

@ 2 y el segundo renglones de

_1 O
la submatriz)

3

[~
_1.

-~]
3

--º- (se divide el primer renglón
11 11 actual entre el pivote)

_1 O -13

[~
-1.

2]3 (se multiplica el primer renglón
1 -º- _2- actual por +y se suma al11 11

O --"- _ll segundo renglón actual)
11 11
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Paso 6. Continúe de esta manera hasta que la matriz esté en la forma escalonada por renglo­
nes.

[~
l -+ 1 I 2]

1 -fJ I -f¡-
O CD I _1I

_ _ ~_-_..~ II
nuevo pivote

1­
3

1 -fJ
O

-~]11

6

(se divide el primer renglón
actual entre el pivote)

EJEMPLO 2

111. Solución

Paso 7. Utilice la sustitución regresiva para encontrar (si la hay) la solución al sistema. Es evi­
dente que se tiene x

3
= 6. Entonces x2 - fJ x

3
= -f¡- o

Por último, XI - +x2 + x
3
= 2 o lo que es lo mismo

La solución única está dada por el vector (-2, 3, 6).

Observación. El pivoteo completo implica encontrar la componente en A que tiene mayor valor
absoluto, no sólo la componente en la primera columna que no sea cero. El problema con este
método es que casi siempre incluye el volver a etiquetar las variables cuando se intercambian
las columnas para colocar el pivote en la primera. En la mayor parte de los problemas el pi­
voteo completo no es mucho más exacto que el pivoteo parcial, al menos no lo suficiente para
justificar el trabajo adicional que implica. Por esta razón el método de pivoteo parcial descrito
se utiliza con más frecuencia.

Ahora se examinará el método de pivoteo parcial aplicado a un sistema más complicado
en el sentido computacional. Los cálculos se hicieron en una calculadora manual y se redon­
dearon a seis dígitos significativos.

Solución de un sistema por eliminación gaussiana con pivoteo parcial

Resuelva el sistema

2x¡ - 3.5x
2
+ x

3
= 22.35

-5x¡ + 3x
2
+ 3.3x

3
= -9.08

12x¡ + 7.8x
2
+ 4.6x

3
= 21.38

Utilizando los pasos descritos se obtiene sucesivamente,

l
2 -3.5 1

-5 3 3.3

CID 7.8 4.6
............... pivote

I 22.35) R, , [®_122
5

7.8 4.6
I -9.08 _R.L1 -~, 3 3.3

I 21.38 -3.5 1

21.38)
-9.08

22.35
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[

1 0.65 0.383333 I 1.78167]
R, -> -&,R,) -5 3 3.3 I -9.08

2 -3.5 1 I 22.35

'4',"',~ 0.65 0.383333 1.78167]
R3 ->R3 -2R,) O ~ 5.21667 -0.17165

lluevo pivote O -4.8 0.233334 18.7867

I

[~
0.65 0.383333 1.78167 ]

R2 ----t 6.25 R2
1 0.834667 -0.027464

-4.8 0.233334 18.7867

[1 0.65 0.383333 1.78167 ]
R.->R,+48R,) O 1 0.834667 I -0.027464

~cA.2397VI 18.6549

lluevo pivote

[~
0.65 0.383333 1.78167 ]

R ->-'-R
J ..LB97~ j 1 0.834667 -Q.027464

O 1 4.4001

La matriz se encuentra ahora en la forma escalonada por renglones. Usando la sustitución
regresiva se obtiene

X 3 "" 4.40001

x
2

"" -0.027464 -0.834667x
3

= -0.027464-(0.834667)(4.40001) = - 3.70001

XI "" 1.78167 -(0.65)(x
2

) - (0.383333)x
3

= 1.78167 -(0.65)(- 3.70001)

-(0.383333)(4.40001) = 2.50001

La solución exacta es XI = 2.5, x2 = - 3.7 Yx
3

= 4.4. Nuestras respuestas sin duda son bastante
exactas.

Observación. El ejemplo 2 ilustra lo laborioso que resulta utilizar este método sin calculadora,
en especial si se requieren varios dígitos significativos.

El siguiente ejemplo muestra la manera en la cual el pivoteo puede reducir significa­
tivamente los errores. En este caso se redondea sólo a tres decimales, con lo cual se introducen
errores más grandes.

EJEMPLO 3 El pivoteo parcial puede dar mejores resultados

Considere el sistema

0.0002x¡ - 0.00031x
2

+ 0.0017x
3

= 0.00609

5x¡ - 7x
2

+6x
3

= 7

La solución exacta es x¡ = -2, x
2

= 1, x
3

= 4. Primero se procede a resolver el sistema por
eliminación gaussiana sin pivoteo, redondeando a tres cifras significativas.
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l~OOO2
-0.00031 0.0017 ~00609]

, l:
-1.55 8.5

3~5]6
R-.-' R -7 6-7 I o.oom I

6 3 6 3

R
2

, Rl -5R
1

[~
-1.55 8.5 305]

[~
-1.55 8.5 305;

R3, R
J
-8R

1 0.75 -36.5 -146 R2, 0!75 R} ) 1 -48.7 -195

18.4 -65 -242 18.4 -65 -242

T
~ 1.55 8.5 305]

, [~
-1.55 8.5 30.5 ]

RJ--t R3 -18.4R
1 1 -48.7 -195 R.~-4;¡}¡- R3 1 -48.7 -195

O 831 3350 ° I 4.03

Esto lleva a

x3 == 4.03

x
2

== -195 +(48.7)(4.03) = 1.26

XI == 30.5+(1.55)(1.26)-8.5(4.03) = -1.8

En este caso los errores son significativos. Los errores relativos, dados como porcentajes, son

1

-

02
1x : E = -'- = 10%

1,. 2

1

0.
26

1X :€ = - =26%
2,. 1

[
0.03

1x :10 = - =0.75%
3,. 4

Repetiremos este procedimiento con pivoteo. Se obtiene (los círculos indican los pivotes)

[~0002 -0.00031 0.0017 ~00609]
-7 6

® 6 3

',~', 'ls 6 3

~00609]-7 6

0.0002 -0.00031 0.0017

[8 0.75 0.375 0.25 ]R], iR] ) 5 -7 6

~.006090.0002 -0.00031 0.0017

R
2

, R
1

- 5R
I

{~
0.75 0.375 025 ]R]-. R, - O.OW2 R,

E(o.~ 4.13 5.75

-0.00046 0.00163 0.00604
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{~
0.75 0.375

025 ]
R2 ..--.) Ih-R2 I -0.382 -0.532

-0.00046 0.00163 0.00604

{~
0.75 0.375 I 025 ]

R,--; R, +O.OOO46R, I -0.382 I -0.532

O C[00141) I 0.0058

{~
0.75 0.375

025 ]
RJ-+ O.lIl:14S R3 I -0.382 -0.532

O I 4.00

Por lo tanto,

X 3 = 4.00

X2 = -0.532 +(0.382)(4.00) = 0.996

XI = 0.25-0.75(0.996)-(0.375)(4.00) = -2.00

Así, con el pivoteo y un redondeo a tres dígitos significativos, Xl y x
3

se obtienen de manera
exacta y x

2
se obtiene con un error relativo de 0.00411 = 0.4%.

Antes de dar por terminada esta sección, podemos observar que existen algunas matrices
para las cuales un pequeño cambio en los elementos puede llevar a un cambio grande en la
solución. Tales matrices se denominan mal condicionadas.

_ .....__u_n_S_i_st_e_m_a_m_a_'_co_n_d_ic_io_n_a_d_o__

Considere el sistema

XI + x2 = I

XI + 1.005x2 = O

Se ve fácilmente que la solución exacta es Xl = 20 1, x
2

= - 200. Si los coeficientes se redondean
a tres dígitos significativos, se obtiene el sistema

XI + x 2 = I

Xl + 1.0lx2 = (

con solución exacta XI = 101, x
2

= -100. Al cambiar uno de los elementos de la matriz de
coeficientes por 0.005/1.005", 0.5%, ¡la matriz sufre un cambio de alrededor del 50% en la so­
lución final!

Existen técnicas para reconocer y manejar las matrices mal condicionadas. Una de ellas, la
función cond(A) de MATLAB (doc cond), da una medida de la sensibilidad de la solución de
un sistema de ecuaciones lineales a los cambios en los datos.
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De los problemas 1 al 4 resuelva el sistema de ecuaciones dado por eliminación gaussiana con
pivoteo parcial. Utilice una calculadora manual y redondee a seis dígitos significativos en cada
paso.

1. 2x
1

- x
2

+ x3 = 0.3

-4x¡ + 3x
2

- 2x
3

= -lA

3x
1

- 8x2 + 3x
3

= 0.1

3. -7Ax1 + 3.61x
2
+ 8.04x

3
= 25.1499

12.16x
1

- 2.7x
2

- 0.891x3 = 3.2157

-4.12x
1
+ 6.63x

2
- 4.38x

3
= - 36.1383

4. 4.1x
1

- 0.7x
2
+ 8.3x

3
+ 3.9x

4
= -4.22

2.6x¡ + 8.lx2 + 0.64.\"3 - O.8x
4

= 37.452

-5.3x
1

- 0.2x
2
+ 7.4x

3
- O.55x

4
- 25.73

0.8x1 - 1.3x
2
+ 3.6.\3 + 1.6x

4
= -7.7

2. 4.7x
l
+ 1.81x

2
+2.6x

3
= -5.047

- 3Ax
1

- 0.25x
2
+ l. Ix) = 110495

12.3x1 + 0.06x2 +0.77x)=7.9684

De los problemas 5 y 6 resuelva el sistema por eliminación gaussiana con y sin pivoteo, redon­
deando a tres cifras significativas. Después encuentre la solución exacta y calcule los errores
relativos de los seis valores calculados.

5. O.lx I + 0.05x2 + 0.2x
3

= 1.3

12x
1
+ 25x

2
- 3x

3
= 10

-7x
1
+ 8x

2
+ 15x

3
= 2

7. Demuestre que el sistema

6. 0.02x
1
+ 0.03x

2
- 0.04x) = -0.04

16x, + 2x2 + 4x3 = O

50x, + 10x2 + 8x3 = 6

x, + x2 = 50

XI + 1.026x2 = 20

está mal condicionado si se redondea a tres cifras significativas. ¿Cuál es el error relativo
aproximado en cada respuesta inducido por el redondeo?

8. Haga lo mismo para el sistema

-0.OOOlx
1
+ x

2
=

2 -XI + x2 =



Apéndice

5
USO DE MATLAB

•
MATLAB es un software computacional de alto nivel que cuenta con un entorno interactivo
que permite desarrollar algoritmos, visualizar y analizar datos y elaborar cálculos numéricos.
Con ayuda de MATLAB se pueden resolver problemas de cálculo técnico con mayor rapidez
que con otros lenguajes de programación tradicionales, como pueden ser C, C+ + o Fortran.

Esta plataforma cuenta con una amplísima gama de aplicaciones, que incluyen el proce­
samiento de señales e imágenes, comunicaciones, diseño de sistemas de control, sistemas de
prueba y medición, modelado y análisis financiero, así como biología computacional.

Sin embargo, a pesar de la gran variedad de aplicaciones, en este libro sólo se pretende
acercar al lector a los comandos propios de MATLAB según se van requiriendo en las series de
problemas. Los comentarios que siguen se centran en aspectos de apoyo.

HERRA:YIIENTAS DE ÁLGEBRA LINEAL ELEMENTAL

Varios problemas de MATLAB en el texto corresponden a archivos m (pequeños programas)
escritos para permitir una exploración más completa de ciertos conceptos. Los archivos m es­
tán descritos en los problemas. Es posible obtener una versión para estudiantes de MATLAB,
así como una versión de prueba a través del sitio en red oficial de The MathWorks.

MATLAB PRI~lER

Además de los manuales que acompañan al software, resulta útil adquirir una copia de MAT­
LAB Primer de Kermit Sigmon de la University of Florida. Se trata de una guía general cuyo
propósito es servir como una introducción a MATLAB. Una característica excelente del Pri­

mer la constituyen las listas de comandos de MATLAB clasificadas según la función básica
del comando. MATLAB incluye una excelente ayuda en pantalla para aquellos que conocen el
nomhre de cierto comando (dé doc, seguido del nombre del comando y aparecerá una descrip­
ción del uso y resultado del comando). La combinación de la ayuda con las listas de comandos
en el Primer es una herramienta poderosa para aprender MATLAB.

Se puede encontrar la última versión del MATLAB Primer en la dirección:
http://math.ucsd.edu/-driver/2Id-sY9/matlab-primer.html
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OBTENCIÓN DE UN REGISTRO DE TRABAJO Y RESULTADOS

El usuario con frecuencia desea guardar un registro del trabajo realizado, tanto de los coman­
dos como de los resultados de MATLAB. En la ventana de historial de comandos se guarda la
secuencia de instrucciones utilizadas en las últimas sesiones de uso del MATLAB. También se

puede utilizar el comando diary (doc diary), con él puede almacenar en una archivo la secuencia

de instrucciones utilizadas. A esta información puede accederse utilizando cualquier editor de

texto. Antes de introducir los comandos que se quieren guardar, dé el comando diary seguido

de un nombre de archivo que debe comenzar con una letra y tener hasta ocho caracteres. Cual­
quier texto que aparezca en la pantalla de comandos quedará en el archivo. Debe dar el co­
mando diary off (al terminar el trabajo que quiere registrar) para grabar la última porción del

trabajo. Si se usa el comando diary otra vez, con el mismo archivo, el nuevo trabajo se anexará

al anterior. Una vez que se ha grabado el trabajo, el archivo se puede leer, editar e imprimir

usando un editor de texto.

La última versión de MATLAB cuenta con un editor de texto que se puede invocar desde
la línea de comando utilizando el comando edito

CONSIDERACIONES GRÁFICAS

Los comandos de gráficas se introdujeron en varios problemas de MATLAB. Diremos algunas

cosas que debe saber al respecto.
Al trabajar con MATLAB, cuando se utiliza un comando de graficación, se abre una nue­

va ventana donde aparece la gráfica. Utilizando el ratón se puede seleccionar la ventana de la

figura o la ventana de comando.

Al terminar un problema o una parte específica de éste que involucre gráficas, debe limpiar

la pantalla de gráficas y liberar las características que se congelan (después de guardar o impri­

mir la gráfica deseada). El comando utilizado para este fin es elf. Algunas de estas instrucciones

aparecen en los problemas del libro.

NOMBRES DE VARIABLES ESPECIALES

Las variables i, j están predefinidas para representar el número complejo i, y la variable pi

representa el número 1t siempre que estas variables no se hayan usado con otro propósito. Es

improbable que se use pi sin advertirlo, pero es muy probable que se use i. La variable eps se usa
en forma global en muchas rutinas de MATLAB y no debe usarse de otra manera.



A LOS PROBLEMAS IMPARES

•
CAPíTULO 1

Problemas 1.2 ág.:,...:,...4:J..... " _

23. El punto de intersección es

25. No hay punto de intersección.

19 11
x=- y=--.

20' 20

1
z=--

2+K

ab =-2ab * °

e e
x=-- y=--

a+b a+b

a * 0, b *° y a + b*°
2 b2a

11
a

22
- a

l2
a

21
= a -

1 1
x=2+K' Y=2+K

21. Se necesita que a2 + b2 = °~ a = °y
b=O.

19. Se necesita que -ab

~a*O y b*O.

15.

17. K*2 Y K*lporque

2 I d
. . . 1 13

7. E punto e mterseCClOn es x = -, y =-.
4 4

17 23
3. x=-- y=-

19 19
a

11
a

22
-a

12
a

21
=19

13 11
1. x=-S' Y=-S

a
11

a
22

- a
l2

a
21

= -10

5.
22 28

x=-- y=-
3 3

a'la22 - al2 a21 = 90

7.
11

y=-30x=--
2

a11an - a'2a21 =-2

9. x=O y=O

a11 a22 - al2 a21 = -11

11.
3 3

x=- y=-
7 7

a
ll

a22 - a
l2

a
21

= 21

13. x=-1 y=2

a
ll

a22 - al2 a21 =-1



29 El d
. " 67 2

. punto e mterseCClOn es x = -, y =-.
45 15

31. Sea mi la pendiente de L y sea m
2

la pen-
.23

diente de Ll-' entonces mi = -3; m2 ="2'

L: 2x + 3y = 1, YLl-: 2x + 3y = O.

P d· " (2 3)unto e mtersecclOn --,--
13 13

33. Sea mi la pendiente de L y sea m
2

la pen­

.56
diente de L , entonces mi = -; m

2
=--

l- 6 5

L: 5x + 6y = 3 Y Ll-: 6x + 5y = 28.

Punto de intersección (3, 2)

J6l
5

35. Sea m¡ la pendiente de L y sea m
2

1a pen­

.73
diente de L ,entonces m¡ = -; m

2
= --

l- 3 7
L:-7x+3y=0, yLl-:3x+7y=-38.

P d · " (57 133Junto e mtersecclOn - - ,--
29 29

Respuestas a los problemas impares 659

37. El punto de intersección es (2, 1), la dis­
tancia entre el punto y la recta 2x - y = 6

3JS
esd=--.

5

39. Sea x el número de aves y sea y el número
de bestias, entonces x + y = 60; 2x + 4y =

200 =} x = 20 YY = 40.

41. Por contradicción, suponga lo contrario,
es decir, suponga que existe solución única
cuando a¡¡a22 - a¡2a2¡ = O. Del problema
40 se sabe que las rectas que forman al sis­
tema (l) son paralelas. Por lo que el sistema
(l) tiene un número infinito de soluciones o
ninguna solución. Esto contradice la supo­
sición de que existe solución única, por lo
que se tiene la contradicción deseada.

43. Sea x el número de tazas y y el número
de platos. Entonces 3x + 2y = 480; 0.25x

+ 0.20y = 44 =} x = 80 YY = 120.

45. Las ecuaciones ahora son 3x + 2y = 480;
0.15x + 0.10Y = 24 Y el sistema no tiene
solución.

Nota: Cuando hay un número infinito de so­
luciones, se escriben soluciones seleccionando
la última variable arbitrariamente. Las solu­
ciones se pueden escribir de otras maneras.

1. (2, -3, 1)

3. (-~ !2 -~J7' 7' 7

5. El sistema no tiene solución.

7. (-9,30,14)

9. El sistema no tiene solución.

11. (O, O, O)

(
34 37 11)

13. 3' -6' 3

15. (4 - 2x2 + 4x3 , x2 ' xJ, x 2' X 3 E [;i arbitra­
rias.

17. (7 - 2x2 + x3 - x4 ' Xl' X 3' x4 ), X 2 , X 3 , X 4 E [;i

arbitrarias.

x
4

E [;i arbitrarias.

21. (-~+~X4' -%-~X4' -9-2x4, x4}

x
4

E [;i arbitrarias.

23. El sistema no tiene solución.

25. e:, ~)



45. Forma escalonada por renglones

660 CAPíTULO 1

27. Forma escalonada por renglones.

29. Ninguna.

31. Forma escalonada reducida por renglones.

33. Ninguna.

35. Forma escalonada reducida por renglones.

37. Ninguna.

39. Forma escalonada por renglones

(~ ~.5}
forma escalonada reducida por renglones

41. Forma escalonada por renglones 47.

forma escalonada reducida por renglones

-1]
1 '

2

forma escalonada reducida por renglones

[: O n
3560 2700 3200

x =-- x =-- x =--
I 49' 2 49' l 49'

forma escalonada reducida por renglones

43. Forma escalonada por renglones

[

: -2 _: j
II '

O O 1

49. 6 días en Inglaterra, 4 días en Francia y
4 días en España.

51. La información es inconsistente.

53. El sistema aumentado en forma reducida

por renglones es [~ - ~ ~ a~2b ]

O O O -2a +b +c

por lo tanto el sistema es inconsistente si
-2a+b+c=0.

57.

RAD XVZ HEX JI- 'x' RAD XVZ HEX JI- 'x' RAD XVZ HEX JI- 'X'
{HDAE CASDIR, USR {HDAE CASDIR, USR {HDAE CASDIR, USR... ~. ...
3: 2: 3:
2: 1: [a. 2. -1. -4. 2.] 2:
1: [a. 2. -1. -4. 2.] 1. -1. 5. 2. -4. 1: r' a. a. a. -3.] ,1. -1. 5. 2. -4. 3. 3. -7. -1. 4. a. 1. a. a. 5.

3. 3. -7. -1. 4. -1. -2. 3. a. -7. a. a. 1. a. a.
-1. -2. 3. a. -7. RREF a. a. a. 1. 2.

CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l

por lo tanto el resultado es XI = - 3, x
2

= 4, Xl = O, x
4

= 2.

59.

RAD XI'Z HEX JI- 'x' RAD XVZ HEX JI- 'x' RAD XVZ HEX JI- 'X'
{HDAE CASDIR, USR {HDAE CASDIR, USR {HDAE CASDIR, USR... ~. ...
3: 2: 3:
2: 1: [23.42 -16.89 57.31 2:
1: [23.42 -16.89 57.31 -14.7 38.29 92. 3O:=~ 1: r' a. a. a. -17.29a1E'

-14.7 38.29 92.3O:=~ -77.21 71.26 -16.5~ a. 1. a. a. -. 292785~
-77.21 71.26 -16.5~ 91. 82 81. 43 33.94 a. a. 1. a. -12.9175,
91. 82 81. 43 33.94 RREF. a. a. 0. 1. 39.93531

CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l CJ'i1D]¡m;nmllJl:mEJlm!illlm!l

por tanto el resultado es XI = -17.29, x
2

= -0.29, Xl = -12.92, x
4

= 39.94.



61.

63.

Respuestas a los problemas impares

RAD ~V2 HE~ G= .~' RAD ~V2 HE~ G= '~' RAD ~V2 HE~ G= 'W
{H(lME CAS[JIF:} {HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}... ,jo 1: 1 -1 5 2 -43: 2:
2: 1 :

[e 2 -1 -4 2) e 1 -1 11: [e 2 -1 -4 2) 1 -1 5 2 -4 2-2

1 -1 5 2 -4 3 3 -7 -1 4 e e 1 -5 -le
33-7-14 -1 -2 3 0 -7 1919

-1 -2 3 e -7 REF e e e 1 2
1Et1Icr:m:llJm]mIilcm:!I!Lm!iJ 1Et1Icr:m:llJm]mIilcm:!I!Lm!iJ 1Et1Icr:m:llJm]mIilcm:!I!Lm!iJ

RAD ~V2 HE~ G= '~' RAD ~V2 HE~ G= T RAD ~V2 HE~ G= '~'
{HOHE CASDIR} {HI)"E CRS[JIF:} {HOHE CASDIR}... ,jo ...
3: 2: 3:
2: 1 : [23.42 -16.89 57.31 2:
1 : [23.42 -16.89 57.31 -14.7 38.29 92. 3f~ 1 : r' e. e. e. -17.2931~·

-14. 7 38. 29 92 . 3f~ -77.21 71.26 -16.5~ e. 1. e. e. -.2896913.
-77.21 71.26 -16.5~ 91.82 81.43 33.94 e. e. 1. e. -12.ge65J
91. 82 81. 43 33.94 REF. e. e. e. 1. 39.92912

_1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil

661

65.

67.

69.

Si los elementos no son números exactos, el algoritmo produce la forma reducida por
renglón.

RAD ~V2 HE~ G= T RAD ~V2 HE~ G= '~' RAD ~V2 HE~ G= '~'
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}

2; t; [6,' -2.4 23.3-J S
1: 1" J -2.4 23.3 -J -14.2 -31.6 -5.8 9 1: r.'" ,. e.

• 4443~
-14.2 -31.6 -5.8 9 113.5 46.1 -19. 6 -~ e. 1. e. e. e. 1. 989€ .
113.5 46.1 -1'3.6 -~ 37.3 -14.2 62. 1< e. e. 1. e. e. 2.614~

37.3 -14.2 62. 1< .8 17.7 47.5 5€ e. e. e. 1. e. -4.845
.8 17.7 47.5 5€ REF e. e. e. 0. 1. 1. 86n

_1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil

Si los elementos no son números exactos, el algoritmo produce la forma reducida por
renglón.

RAD ~V2 HE~ G= '~ , RAD ~V2 HE~ G= '~' RAD ~V2 HE~ G= .~:'
{HOHE> {HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
7: 6: 7:
6: 5: 6:
5: 4: 5:
4: 3: 4:
3: :2: 3:
:2: 1 : r • 000 0. 000 -1 • :275 ~ :2:
1 : r13.600 71.800 46. 0.000 1.000 0. 403 -~ 1 : r • 000 0. 000 -1 • :275 ~

41.2'00 -75. 000 -8:2~ 0.0000.000 0. 000 ~ 0.000 1.000 0. 403 -~

41.800 65.400 -:26. REF 0.0000.000 0. 000 ~Dm!l!ImImlIlmJ__ _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil _1IDI1Et1Icr:m:llJm]mIil

Observamos que tenemos un reglón de ceros por lo que se tienen infinitas soluciones. Al
resolver el sistema x l -I.275x

3
= 0.961, x

2
+ OA03x

3
= -0.090, se obtiene (0.961 + 1.275x

3
,

-0.090 - OA03x
3

, x), x
3

E 12, arbitraria.

RAD ~V2 HEX G= 'x' RAD XV2 HEX G= 'x' RAD XV2 HE~ G= '}:'
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
7: 6: 7:
6: 5: 6:
5: 4: 5:
4: 3: 4:
3: :2: 3:
:2: 1 : [5 -:2 11 -16 1:2 105 :2:
1 : [5 -:2 11 -16 1:2 105 -6 8 -14 -9 :2E· -6~~ 1: r' 0000.0000.000-7

-6 8 -14 -9 26 -6~~ 7 -18 -1:2 :21 -:2 53 0.000 1.0000. 000 -,~

7 -18 -12 21 -:2 53 RREF 0.0000.0001.000 1.
_1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I! _1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I! _1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I!

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es

[i
o
I

O

O

O

1

-7.616

-4.867

1.121

11.870

6.775

- 3.0n

31.348]
11.043 de donde se obtiene como soluciones

-2.696

71.

(31.348 + 7.616x4 -11.870xs' 11.043 + 4.867x
4

- 6.774xs' -2.696 -1.l21x
4
+ 3.0nx

5
, x

4
, xJ,

x4 , x
5

E 12 arbitrarias.

RAD ~V2 HE~ G= '~' RAD ~V2 HE~ G= 'x' RAD ~V2 HE~ G= '~'
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
6: 5: 6:
5: 4: 5:
4: 3: 4:
3: 2: 3:
:2: 1 : [5 -:2 11 -16 1:2 10 :2:
1: [5 -:2 11 -16 12 10 -6 8 -14 -'9 :26-" 1: r' 0000.0000.0000.

-7
6

-~8 =ti ii :~ ~~ 7 -18 -1:2 :21 -;2 5~ 0.0001.0000. 000 0,~

-15 4:2 :21 -174:2 E·:E 0. 000 0. 000 1. 000 0.
-15 4:2 :21 -174:2 6. RREF 0.0000.0000.000 1.

_1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I! _1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I! _1IDI1Et1Icr:m:lmlilcm:!I!
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De la forma escalonada reducida se tiene TUTORíA DE MATlAB
que la matriz aumentada es

[ ~ ~ ~ ~
O O 1 O

O O O 1

11.870

6.775

-3.012

O

50,540]
23.330

-5.520

2.520

1. A = [22345; -6 -1 2 O7; 1 2 -134] o
A = [2 2 3 4 5;

-6 -1 2 O 7;
1 2 -1 3 4]

b = [-1; 2; 5]

de donde se obtiene como soluciones
(50.540 - 11.870xs' 23.330 - 6.774xs' ­

5.520 + 3.0nxs' 2.52, x s)' Xs El! arbitra­
rias.

73. alla22a33 + a l2a 2P31 + a l P3P21 - al3a22a31

- al2a21a33 - alla32a23 *O.

75. (-3,5, O, 2).

3. D = 2*(2* rand(3,4)-I)

5. K = B, K([1 4],:) = K([4 1],:)

7. Para escribir una línea de comentario,
primero se pone %. El comando da la
submatriz de B dada por

(~:: ~::l
77. (-17.29018527, -0.2927858589,

-12.91757558,39.93531770).

79. [~ ;

-2.333

-0.5

1

O

-0.333

-2

-0.263

1

1.~33 ].

-0.526

2

9. C(2,:) =.C(2,:) + 3*C(1,:)

11. El sistema de ecuaciones equivalente es

XI - .19l5x
4

+lo468lxs = -1.1489

x
2

+ 1.7447x
4

+ 3.0426xs = 204681

x
3
+ .2979x

4
- .6l70xs =-1.2128

MATlAB 1.3

I -0.381 1.662 0.394 -0.257 1.643

O 1 -0.74 -0.258 -0.768 -0.129

83. O O I 1.292 -1.235 0.754

O O O l -0.246 -2.847

O O O O l 0.652

81. [~
0.887

1

O

O

0.37

0.086

1

O

0.623

0.653

-0.307

1

2,562]
24.665 .

-25.187

39.935

I. Existen soluciones únicas ya que cada co­
lumna de la forma escalonada reducida
por renglones de la matriz de coeficientes
tiene un pivote. Si la matriz aumentada

tiene cinco columnas, por ejemplo, y su
forma escalonada reducida por renglones
se asigna a la variable R, entonces la solu­
ción será x = R(:,5).

3. La respuesta para iv) como una muestra
es: la forma escalonada reducida por ren­
glones

85. (1.275x3 + 0.961, -00403X
3

- 0.090, x
3
),

x3 arbitraria.

87. (7.6l6x4 - l1.870xs + 31.348, 4.876x
4

- 6.775xs + 11.043, -1.12lx
4

+ 3.072xs
- 2.696, x 4 , x s)' x

4
, Xs arbitraria.

89. (-11.870xs + 50.540, -6.775xs + 23.33,
3.0nxs - 5.52, 2.52, x s)' Xs arbitraria.

1 O .5 O 5 1

O 1 1 O O 2

O O O 1 -3 -1

O O O O O O

O O O O O O

Los pivotes están en las posiciones (1, 1),
(2, 2) Y (3, 4). El sistema de ecuaciones
equivalente es



+ 5x5 l

2

x
4

- 3x
5

= -1

Las columnas 3 y 5 no tienen pivotes, así:

XI = l - .5xJ - 5x
5

x
2

= 2 - x
J

x4 = -1 + 3x
5

5. Se da el programa para el inciso iii) des­
pués de introducir la matriz A. Existen

posibles variaciones.

Para hacer ceros en la columna uno abajo
de la posición (1, 1):

A(2,:) = A(2,:)-2*A(I,:)
A(3,:) = A(3,:)+3*A(I,:)
A(4,:) = A(4,:)- A(l,:)

El siguiente pivote está en la poslclOn

(2, 3). Para hacer ceros en el resto de la

columna 3 (ya hay un cero en el renglón 4)
y para poner un l en la posición pivote:

A(3,:) = A(3,:)-2*A(2,:)

A(l,:) = A(I,:)+2/3*A(2,:)

A(2,:) = 113*A(2,:)

El siguiente pivote está en la poslclOn
(3, 4). Para hacer ceros en el resto de la

columna 4 (ya hay ceros arriba del pivote)
y poner un l en la posición pivote:

A(4,:) = A(4,:)+2*A(3,:)

A(3,:) = 1I2*A(3,:)

Esto completa la reducción a

[~ ~ ~ ~ =~ -~~]
O O O 1 1.5 8

O O O O O O

Respuestas a los problemas impares 663

b) Primer sistema: sea x J arbitraria. En­

tonces XI = 2 - x
3

y x
2

= -1 + 2.\3"
Segundo sistema: sea x

3
arbitraria.

Entonces x
3

= 1 - x
3

y x
2

= -1 +
2x

3
• Tercer sistema: no hay solución.

e) Si un sistema cuadrado tiene una solu­

ción única para un lado derecho, ten­

drá solución única para cualquier lado
derecho. Al explicar la causa, analice
por qué hay un pivote en cada renglón

y cada columna y lo que esto implica

(respectivamente) sobre la existencia

y unicidad de las soluciones. Es posi­
ble que un sistema cuadrado tenga un

número infinito de soluciones para un
lado derecho y no tenga solución para

otro, como se ilustra en el inciso b).

9. b) La matriz de coeficientes adecuada es

[
.8 -.1 -.3]

-.15 .75 -.25

-.1 -.05 1

La solución es que la industria I nece­

sita producir $537 197.63; la industria
2, $466453.67, Yla 3, $277 042.45.

11. a) Matriz de coeficientes:

Polinomio:

- 2.3333x2 + 11.3333x - 10.

b) Matriz de coeficientes:

[2! r : :]
64 16 4 1

Polinomio:

-1.4167x3 + 8.8333x2 - 14.4167.\ + 5.
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1. (O, O).
11.

( 43x) _ x
l 11 4'

arbitraria.

7. (- 4
7
X 3 , 5X3 ) ..7' x) ,x) E l? arbitrarIa.

9. (O, O).

13. (O, O, O, O).

17. (O, O, O).

19. k = 95
11

21.

23.

F;ft[l ~:'IZ HE:-: 1: .... • :-: I RAD Y.V2 HEY. fI~ T I~~MV~f HEY. fI~ 'Y.'{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIFi} CASDIR}
s: 7: I~¡7: 6:
6: 5: 6:
5: 4: 5:
4: ~: 4:
~: :2: 3:
:2: 1 :

[_:25.1900 t ~~ -t:t00~: ~ 2:
1: [:2.10 4.:20-~.500.~ 1 : [~: ~ t gg _:2-.1i06E6_~ ~-5.90:2.70 9.S0 0.0 REF4
_IImIIIDICJ:iII)~GIiJrn _IImIIIDICJ:iII)~GIiJrn _IImIIIDICJ:iII)~GIiJrn

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es (1 O -1.66 00)lo 1 -0.0023

de donde se obtiene como soluciones (I.66x), 0.0023x), x
3

), x) E l? arbitraria.

RAD Y.V2 HEY. J;~ 'Y.' RAD Y.V2 HEY. fiN T RAD Y.VZ HEY. fiN 'Y.'
{HOHE CASDIR} <HOHE CASDIR} <HOHE CASDIR}
7: 6: 7:
6: 5: 6:
5: 4: 5:
4: ~: 4:
~: :2: ~:
:2: 1 : [ :25.00 -16. 00 1~. 00 2:
1 : [:25.00 -16. 00 1~. 00 -16. 00 ~. 00 1. 00 ~ 1 : r'00 0.00 0.00 -0.~~

-16.00 ~.00 1. 00 ~ 0. 00 -S. 00 0. 00 0.001.000.00-:2.0'~
0.00 -S.00 0.00 REF4 0.000.001.00 0.71

DII1I_IImIIIDICJ:iII)~ DII1I_IImIIIDICJ:iII)~ DII1I_IImIIIDICJ:iII)~

De la forma escalonada reducida se tiene que la matriz aumentada es

[

1 O O -0.33 -0.15 O]
O 1 O -2.00 3.25 O

O O I 0.71 -0.10 O

de donde se obtiene como soluciones (0.33x
4

, O.l5xs' 2x
4

- 3.25xs' -0.71x + O.lOxs' x
4

, xs)'
x4 ' Xs E l? arbitrarias.

MATLAB 1.4

3. a) XI = 6 de CO2, x 2 = 6 de Hp, x) =

de C6H I20
6

y x4 = 6 de 02"

b) Xl = 15 de Pb(N3)2' x 2 = 44 de
Cr(Mn04)2' x 3 = 22 de Crp3' x 4 = 88
de Mn02, X s = 5 de PbP4 y x 6 = 90 de
NO.

---------_.._---_..__...__.-
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[

O l l O]
59. l O l O

1 l O 1

O O 1 O

57. (A + B) + C = ((a) + (b» + (e), pero
u 11 lJ

para cada i,j, la suma de escalares es

asociativa, por lo que (A + B) + C = (Ca)
lj

+ (h .. )) + (e) = (a) + ((h) + (e .. ))
y 1) 1J lJ lJ

=A+(B+C)

55. {:]~+[~]-[J1~2A[~]

- A[_:]~2[:]-[~]~[ -~]

15. (3, 1, -5, 2)

17. (-8, 12, 4, 20)

19. (34, 12, -3, 48)

21. (3, 7, -32, 2)

23. (-2, 1, 10, 5)

25. (-11, 9, 18, 18)

27. [ ~ 1:]
-3 6

29. [-~ -~]
-6 I

31. [=~ =~~]
-9 -4

33. [= ~~ =~~]
-14 1

35. [-~ 1~]
-15 10

37. [=~ -~~]
8 -3

39. [ ~~ ~~]
-44 20

45. [-~ -~ -~]
-14 13 -1

47. [-~ -: -~]
21 -20 2

49. [ ~ ~~ ~]
-7 4 2

51. [=~ =~ -~~]
-7 3 5

53. D=-A-B-C=[=~
-7

-1 -5]
-5 -lO

7 -3

1 (13 _11 J
43. X=-(IIA-2B)= 2 2

2 9 2f

61. Los elementos de d + e representan la de­

manda para los cuatro tipos de materia
prima si cada fábrica va a producir una
unidad. 2d es el total de la materia prima
que necesita la fábrica 1 para producir 2
unidades.
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MATLAB 1.5

1. a) Un programa posible es:

e = -A(2,1)/A(I,I),

A(2,:) = A(2,:)+c*A(I,:)

c = - A(3,1)/A(I,I),

A(3,:) = A(3,:)+c*A(I,:)
c = -A(4,1)/A(I,I),

A(4,:) = A(4,:)+c*A(I,:)

Observe que la columna 2 no tiene pi­

vote. El siguiente pivote está en la po­

sición (2, 3).

c = - A(3,3)/A(2,3),

A(3,:) = A(3,:)+c*A(2,:)
c = -A(4,3)/A(2,3),

A(4,:) = A(4,:)+c*A(2,:)

El último renglón de comandos se in­

cluyó para asegurar que la posición
(4, 3) sea en realidad cero. El siguiente
pivote está en la posición (3, 4).

c = - A(4,4)/A(3,4),

A(4,:) = A(4,:)+c*A(3,:)

No hay más pivotes. La forma escalo­
nada por renglones es:

[~ ~ -~ ~ -~]
O O O 2 3

O O O O O

3. h) seA + B) = sA + sB

1. -14

3.

5. 47

7. xy + yz + zx

9. Como a¡2 2: O entonces a . a = a]2 + a~

+ ... + a: 2: O

11. -132

13. 4

15. 28

17. -48

19. (-~~ :~)

23. (-1 58)
-8 15

25. No está definido

[

18 15 35]
27. 9 21 13

10 9 9

,-................_ ...__...""..uu••

29. (7 16)

[:

-2

::31. O

1

[-: -1

-:]33. 3

-5 1

35. (-~ -~)

37.
[-~ -~]B=

I

2

39. B~[
a 22

a" ]a]]a22 - a 2 ]a2] a]]a22 - a 2 ]a2]

a 2 ] a]]

a]]a22 - a 2 ]a2] a]]a22 - a 2]a2]

41. a = d arbitrarias, b arbitraria e = O.
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49. No son ortogonales

63. G2~J
O O 1 O O

O O O 1 O

65. A2 = O O O O 1

O O O O O

O O O O O

O O O 1 O

O O O O I

A3 = O O O O O

O O O O O

O O O O O

O O O O 1

O O O O O

A4 = O O O O O A5 =0

O O O O O

O O O O O

67. PQ=[~ 0;j, cada componente es

95 5 5

menor a la unidad y la suma por renglo­
nes es 1.

(~ ~} =(~ ~J

(~ ~J = [~k

n = 1

n=k

47. a) Hay 2 personas en el grupo 1, 5 per­
sonas en el grupo 2 y 7 personas en el
grupo 3.

b) AB = (2 1 O I 2 1 3J
O 2 O 2 101

43. Utilizando el principio de inducción ma­
temática:

=(a lJ(akkak-II=[ak+1 (k+l)a k

]

O a O ak
) O a k + I

45. Realizando la operación indicada se llega
a la conclusión.

51. Ortogonales

53. Ortogonales

4
55. a=5 --~

5

[

1 ]1.5
57. a)(2, 3, 5, l);b) ; e) total de horas, 11.

0.5

2

69. Como cada elemento de P y Q son positi­
vos, los elementos de PQ son todos posi­
tivos. Si P Y Qson matrices de n X n, sea
v el vector columna de dimensión n con
cada elemento igual al; observe que si
A es una matriz de n X n, la suma por
renglón de sus elementos es 1 si y sólo si
Av = v. Como (PQ)v = Pv = v, se puede
observar que PQ es una matriz de proba­
bilidad.

71. a) S2 > S4 > SI > S3;

b) La calificación es el número de juegos
ganados por el jugador i más la mitad
de los juegos ganados de los jugadores
que perdieron con el jugador i.

( O-8J
61. 32 32 73. Al realizar las operaciones indicadas se

llega al resultado.
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75. [':

7 1

3~142 6

14 2 10

e f O

rg h O
77.

O O a

O O c

( [2

~}79. AB=
C+D

( [2 O J::::} AB=BABA=
C+D [2

81. 36 83. 30 85. 57 87. 689
--

60 60

n I

93. I,ii
i=O

3 (-ly+1 X 2i + 1

95. I,-'-------'-­
i~O (2i + I)!

8

97. I,(2k-1)(2k+l)
k ~ I

7 ]

99. I,I,aii
i~ I j~ I

4 4

101. I,I,a¡¡
i ~ 2 j ~ I

3 4

103. I, I, a2i b¡¡ci5
i~1 i~1

5

91. I,(-3)'
i=O

105.
IV ll/

I, (a
k
-b

k
)= I, (a

k
+ (-I)b

k
)

k~M k~M

107.

RAD X'IZ HE~ ~ .... ' ~' RAD X'IZ HE~ ~ .... '~ , RAD ~vz HE~ ~ .... '~'

{HúHE CASDIR} {HúHE CASDIR} {HúHE CASDIR}
7: s. 7:
6: 4: 6:
s: 3: s:
4: 2: 11.23 4.69 5.21) 4:
3: -1.08 -3.96 8.57 3:
2: 6. 28 -s. 31 -4. 27 2:
1 : 11.23 4.69 5.:21] 1 : 19.61 -2.30] 1 : r12.07 -26.84)

-1.08 -3.96 8.57 -8.06 0.69 44.42 -45.07
6.28 -5.31 -4.27 2.67 -5.23 91.75 4.22

om_.:DIII1l:.c:r:mlmnl om_.:DIII1l:.c:r:mlmnl om_.:DIII1l:.c:r:mlmnl

109.

tAO WIZ HE:~ f; .... 'X'
{HOHE CASDIFi}
7:
6:
a~
3:

tl 123.2 se·.3 19.6 -31
18.9 -9.6 17.4 SU
30.8 -17.9 -14.4 28.

om_.:DIII1l:.c:r:mlmnl

2 HEY. ~ .... 'Y.'
Cft$DIF;}

Z HEY. ~ .... 'Y.'
CASDIR}

111. A

AIO =

8:
7:
6:
s:
4:
3:
tl
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{HúHE CilSOIR}

Respuestas a los problemas impares 669

RilO ~vz HE~ ~N .~.

{HúHE CilSOIR}

ASO = AIOO =

MAllAB 1.6

1. AB está definido; BA no está definido y
produce un mensaje de error.

3. Encontrará que A(X + sZ) = B.

5. A = 10*(2*rand(5,6)-I). La expresión

dada será igual a cero demostrando que
Ax tiene la interpretación de una combi­

nación lineal de las columnas de A.

Se da un ejemplo del programa para
introducir Y de una manera sencilla:

y = zeros(5,8);

Y(I,[1 3 5]) = [1 1 1]
Y(2,[3 4 7]) = [1 1 1]

Y(3,[1 5 6 8]) = [1 1 1 1]
Y(4,8) = 1

Y(5,[5 6 7]) = [1 1 1]

La matriz de contacto indirecto entre

el grupo I y el 4:

7. (A + B)2 = A2 + 2AB + B2 sólo para

aquellos pares A y B que conmuten. Su­

gerencia para la demostración: extienda la
multiplicación (A + B)2.

~ =[~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
5314131

3 3 2]
2 3 2 .

332

9. a) El producto de matrices triangula­

res superiores es triangular superior.

Sugerencia para la demostración: Su­

ponga que T y S son triangulares su­
periores. Utilice el hecho de que (TS)

y

es una suma de elementos de la forma

t¡kSki y que t¡k = O si i > k y Ski = O si
k> j para demostrar que (TS)¡¡ = O
para i > j.

11. El patrón se cumple:

AA*BB-K = O.

13. a) La matriz de contacto indirecto desea­

da K es XYZ, donde X es la matriz de

contacto del grupo 1 con el grupo 2, y

es la matriz de contacto entre el grupo

2 y el 3 y Z entre el grupo 3 y el 4.

b) No hay ceros en K, de manera que

cada persona del grupo I tiene contac­

to indirecto con todas las personas del

grupo 4.

e) [1 1 1]*K producirá las sumas de
las columnas, es decir, el número total
de contactos indirectos que tiene cada

miembro del grupo 4 con el grupo l.

el tiene 12 contactos, el cual es el nú­

mero más grande en las sumas de las

columnas.

K*ones(10,1) producirá las sumas de
los renglones, es decir, el número total

de contactos indirectos de cada miem­

bro del grupo I con el grupo 4. A3 es la

más peligrosa pues tiene 26 contactos

indirectos.
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9. XI + X 2 - X 3 = 7

4x¡ - x2 + 5x
3

= 4

6x¡ + x2 + 3x3 = 20

11. 2x¡ + x
3

= 2

-3x
l
+4x2 = 3

5x2 + 5x
3

= 5

13. XI = 2

x
2

= 3

x
3

= -5

x4 =6

a(x)(c¡y¡ + c2yJ + b(x)(c¡YI + C2Y2) = O,

agrupando en términos con Y¡ y Y2,

cI (y¡ + a(x)y¡ + b(x)y¡) + c2 (Y2 + a(x)Y2

+ b(X)Y2) = O, pero como Y I y Y2son solu­

ciones, CI(O) + c2 (0) = O=> O= O.

31. Sustituyendo las condiciones iniciales y(O)
= 1 = el cos(O) + c2sen(O) => cl = 1, y'(0)

= -1 = -CI sen(O) + c2 cosCO) => c2 = -l.

MATLAB 1.1
15. 9x

3
= 2

3x2 + 7x
3
=-1

2x
I
+ 4x2 + 6x

3
= 3

17. 3x¡ + x2 +5x
3

=6

2xI + 3x2 + 2x3 = 4

19. 7x¡ + 2x2 = 1

3xI + x2 = 2

6x¡ + 9x2 = 3

21. x=(2, O) + x
2
(3, 1)

23. x = (20 '2 ~)
3 ' 3' 3

25. x=(2, O, 0)+X3 ( -~, -~, 1)

1. Para el inciso b), x¡ = -2x
3
+ x4 + 5 y x2

= - x
3
-x

4
-1; un ejemplo de solución,

seleccionando x
3

= -1 Y x
4

= - 2, es x =

[1;0;1;-2]. Debe encontrarse que Ax = y
= b, lo que ilustra que x es una solución

al sistema de ecuaciones cuya matriz au­

mentada es [A b], entonces Ax = by b es
una combinación lineal de las columnas
de A donde los coeficientes en la combi­

nación lineal son las componentes de x.

3. Para verificar que un vector w es una so­

lución, demuestre que Aw = b.

5. a) Sea x
3

= 1 en la solución XI = - x 3' x2

= 2x
3

, x
4

= Oconduce a O = x¡(col 1)

+ x
2
(col 2) + x3(col 3) + x/col 4)

= -(col 1) + 2(coI2) + (col 3), lo que a

su vez lleva a col 3 = (col 1) - 2(col 2).

27. x=(-I, 4, O, O) + (-3x
3

+5x
4

, 4x
3
-7x

4
,

29. Sustituyendo c¡YI + C2Y2 en la ecuación

diferencial se tiene (c¡Y
I
+ c2yJ' +

b) La solución es XI = -2x
3

+ x
4

y x
2

= -x
3

- x4· Haciendo x
3

= 1 Y x4 = O
se tiene col 3 = 2(col 1) + (col 2).

Haciendo x
3

= OYx
4

= 1 se tiene col

4 = -(col 1) + (col 2).

9. A-
I =[-~

.l2.
35

1 -1135 35

...L -2-
35 35

-~ -~1
O 1

5. No invertible

7. No invertible

3. No invertible



13. No invertible

A-'+:
-}

~]15. }

O

A' ~[ :

1 -1]17. -2 -1

-1 } 1

19. No invertible

O 1 O

-~]A-' ~[ ~ -} -2
21.

} 3

-2 2 3 -2

23. Observe que 4 4 ... A A-loo. 4 1A-' = J.
.t~ ... ~ 111 m ...~ I

Entonces por el teorema 8 ~~ ... A
m

es

invertible con inversa A~I ...~~-I

=(~A¿"A"t

25. Si A = ± J entonces A2 = J. Si a
ll

= -a
22

y
a 21 a l2 = 1- a:1 entonces
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invertible. O puede escribir D-I directa­
mente como en el problema 32.

[

.1 -.1 l]2 6 30

33. A- I = O .1_..1-
3 15

O O ±

35. Se demuestra el resultado para el caso de
que A sea triangular superior. La demos­
tración para una triangular inferior es si­
milar. Considere el sistema homogéneo

a ll a l2 al] al." _[ al"

O a 22 a 23 a2,,,_1 a 2"

O O O a 11-1,11-1 a n -!.n

O O O O a
m

XI O
x 2 O

X

X
" -1

O

X O
"

Suponga que a ll , a 22 , oo. , aun son todas di­
ferentes de cero. La última ecuación en el
sistema homogéneo es a,,,,x,, = O, Ycomo
a,,,, -:1= O, XII = O. La penúltima ecuación es

a X +a X =011-1,11-111-1 n-I,11 11

27. El sistema Bx = Otiene un número infi­
nito de soluciones (por el teorema 1.4.1).
Pero si Bx = O, entonces ABx = O. Por lo
tanto, del teorema 6 [partes i) y ii)], AB no
es invertible.

31. Sea D una matriz diagonal. Suponga que
D es invertible con inversa A. Como AD

= J, entonces ai
ii

= 1 para cada i. Por
lo tanto, los elementos de la diagonal de
D son diferentes de cero. El converso, su­
ponga que di; -:1= Opara cada i. Entonces
la única solución al problema Dx = Oes
la solución trivial. Por el teorema 6, D es

29. [~: -::: n~1
su propia inversa.

esta matriz es

y an _ l." _ I -:1= O, X n = Oimplica que x" _ I

= O. De manera similar, se concluye que
XI = x2 = oo. = x" _ I = x" = O, por lo que
la única solución al sistema homogéneo es
la trivial. Por el teorema 6 [partes i) y ii)],
A es invertible. Inversamente, suponga que
una de las componentes de la diagonal, di­
gamos a

ll
, es igual a O. Entonces el sistema

homogéneo Ax = Otiene la solución

[Si a = Ocon j -:1= 1, entonces se elige x
n

como el vector con un 1 en la posición j y
Oen cualquier otra parte.] Usando el teo­
rema 6 otra vez, se concluye que A no es
invertible.
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37. Cualquier múltiplo de (1, 2) diferente de
cero.

39. M = 1 + F(Á! - AF)-I B

= B-I(IJ - AF)(IJ - AFrl B

+ F(A] - AFr1 B

= [B-I(Al - A - BF) + F](Al - Arrl B

= (B-IAl - B-IA - B-IBF + F}

(IJ - AFrl B

= (B-IIJ - B-1A)(AJ - AFr1 B

= B-I(IJ - A)(IJ - AFrl B

49.

51.

53.

[~
2

~1 ;nve,tible2

O -1

[~
1-

-1:4]
2

1 no invertible

O

[¡

O 2

3]1 2 7 ..
no es Illvertlble

O 1 lQ
7

O O O

entonces

Por lo tanto se demuestra que:

43. 4 unidades de A y 5 unidades de B.

41. 3 sillas y 2 mesas

55. 1) Suponga que A es invertible. Enton­
ces Ax = O implica que x = A-lO = O.

Cuando se reduce la matriz aumen­

tada (A I O) a su forma reducida por
renglones se obtiene (JI O). Utilizando
las mismas operaciones elementales
por renglones llevan A~ l. El con­
verso, suponga que A es equivalente
por renglones a l. Escriba (A 11) y re­
duzca por renglones A a 1 y se obtiene
(AI1)~(lIB). Por lo tanto AB=l.
Queremos mostrar que BA = l. Es sufi­
ciente mostrar que BAx = x para cada
vector x con n elementos. Observe que
B es equivalente por renglones a J. Por
lo tanto, para cada x, se puede encon­
trar una y tal que By = x. Por lo tanto
BAx = BA(By) = B(AB)y = By = x. Por
lo tanto, A es invertible.

íz) Suponga que A es invertible. Supon­
ga que Ax = b = Ay. Premultiplicando
por A-1se obtiene A-I(Ax) = A-I(Ay).

Se concluye que x = y. El converso, su­
ponga que el sistema Ax = b tiene una
solución única para cada vector b de n
elementos. Esto implica que A es equi­
valente por renglones a J. Por lo tanto,
por el inciso i) A es invertible.

iil) Suponga que A es invertible. Por el in­
ciso i) A es equivalente por renglones
a la matriz identidad J . 1 se encuen-

11 11

tra en forma escalonada reducida por
renglones y tiene n pivotes. El conver­
so, suponga que una forma escalonada

0.~171'
0.216

o 10.27

1.276

-0~0171;
0.784

o
1.261

0.016

[

0.707 O

= -0.014 0.793

-0.044 -0.Ql0

[

1.414

h) (I - Ar ' = 0.27

0.080

=[(Al - AFrl Br1[B-1(Al - A)rl

= B-1(Al- AF)(IJ - Ar 1B.

matriz de Leontiff = 1 - A

[

13213] [18689]
x = (J - Ar 17 597 = 22 598

1786 3615

(
1 1-)

47. O ~ invertible

[

0.293 O
matriz

45. a) t 1" A = 0.014 0.207ecno oglca
0.044 0.010



por renglones de A tiene n pivotes. En­
tonces la forma escalonada reducida
por renglones de la matriz A es la ma­
triz identidad 1". Por lo tanto, la matriz
A es equivalente por renglones a la ma­

triz J". Por el inciso i) A es invertible.

57. De (~: ~J(~~: ~~: J= ( ~ ~J se

obtienen las siguientes ecuaciones: A¡¡B¡¡
= 1,

59. La inversa de la matriz es:

Respuestas a los problemas impares 673

+ ~2B22 = 1 . Resolviendo para Bu se ob-

y B
22

= ~~¡; por lo tanto,

[[0.099858156028
[-0.101873971631
[0.143262411348

-0.076501182033
0.272151300236

-0.67139479905

-0.076312056738]
-0.192056737589]

0.075177304965]].

61. La inversa de la matriz es:

[[ - 1.69701053654 1.60958317276

[-.793941492883 1.67786019382
[1.95621257025 -0.200637557471
[-0.654423076042 .641726876009

63. La inversa de la matriz es:

2.30794647641
0.95194989580 I

-0.462876267722
-.249248482807

1.41376091667]
0.261501231662]
0.357416829406]

.536103553562]]

[[0.333333333333
[O
[O
[O

-.208333333333
0.125

O
O

1.675
-.325

0.2

O

- 1.42142857143]
0.578571428571]

- .114285714286]
- .142857142857]]

65. Los resultados de los problemas 54 y 55 sugieren que la inversa de una matriz triangular

superior es triangular superior.

MATLAB 1.8

3. Para demostrar que A no es invertible, de­
muestre que la forma escalonada reducida
por renglones no es igual a la identidad.
Sugerencia para demostración: si R

J
=

1. Sea S = R(:,[456]), donde R se ajusta a

la forma escalonada reducida por renglo­

nes. Debe tenerse que A*S = S*A, ambas
iguales a la identidad y S debe coincidir
con ¡nv(A). Se tiene que

[

54 -23

S= -16 7

-7 3

-7~2 .

I

3R¡ + 5R
2

, ¿cuál será el resultado final de
las siguientes operaciones con renglones:

R] ~ R] - 3R¡ seguida de R] ~ R] - 5R/

5. a) Una matriz triangular superior es no

invertible si un elemento de la dia­
gonal es cero. Los elementos de la
diagonal de la inversa de una matriz
triangular superior son los inversos
multiplicativos de los elementos de
la diagonal de la matriz original. Su­

gerencia para la demostración: con­
sidere [A 1]. Si primero se realizan
las operaciones con renglones para
hacer unos en las posiciones pivote,
¿qué crea eso en la parte de la ma­
triz aumentada correspondiente a n
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Argumente por qué estas posiciones
no cambian con las otras operaciones
necesarias con renglones.

h) Todas las matrices de este tipo son no
invertibles.

e) Para vectores x con elementos dis­
tintos, la matriz V asociada es inver­
tibIe.

7. e) Los elementos de la inversa son gran­
des y se vuelven más grandes cuando f

se hace más pequeño, es decir cuando
la matriz se acerca a ser no invertible.

d) La exactitud empeora cuando la matriz
se acerca a una no invertible ya que la
solución calculada y la solución exacta
tienen cada vez menos dígitos iguales.

9. Multiplicando por la derecha en efecto se
calcula (MA)A- I

• El mensaje decodifica­
do dice, "Are you having fun", es decir "te
estás divirtiendo".

19. Suponga que A es m X n. Entonces A' es
n X m. Entonces AA' está definida y es una

23. A' = -A Y B' = -B. Entonces (A + B)' =
A' + B' = -A - B = -(A + B). Por lo tan­
to A + B es antisimétrica.

°

~:: ••• ~::] una matriz

° unn

triangular superior. Entonces

igual al elemento ji de AA'. Por lo tan­
to AA' es simétrica. Otra prueba es que
(AA')' = (A')'A = AA', de modo que AA'
es su propia transpuesta por lo que AA' es
simétrica.

[

UII

Sea u~ !

es una matriz triangular inferior.

n

matriz de m X m. Observe que L aikajk =
k ~ I

n

"" a. a . Esto es, el elemento ij de AA' es.t... jk Ik
k ~ I

25. (AB)'=B'A'=(-B)(-A)=BA. AB es
simétrica si y sólo si (AE)' = AB. Pero
(AB)' = BA. Por lo que AB es simétrica si
y sólo si A y B conmutan.

21.

1.(-~ ~J

3. (~ _ ~)

5. H~]

7. [~ - ~ :]

9. [-~ -~ -~]
-3 7 4

11. (-~ ~ ~ ~J

13. [~ ~]
15. AA,=(3 -lJ( 3 1J=(1O 0J

II 3 l-l 3 l ° 10;

A'A=( 3 1)(3 -1)=(10 0)
-1 3 1 3 ° 10

17. Como a = a y b = b para l:s i:s n y
1J JI 1) JI

1:s j :s n. Entonces a + b = a .. +b. Por
Ij IJ JI JI

lo tanto A + B es simétrica.
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Entonces, del teorema 1.8.7, se ve que
Al = A-l.

1. (ABY = HAI.

37. ü) Nos dice que a l1 a 21 + a l2a22 = O. En­
tonces

39.

41.

MATLAB 1.9

-ll
8

.L
2

1
8

-ll
8
]

"2
1
8

29. AA
I

= [ ::: ::: J[::: ::J
=[ al

2
1+ al

2
2 alla~1 + al~a22 J=(1

a
1l

a
21

+ a l2 a22 a22 + a21 O

Por lo tanto A es invertible y A-' = Al

27. El elemento ij de (A - Al )/2 es (a. - a .. )/2
IJ J1

Yel elemento ji (ají - aij)/2 = -(aij - a
j
)/2.

Por lo tanto (A - Al )/2 es antisimétrica.

33.

35. [1(A - AI)f = 1(AI - (Aln

= t(AI
- A) = -[1(A - Al)]

3. B Y G son simétricas; es decir, b = b. Y
1J JI

gij = gji" e es antisimétrica; es decir, cij =

-c.
JI

Problemas 1.10 J;2á ¡na 130 ____.~.

1. R] P ~ es una matriz elemental.

[~
O

~] [~
-3

~]17. 1 19. 1
3. ~ ~ R, + 3~ es una matriz elemental.

O O

5. ~ ~ 2~ es una matriz elemental.

[~
O

~] [~
l

~]21. 1 23. O
7. Se necesitan dos operaciones, R, -? 3~ Y
~ ~ 3~, no es una matriz elemental. O O

Se necesitan dos operaciones, R] p R
2

Y

[~
O

-~] U-~)
9.
~ P ~, no es una matriz elemental. 25. 1 27.

O

11. Se necesitan tres operaciones, R] ~ R,

e~) (~ ~)+3Rz; R,~~ +4R3 ; ~ -?~ +2~,noes 29. 31.
una matriz elemental.

13. R4 ~ R4 + ~ es una matriz elemental.

[~
O

~] [~
O

-~]33. 1 35. l

15. R, ~ R] - ~ es una matriz elemental. O O
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[~
-2

~j [~
2

~~ (2 °JC °JC °JC +J53.
37. 1 39. 1 01310+01

O O

l~
O

m:
O

%
1

~j41. (~ -n 43. (~ ~J
55. 1 2 1

O O O

[~ ~] [~ ~] [~
O

-m~
O -J o 0]O O x 1 1 O O 1 ~

45. 1 47. 1
O O 1 O O 1

O O

[j ~] [j ~] l~
o

mi
o

mi
o

-~]
o -1 O O

57. 1 1 1
1 O 1 O

49. 51. O -1 O
O 1 3 1

O O O O

xl:
o

%
o

-:]1 1

O O

59.A~[~
O

m
O

m
O

m
O

~]1 1 1 1

O O 1 O

A~[~
o o

m
O o

m
1- O

m
O o

m
O O

~]H
2

1 O 2 O 1 O 1 O 1 1-
61. 2

O 1 O 1 O 1 O 2 O 1

O O O O O O O O O O

[j
O 1-

m
O O

m
O O

m
O O

-m
O O

~¡
4

1 O 1 O 1 O 1 O 1 O

O 1 O 1 O 1 O 1 O 1

O O O O O O O O O O

(a 0J(1 0J(1 b/aJ63. O 1 O cOI ; las primeras dos

matrices son elementales porque a * OY
c*O.

65. Los casos de 2 X 2 Y3 x 3son los resultados
de los problemas 63 y 64. En la respuesta
al problema 1.8.35 se probó este resultado.
Se puede dar otra prueba demostrando,
como en los problemas 63 y 64, que A se
puede escribir como el producto de matri­
ces elementales. El paso clave es reducir A

a l, observando que cuando se divide, sólo
se hace entre los números en la diagonal,
que son diferentes de cero por suposición.

67. Al es triangular superior, de manera que
(Alt l es triangular superior por el resulta­
do del problema 52. Pero (Alt 1 = (A-I)',
de manera que (A- I

)' es triangular supe­
rior, lo que significa que A-I = [(A- I)']' es
triangular inferior.

69. Sea B = A. YD = AA. Entonces la com-
IJ !J

ponente kr-ésima, d
kl

, de D está dada por

n

dkr = Lbk1a1r
I~I

Si k *j, el renglón k de B es el renglón k
de la identidad, por lo que b

kl
= 1 si 1= k

YOde otra manera. Entonces



si k*}

si k = }, entonces

{

l' si 1= }

b
jt

= e, si 1= i

0, de otra manem

y (*) se convierte en a. = bao + b.a =
JI" 11 .Ir JI Ir

a + ea
JI" Jrx

Así, cada componente en el renglón j de
AA es la suma de las componentes co-

u
rrespondientes en el renglón} de A y e ve-

ces las componentes correspondientes en

el renglón i de A.

71. G~)(~ ~)

73. A=(~ ~JG ~J(~ -I~J.

75. [~ ~ m~ ~]

[~ :m-~ ~]

77. [~ ~ ~]U ~ m~ ~]

[~ !~][~ ~ ~]
MAlLAB 1.10

1. a) ,) F = eye(4); F(3,3) = 4

il) F = eye(4); F(I,2) = -3

iil) F = eye(4); F([1 4]),:) =
F([4 1],:)

h) 1) La inversa es la identidad excepto

por *en la posición (3, 3).

il) La inversa es la identidad excepto
por 3 en la posición (1, 2).

iil) La inversa de F es la misma F.

Respuestas a los problemas impares 677

3. a) Se da un ejemplo de programa. Algu­
nos pasos pueden no ser necesarios
para esta matriz en particular pero se
incluyen para que sea completo.

U=A;

Fl = eye(3);

Fl(2,1) = - U(2,1)/U(I,I),

U = Fl*U

F2 = eye(3);

F2(3,1) = - U(3,1)/U(I,I),

U = F2*U

F3 = eye(3);

F3(3,2) = - U(3,2)/U(2,2),

U = F3*U

L = inv(Fl)*inv(F2)*inv(F3)

u =(~ - ~ ~] y L = (~ ~ ~]
lo ° -1 l2 O I

La matriz L es triangular inferior con

unos en la diagonal. El elemento (1,
2) de L es el negativo del elemento
(1, 2) en FI y contiene el negativo del
primer multiplicador usado y su po­
sición dice qué elemento se hizo cero.
El elemento (1, 3) de L es el negativo

del elemento (1, 3) de F2 y el elemen­

to (3, 2) de L es el negativo del (3, 2)
deBo

~ U~[¡
2 7 3

7.3333 -8.3333 O

O -1.5 3

O O 26.8182

Y

I O O O

1.3333 I O O
L=

1.6667 .5 l O

.6667 .9091 -7.9394 1

El programa es similar excepto que
las matrices elementales son de 4 X -l
Y se necesitan más pasos en la redu ­

ción.
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Problemas 1.11, página 147

(
I 0J(-I 5J

3. -6 I O 33

[ 1 O T3

-~]5. A = -t 1 O O 2
2

~ lf I O O _li
7

A=[i
O

m
1 -:]7. ] ]

O O -]

[~
O O

m
2 -]

-l~]9.
I O -1 5

I 1 O -2

3 4 O O 24

A{
O O

m
-] 5

8]] O -] 1 -4 29.

11.
-3 I O -3 -]6

I 1. O O 32
3 ""3

13. A=[ :
O O

m
3 -1 6

I O ] 4 -11

-1 8 I O -35 94

O -4 -.1 O O 11.
5 5

17. (--?' 34, 5)

L=[~
O O

~]
I O
.1 I
2

-1 1.
7

u=[~
O 3

-:]4 -1

O 2
2

O O II
7

p=[r

O ]

~]I O

O O

O O

b) ( 73 4 53 _ 7 )
162: 81' 54' 162

L = [~ ~ : :].
O O I O'

-~ -1. -~ I
) 5 5

u=[~ -~ =~ ~].
O O -5 ]'

O O O 11;

p=[~ r ~ ~]
19 x=(ll.l .l _ L

3
4)1

• 51 51

21. x = (- 565 ..i. l!!2. 1l)1
1006 72 252 72

L=[~
O

~] U~[~25. a) 1
1.
3

p=[~
O

~]]

O

b) (_.1 _2 .1)
2 ' 2' 2

x = (-.1 2.. ...L _..i.)1
7 91 91 91

31. Sea B = LM, b¡¡ = t l¡kmki' Como L y M
k ~ 1

son triangulares inferiores con unos en la
diagonal principal, se tienen las siguientes
condiciones: l¡k = Osi k> i, m¡k = Osi i> k,
l¡¡ = 1 si m¡¡ = 1. Por lo que si k > i o i> k

tenemos l¡kmki = O. Si k = i se tiene l¡¡m¡¡ = 1.
"

De modo que b¡¡ = L (kmk¡ = 1. Por otro
" k = 1

lado, bij = L l¡kmkj' mkj = O si j > k, (k = O
k ~ 1

si k> i. Suponga que j > i. Si k:s i, en-
tonces k < j y por lo tanto m kj = O. Si



k> i entonces lik = o. Entonces si j > i,

likmkj = OYpor lo tanto bij = o. Por lo que
LM es una matriz triangular inferior con
unos en la diagonal principal.

A+~
O

~r: 2 1:33. 1 O O , X E l!

-4 x O O

35. A=U ~)(~ ~J

A~[-~
O O

~r~
1 4

6]1 O 1 8 14
37.

3 ] O -23 -3~
-] 4 ] O O

[1 OOT-1

-~1t 1 O O O 1 1-
39. 2 2

f 1 1 O O O O

2 2 e ] O O O

donde e es cualquier número real.

L~[=¡
O O

~]
1 O

41.
~ ]
10

_.f. 1- 2
3 5 "3

[-~
-13

lO]~ 1 1Q.

U= 3 3 3 •

O O - §. O '
5

O O O O
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p=[~ ~ ~ ~].
] O O O '

O 1 O O

x =(-t 12 ...L _ir
91 91 91

L~H
O

~J u~l: r43. 1
_.f.

3

L+
O

n45. l
11
6

~~[:
-1 2

-i:1 5
2

O li
3

l O O O O

-1 1 O O O

47. L= 2 - 1 1 O O ,j E l!;
8

-] 1 -º-- 1 O
4 23

-4 .2- .2.- j 18 23

-1 2 1

O 8 6

U= O O n.
4

O O O

O O O

49. La factorización L de la matriz da por resultado:

[[ 16
[ 4
[13
[ 2

O
10.75
-2.0625
-1.625

O
O
14.9534883721
8.72093023256

O ]
O ]
O ]
8.29237947123]]

La factorización U de la matriz da por resultado:

[[ l
[ O
[ O
[ O

.3125
1
O
O

-.5
1.67441860465
l
O

.25 ]
- .837209302326 ]
-.132192846034 ]
1 ]]
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y la matriz de permutación da como resultado:

([O
[ O
[ O
[ 1

O
1
O
O

o
O
1
O

1 ]
O ]
O ]
O ]]

o
O
79.5154639175

19.5967252881
24.2302405498

V, P) de la matriz, encontramos que L51. Después de hacer la factorización LV (A, L,
(ENTER) da:
[[ 71 O
[35 69.676056338
[14 38.0704225352

[14 14.0704225352
[23 24.9014084507

O
O
O
- 33.4575239664
-31.3474653183

O ]
O ]
O ],
O ]
14.7770382416 ]]

V (ENTER) da:
[[ 1 - .647887323944
[ O 1
[ O O
[ O O
[ O O

.830985915493
-1.57994744289

1
O
O

.915492957746
- .129775621589

.227926876702

1
O

- .30985915493 ]
- .561956741459]

1.48061713989 ]

.112687668795 ]
1 ]]

[[ O O 1 O O]
[O O O 1 O]

Yla matriz de permutación P (ENTER) da: [O O O O 1]

[O l O O O]
[1 O O O O]]

53. Después de hacer la factorización LV (A, L, V, P) de la matriz, encontramos que L
([ 1 O O O O] [[ 1 2 O O O]
[ O 5 O O O] [ O 1 1.2.2 O]

(ENTER) da: [ 1 O 3 O O]. V (ENTER) da: [ O O 1 O O] Yla
[ O O O 5 O] [ O O O 1 1.2 ]
[ O O 2 3 - 1.6 ]] [ O O O O 1 ]]

[[10 O O O]
[00 1 O O ]

matriz de permutación P (ENTER) da: [ O 1 O O O ]
[ O O O O 1 ]
[ O O O 1 O ]]

MATLAB 1.11

1. El programa sería el mismo que en el pro­
blema 3a) de MATLAB 1.10:

L =[1.2~ ~~]
.5 -4 1

3. Consulte la interpretación en el problema
3 de MATLAB 1.10. El programa es muy
similar excepto que se necesitan seis ma­
trices elementales para completar la reduc­
ción y cada matriz elemental es de 4 X 4.
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problemas 1.12 ;;@.gina 158

[r
1 1

~]
1 1 O 2 O

O O O O 1 O 1
1. 1 O 9. A2 = O 1 2 1 1 · Por lo tanto

O O 2 1 1 1 O

l 2 1 1 O

O O l O O existen 21 2-cadenas.

1 O O l O
O l 3 1 2

3. O 1 O 1 O
2 1 1 1 O

1 1 l O 1
A3 = · Por lo tanto3 2 2 3 I

° 1 ° ° ° I 3 3 2 1

1 2 2 3 1

2 existen 42 3-cadenas.

5.
5 3 3 4 1

l 3 3 2 l

J~
A4 = 3 5 7 4 3 · Por lo tanto

4 4 4 6 2
3 4

3 3 5 4 3
existen 86 4-cadenas.

2 11. Dado el camino redundante del vértice A

al vértice B, es posible construir un cami-

7.
no más corto desde A hasta B si se evita
pasar más de una vez por cualquier vérti-
ce. Por lo tanto, el camino más corto que
une a dos vértices no es redundante.

13. Dominancia directa: PI sobre P
2

; P
3

sobre

5
PI' Ps' P6; Ps sobre P4; y P6 sobre P2, P4.

Dominancia indirecta: P
3

sobre P
2

, P4'

E'ercicios de re ¡na 164

1. (t, lf) 17. (0,0,0, O)

3. No hay solución [-6 1~]5. (-1/3,0, 7/3)
19. ~

7. (O, O, O)

[ 16 2

-~]92 17 38 21. -20 109. XI = 83' X =-- X =--
2 83' 3 83

-36 8 16

11. (O, O, O)

6[ : -1] [-4 '] [ 14
-JI

13. (O, O) 23. -; -2 ~
-3 - 1 - ~

15. (0,2, -1,3) -1 6 -10
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39. (~ ~J no existe inversa.

41. [-~ ~ _~I~[~ -~ _~I
2 4 -3 j O 9 -3 j

~[: -: ~~}

25. [-~ ~ :i[ ~ -; ~i
1 O 6j -7 3 5j

=[=~; :~ ~~]
-42 17 32

27. (9 10)
30 32

29. Forma escalonada reducida por renglo­
nes.

37. (~ i); la inversa es (~ -~J.
1 )) ))

31. Está en forma escalonada por renglones. no es invertible.

-1 2

2 O
3 -1

-2]-1

I

O2] [1- ±
I 1; la inversa es ; ±
O I -i -t

por el problema 43,

[
5 4 -12)

[1 =~ 2 4 -6

-1 -2 6

43. [i

-1 2

I 2

5 -5

33. Forma escalonada reducida por renglo­

nes.

35. [-i
~[i
~[~ -; ~ ~]

O O -15 -42

~[: -: ~ }]
(Forma escalonada por renglones)

~[: ~ ~ :j]

O O

(Forma escalonada reducida por renglones)

~O

O O _1
5

O 7
5

14

5

[
2-1]

49. ~ ~; ninguna

51. (_~ -~J =( _~ -~} la matriz es

simétrica



69. (2 0)( 10)(1 -tJ
O 1 -4 I O O

[
O-5 -6]

53. A' = 5 O -4 ; A es antisimétrica.

640
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[~
O

m
-2

5J71. 1 -1 -3 .

-5 O -27 '

e6 7 29)
27 ' 9 ' 27

L~[¡
O

n73. I
_2.

4

U =[¡
5

-¡J4

"3
O

p~[~
1 n(-47, 19, 'elo
o

[r
I o

r]75.
o 1

O O

1 O

77.

~ ~]; simétrica
3 -8

-8 9

59. [~
2

~]1

O

61. [~
O

~J1

O

63. (~ -~J

65. [~
O

-~~1

O

67. e0]( 1 °Jx(1 ~)C -tJ
O I -1 I O 2" O 1

[

1 -1

-1 2
55. 4 5

6 7

CAPíTULO 2

problemas 2.1 á ¡na 177 , _

entonces det A = a a "'Q
11 22 /11I

YdetB=bii b22 ···b"". Por otro lado

donde * representa términos que no juegan
un papel importante en la demostración.

por lo que detAB=Qllbllaccbcc"'Q""bml =

(a i1
Q 22 ···Q",,)(b11 b22 ···bm,) = (det AXdet B).

[

Qllbii *
O Q22b22

AB= .

O O

7. 45. 2
13. -96

:1" ]2"

a""

al" ]
a2"

... a
Jln

[

a

o
ll al2

a22
yB= :

O O

1. -10
9. -8

3. -9
11. 126

[

all al2
O a22

15. Sea A = ~ ~
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17. Como A es triangular, detA = a 1l a 22 .. ·ann .

Entonces det A o/- Osi y sólo si a¡¡ o/- Opara
1:::; i :::; n. Esto es, det A o/- Osi y sólo si los
elementos de la diagonal de A son dife­
rentes de cero.

19. El área generada por los vectores "1' "2
es I( u l u2)1, el área generada por VI' v2es

I(V I v2)1=I(Aul Au2)1=IA(u I uJ

=IAII(U I "2)1·

21. 31202

23. 0.0879836

MATLAB 2.1

1. A es invertible si det(A) o/- OYes no inver­
tibie si det(A) = O. Las matrices construi­
das en el inciso bii) nunca son invertibles
y los determinantes serán cero (considere

que los números muy pequeños son cero
debido a errores de redondeo).

3. det(A + B) o/- det(A) + det(B)

5. det(A- I ) = l/det(A). Sugerencia: use AA-I

= 1 Ysaque determinantes en ambos lados.

7. a) det(M) = det(A) det(D)

b) det(M) = det(A) det(D) det(F).

1. 28 3. -12 5. -55

7. 32 9. -25 11. -18

13. -260 15. 1 17. O

19. abcd 21. a 2d2 - b 2c 2 23. 66

25. -480 27. -8 29. -8

31. -240 33. -16 35. -16

37. Se prueba utilizando inducción. Si n = 2,

entonces 1

1
+ XI x2

I = 1+ XI + x2•

XI 1+ x2

Suponga que para n = k - 1, el determi­
nante es 1+ XI + ... + xk _l' Entonces res­
tando el segundo renglón del primero,

l+x
l

x
2

x
3

x
n

XI 1+ x2 x3 xn

XI x2 1+ x3 xn

se suma la primera columna a la segunda

O O O

XI 1+ XI + x2 x
3

X n

XI XI +x2 1+x
3

X n

XI XI +x2 x
3

l+xn

1+ XI + x2 x
3

X n

XI +x2 1+ x3
X

n=1

XI + x2 xJ 1+ xn

=l+x
l
+x

2
+,,,+x

n
'

Por la hipótesis de inducción se llega a la

conclusión.

all a l2 a ln

39. Dado IAI=
a21 a 22 a 2n Sumemos

a nl a n2 a nn

los renglones 1, 2, ... , n- I al renglón n, en-

I I
a21

tonces se obtiene A = :

-1 O O

XI 1+ x2 x3 xn

= XI x2 1+ x3 xn

1+ XII

all al2 aln

=
a21 a22 a

2n =0

O O O



41. Si n es impar, entonces detA = (-1)" x
det A = - det A, por lo tanto det A = O.

1 XI Y¡

43. ~I x2 Y22
1 x

3 Y3

=~IX2 -XI x3 -X¡I
2 Y2 - Y¡ Y3 - Y¡

Observe las figuras siguientes:
y

--+----------l~ x
O

Respuestas a los problemas impares 685

y

,,,,,,,
'(x3 - X¡'Y3 - Y¡)

--fo"::::....-------... X
o

El área A del triángulo es la mitad del área del
paralelogramo generado por los vectores "¡ y
"2 que, por el resultado del problema 2.1.19
está dada por

X -x I3 I

Y3 - Y¡

1/-1

h) Utilizando inducción. Para el caso n = 2, D
2

= a2 - al· Suponga Dn _ 1= I1 (a j - a).
i= 1
j >i

Entonces

a -a
n ¡

a2 - a a
n I n
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a2 a
3

a
"2 2

a,~=(a -a )... (a -a) a2 a32 I n 1

11-2 1/-2 11-2a2 a
3 a"

=(a -a )...(a -a)D =(a -a )...(a -a )I1"-'(a. -a)=I1"(a. -a.)
2 I 11 1 11-1 2 I 11 1 J 1 J I

j=1 i=l
j>i j>i

diagonal y las componentes de la diagonal
se quedan igual cuando se obtiene la trans­
puesta. Así QI = Q. Ahora, si P es una ma­
triz de permutación, entonces

P = P" P
II

- I ... P2P,

donde cada Pi es una matriz de permuta­
ción elemental. Entonces, por el teorema 1:

det P = det P" det P,,_, ... det P2 det PI
= (-1)" p<;>r el resultado del problema 52.
Además, por el teorema 1.9.lii)

O4]
O O :f.O.

O O

J

2
2 .
O = OY2 es la menor potencIa.

[
O 1 3]2 [O

ciayaque O O 4 = O

O O O O

(~

b) [~ ~ ~]3 = OY3 es la menor paten-

a a a

49. a)

51. Por el teorema 4 se tiene det A2 = det A X

det A = det A. Si det A *- a, entonces det A

= l. La respuesta es Oo l.

53. Sea Q una matriz de permutación elemental
de manera que Q se obtiene intercambian­
do dos renglones, el i Yel), de 1. El renglón
) de J tiene un 1 en la columna), así que el
renglón i de Q tiene un 1 en la columna j.

Es decir, Q.. = l. Similarmente, Q = l. En-
JI lJ

tonces Q.. = Q... Las únicas componentes
IJ JI

diferentes de cero de Q son los unos en la

pi = P/ P; P':-IP':
= ~~ p"-,p,,

Así pi es una matriz de permutación y
como antes,

det pi = (- 1)" = det P

MATLAB 2.2
1. det(kA) = k" det(A), donde A es de n X n.

Sugerencia: en kA se multíplica cada uno
de los n renglones de A por k.

det E = e det J = e
det EB = e det B = det E det By3. EB es la matriz obtenida al multiplicar el

renglón i de B por c. Por la propiedad 2,

P~~1.J.1~.I.!'.!'IJ~ ..~~~,_ ..p-ªgjn-ª...?g4._ _ _ _ .__ __.._. __.._.. _._._.~_

1. EB es la matriz obtenida al permutar dos det EB = e det B. E es la matriz obtenida
renglones de B. Por la propiedad 4, det al multiplicar el renglón i de 1por c. En-
EB = -det B. Por el problema 2.2.42, det tonces
E = -l. Entonces -det B = det E det B.

3. det A = O; la matriz no es invertible.

[

Jf
5. -lf

2.
4

-+ -t]
.1 1
2 8

a _.1
4

7. [~ ; -;]

O ¡-+

9. [ ~ -~ =~]
- 1 I 1



13. det A = O; la matriz no es invertible.

11. det A = O; la matriz no es invertible.

15. U-j
O 2

-2 2

3 -3

3 -2
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cose sen e 0j
23. det -sen e cos e O = cos2 e + sen 2 e = L

o o 1

\:j, por lo tanto la matriz tiene inversa que es

[-::~: :~: T~ [:~: -::~: ~J
-] 1( 5 -IJ. 117. detA = 3, A =- detA=-

3 -2 l' 3

21. Por el teorema 2, (A)(adj A) = (det A)I.
Por el teorema 4 det A = O. Por lo tanto
(A)(adj A) es la matriz cero.

detA

19. detA =-28, A-] =-~[~~ =~
28

-2 -2

1 1
det A = -- = --o Problema 15.

28 det A

-916 .,

5

MATLAB 2.4
1. Para n < m, es decir, más columnas que

renglones, det(AIA) = O (o muy pequeño

debido a errores de redondeo), así, AlA es

no invertible. Para n > m, es decir, más
renglones que columnas, AlA puede ser

invertible.

3. S~ tiene que la forma escalonada reduci­

da por renglones de A es la identidad por

lo que A es invertible, aunque, por cons­
trucción, está muy cerca de ser no inverti­
ble. Se tiene que det(A) = 6.55, que no es

cercano a cero.

MATLAB 2.5

1. Utilizando el programa del problema se

observa que la regla de Cramer necesita

más tiempo para resolver el problema que

la descomposición LU.

21. XI = 23, x2 = 12, x
3

= -15

1. -4 3. 3 5. 60

7. -65 9. 34 11. 1\(-~ =;J

13. [~ ~ - ~1 15. [ ~ - ~ -~1
-3 O 4 -1 1 1

11
19. XI =7'

1
X =-

2 7

17. La matriz no tiene inversa
23.

22
X =-

I 13 '
94

X =­
2 13'

6
X =--

3 13'
63

x:=-
~ 4 13
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CAPíTULO 3

Problemas 3.1, página 228

1. /vi =4h, e=~
4

e = 71t
4

21.!(1/h)i+(1/h)jl

(l/hf +(I/hf =1

13. !vi = /5, e = 1.1071 rad

5. /vi = ji, e = - 0.8571 rad

15. !vi = .J89, e = -0.9048 rad

b

~a2 + b2

Dirección de lul = tan -1 =
a

~a2 + b2

tan- I (~) = dirección de v.

e=~
3

7. /vi = 2,

9. !vi = 2, e = 21t
3

11. Ivl = JO, e = 0.5880 rad

17. a) (6,9)
y

25 _1_(4i - 6j)
'J52

(6,9) 27. Ivl = 5 u = v/lvl = (- 3/5)i + (4/5)j

1
~+------+x

O

29.. (1/h) i + (1/h)j si a > O;

-(l/h)i-(l/h)j sia<O

h)(-3,7)
31. sen e = - 3/JO, cose = 2/JO

y
1 4

33. sene=--, cose=-
J17 J17

(-3, 7)

---......,l.I-+---+ x

Observe que la dirección de v = dirección
de u - 1t.

19. a) u+v=i+7j,

h) u-v=-7i-3j,

e) v-u=7i+3j,

d) -2u + 3v = 18i + lIj,

e) 2u-3v=-18i-llj,

f) u + 2v = 5i + 12j .

39. b:(3i+8j)
....;73

41. IpQI=~(c+a-c/ +(d+b-d/

=~a2 +b2
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43. v = (3COS1r/6, 3senrc/6) = (3J3/2, 3/2)

47. (0,2)

49. Sea u = (u
I
, u

2
) y v = (vI' vJ Muestre que

uj VI + Uzv2 :5 (u~ + u~)( v~ + v~) elevando

ambos lados al cuadrado. A continuación

+(U
2

+V
2

)2

2 Z 2( + ) + 2 + 2= U I + U2 + UIVI U2
VZ VI Vz

:5lul2 + 2 (U¡2 + U~ ) (VI
Z + V~) + IvlZ

Al sacar las raíces cuadradas, se obtiene

lu + vi :5lu[ + Ivl·

Asegurarse que la calculadora esté en modo
de coordenadas cilíndricas, esto se puede
garantizar con la siguiente secuencia

51.

53.

55.

57.

59.

61.

RAD R.Z HEX fiN 'X' RAD R.Z HEX fiN 'X' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
J.
8'
7'
6'
5'
~,

3'
2 '
l'
(1.735 2.~37) (2. ~~15203~~25,o. ~52101203~37)GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ

RAD RoZ HEX fiN •X' RAD R.Z HEX fiN 'X' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
J.
8 '
7'
6 ,
5'
~,

3'
2'
l'
(-1.735 2.~37H (2. ~H5203~~25,.2.18~~~1~5015)GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ

RAD R.Z HEX fiN 'X' fl;¡:a[J f'iÁZ H[X ~ .... ')e' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
J.
8'
7'
6'
5'
~,

3'
2'
1 ,
(-58 ~~) (11" . 7388338n, 02 .10075283072)GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ

RAD R.Z HEX fiN 'X' RAD R.Z HEX fiN •X' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
J.
8'
7'
6'
5'
~,

3'
2'
l'
(58 ~~) ~ (lH. 7388338n, d. 0~08n82287)GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ

RAD RoZ HEX fiN •X' RAD R.Z HEK fiN 'X' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}

r
7 ,
6'
5'
~,

3'
2'
l'
(O. 01~68 -O. 08517) ~ ~8. 6~258717052E-2,.-1. ~0011222~~..GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ

RAD R.Z HEX fiN 'X' RAD R.Z HEX fiN •X' PRG
{HOHE CASDIR} {HOHE CASDIR}
J.
8'
7'
6'
5'
~,

3'
2'
l'
(-0.OH68 -o. 08517) ~ ~8. 6~25871705ZE-2,.-1. 7~1~80"Z"1..
GmmI!_____

1mD!ilim:l:mmallm!lmIJ
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MAllAB 3.1

1. a)
1) norma = 5.6569,

dirección = 0.7854

3) norma = 2.6458,
dirección = -0.85707

5) norma = 5.6569,
dirección = -2.3562

7) norma = 2,

dirección = 0.5236

9) norma = 2.6458,
dirección = 2.4279

11) norma = 2,
dirección = -1.0472

13) norma = 2,

dirección = -2.0944

15) norma = 2.2361,
dirección = 1.1071

b)

52) norma = 2.9915,
dirección = -0.9521

54) norma = 2.9915,
dirección = -2.1895

56) norma = 114.74,
dirección = - 2.1008

58) norma = 114.74,

dirección = - 1.0408

60) norma = 0.086426,
dirección = 1.4001

62) norma = 0.086426,
dirección = 1.7415

problema~ 3.2 á ¡na 2~__...__.._..... ,"........

2-8 -6 -4 -2 O

6 - -..,. - - - -1- - - - r - - - -. - - - - - - - ,

5 - - -, - - -:- - - - ~ - - - ~- - - - - - - ~
4 ' , I I ~

3
---~--- I--V-~---~---- -!,

- - - 1 - - - -,- - - - - - - -1 - - - -

2 ----i----:----r- --:---- ---~

1 ---~----:----+---- --- ---~
O 1--_-';-'__.;-'--:-'---;---:::.r--:'

t I I U I-1 1 ' 1 ' J
I 1 I I I-2 J ' L J____ J

I I I I 1

- 3 "---_..L-_--"-_--'-_--'-_-'"-------"

-10

II
3. u . v = -11, cos cp = - r::::::: "" -0.9648

-v 130

5. u . v = (a)(O) + (O)(~) = O; cos <p = O

1. O; O

7. 20; ~

9. -22; -22/5153

11. u· v = a~ - ~a = O

13. Paralelos
y

(3,5)

-----+'+-.....x

(-6,-10)

II
15. u· v = - 36, cos <p = - r::::::: "" -0.9231, los

-v130
vectores no son ni paralelos ni ortogona­
les.

17. u· v = (2)( -6) +(3)(4) = O=} cos <p = O=}
<p = rr/2 =} u y v son ortogonales.

19. v = -u/2 =} u y v son paralelos.

21. a) -~ b) t e) t
ti) (-96 + ~7 500 )/78"" -0.12

4 .
23. a) a=-7,b) a=-,c) No eXIste aE1)

7
con la que se pueda resolver el problema,

ti) a = 3
2
7 (56 ± 53../3)

25. Dado que el componente j de u es posi­
tivo y el componente j de v es negativo,
es imposible que u y v tengan la misma
dirección.



27 - 5 (' .) - 5 , 5.
· proy"u = 2 1 + J = 2 1 - "2 J

29. O

31
95,133,

• proy U=--I--J
" 74 74

33· 5 (2' 3') 10 , 15,· proy u = - 1 + J = - 1 + - J
"13 13 13

35, [(o. + ~)/2]i + [(o. + ~)/2]j

37
16. 24.

· proy u = -1 - - J
" 13 13

39. proY"u = o. ~ ~ (i + j)

41. Para que v y proy,. u tengan direcciones

opuestas, se necesita que a
l
a

2
+ b

1
b

2
< O
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~ ~

43. PQ = 3i + j; RS = 9i + 2j;

~RS 29 (3' .) 87, 29,proy~ = - 1 + J = - 1 + - J
PQ 10 10 lO

~PQ 29 (9' 2') 261, 58,
proy~ = - 1 + J = -1 + - J.

RS 85 85 85

45. Suponga que u y v son ortogonales. En­

u·v
tonces <p = rr./2. Por tanto cos(rr./2) =--

lullvl
= O~ u . v = O. Suponga que u' v = O. Por

tanto, cos <p = O~ <p = rr./2 ~ u y v son or­

togonales.

47, El vector de dirección de la linea es v =~ i
a

e. E ab b' .- - J. ntonces -v = 1 - aJ = u ~ u es
be·

paralelo a la linea ax + by + e = O.

49. Sean A, E, C las representaciones de los puntos (al' b), (a
2

, b
2
) y (a3, b3) respectivamente.

También, sean A, E Y C las representaciones de los ángulos en los vértices correspondientes.

AB = (a2 - al ) i + (b2 - bl) j; AC = (a3 - al ) i + (b3 - bl) j;

(a2 - al ) (a3 - al ) + (b2 - bl ) (b. - bl )
cosA = >

~(a2 -aJ +(b2-bJ ~(a3 -alt +(b3-bJ

De manera similar cosB= (al -a2)(a3 -a2)+(b¡-b2)(b3-b2)

, ~(al -aS +(b¡ -bS ~(a3 -aS +(b3 -bS

(al - aJ (a2 - a3 ) + (b¡ - b3 )(b2 - b3 )
YcosC = .

~(al - aS + (bl - bS ~(a2 - aS + (b2 - bS

51. Sean y = mx + e y (a, b) una linea no vertical en cualquier punto. Sea (x, y) cualquier

punto en la linea. Para minimizar la distancia entre (a, b) y la linea, minimice d = (x - a)2
+ (y - bY

2 2 a + bm - cm
d=(x-a) +(mx+e-b). d'=2(x-a)+2(mx+e-b)(m)=O~x= 2'

I+m
am + bm 2 + e " am2 - bm + cm , b - am - e .

Entonces y = 2 Sea u = (a - X)I + (b - Y)J = 2 1+ ,J.
1+ m 1+ m 1+ m-

Sea v = vector de dirección de la línea = ~ i + ej. Por tanto
m

aem - be + e 2 +be - aem - e 2

u . v = = O. Si tenemos una línea vertical entonces x = c. A
1+ m 2

continuación necesitamos minimizar d = (e - a)2 + (y - b)2. d' = 2(y - b) = O~ y = b~.

La distancia más corta entre un punto y una linea se mide a lo largo de la linea y a través
del punto y perpendicular a la línea.
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53. La línea tiene la ecuación y = (- 3/2)x; la
línea perpendicular que pasa por (3, 7) es
y = (2/3)x + 5. Estas líneas se intersecan
en (- 30/13, 45/13). Entonces

d= (3_30J2 +(7- 45J2 =~2197
13 13 13

[0.2723 ... ,0.09621...].

_lJIlI!I! _

MO XV2 HEX fiN 'X' ~RG
<HOHE (ASOIR>

Guardamos el programa con el nombre

pila

~;
7 ,
6 ,

~: , guardamos
3'
2'
l' DO?~ ~T~ :u' STO u y OOT Y Yl!IiIl!B_lJIlI!I! _

el programa con el nombre de PROY

~ ;
6 ,

~: , ahora ya se tie-
2'
l' « •Y' STO •U' STO U Y OOT Y Y

DOT ' lJ x »
rROVl!IiIl!B_lJIlI!I! _

ne el programa guardado con el nombre

RAO XVZ HEX fiN 'X'
{HOHE (ASDIR>

RAO xvz HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>

61. Secuencia de instrucciones que calculan
la proyección de u sobre v donde u se en­
cuentra en la segunda línea de la pila y u

se encuentra en la primera línea de la

57. [0.1761..., -0.9844 ]

59. [-0.3282... ,0.9446 ]

RAO XV2 HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>
;~.

8'7 ,
6'
5'
~,

3'
2' «' U' STO U U OOT ( lny u " "
l' 'UnIYE('_lJIlI!I! _

UNIVEC

Una vez guardado el programa aparecerá
en alguno de los elementos del menú, en
este caso en la primera posición

55. Secuencia de instrucciones para producir
un vector unitario con la misma dirección
que el vector que se encuentra en la pri­
mera posición de la pila

dePROY

RAO XVZ HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>

ARO XVZ HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>
;~.

8'
7'
6'5 ,
~ ,
~ ~
l'Dml!Iill!B_lJIlI!I!__

Se escribe el vector u
MO XVZ HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>
;~.

8'
7'f se presiona la
~,

3'
2'
l' C.231 .816]l!IiIl!B_lJIlI!I! _

RAO XVZ HEX fiN 'X'
{HOHE (ASOIR>
;~.

8'
7'
~: ,seguido del vec-
~,

3'
2'
l' C. 01629 -.03556]Dml!Iill!B_lJIlI!I!__

tor v

primera tecla de la izquierda del primer
renglón de la calculadora y se ejecuta el
programa con el vector que se encuentra
en la primera posición de la pila y se ob-

I~·"'··

tiene el vector

RAO XVZ HEX fiN 'X'
<HOHE (ASOIR>
;~.

8'

~: , se eiecuta
5' J
~,

3'
2' C. 01629 -.03556]
l' C.08171.00119]Dml!Iill!B_lJIlI!I!__

el programa PROY al apretar la primera
tecla del primer renglón de la calculadora
que en este caso es donde se ha guardado
el programa, como resultado se tiene
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20000 40000 60000

y

MATLAB 3.2

0.06

0.08

[0.0157 ... ,0.000229 ... ]

63. [17318.030 ... ,49128.610 ...]

1. 27) proy-vu = [1.5, 1.5]

28) proy-vu = [-2.5, -2.5]

29) proy-vu = [0, -O]

30) proy-vu = [2.5882,0.64706]

31) proy_vu = [-0.15385,0.23077]

32) proy-vu = [0.76923, 1.1538]

,
004

0.02 :
: pruj u-o:: -- --- ---~

-0.04 : \u
-0.04 -0.02 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08

,Problemas 3.3 á ¡na 251.....__... ._..._ ......_..... _

3. 3

17. Ivl = J3, cos a = -11J3, cos ~ = 1/J3,
cosy= -1/J3.

5. Ivl = 3 v/lvl = j cos a = 0, cos ~ = 1,
cos y = O.

7.3;-1,0,0

9. lvI = fij, cosa = ¿,
v21

I
cos y = r;:-; 6a

v21

2
cos~=--,

fij

19. J3; -11J3; -1/13; IIJ3

21. m; 21m; 5/m; -7/m

23. fi9; - 21 fi9; - 31 fi9; -4/ fi9

cosa = IIJ3, cos~ = -11J3, cosy = IIJ3.

l
u .vl31. - = Icos<pl ::51. Así,
lullvl

lu . vi ::5lullvl. Entonces

lu + vl2 = (u + v) . (u + v)

= lul2 + 2u . v+ Ivl2

::5 lul
2 + 21ullvl + Ivl

2

= (Iul + Ivl)2

29. R = (- 3, y, z), y, z arbitrarias; este con­
junto de puntos constituye un plano pa­
ralelo al plano yz.

5
cos~=-,

J3Q
15. lvI = J3Q, cosa = b:,

v30
2

cosy = J3Q
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53. Copiamos dos veces el vector (0.2316,
0.4179, -0.5213) ya que lo utilizaremos
una vez para encontrar su magnitud y

otra utilizando el programa UNIVEC de
la sección 3.2 para calcular el vec-

33. -6j + 9k

35.3u-2v=10i-3j+2k

37. -13i + 28j + 12k

39. 16i + 29j + 42k

41. (3t - 2u)· (5v + 2w) = -345

43. 35 - (- 10) = 45
tor dirección.

RRD XVZ HEX IlN 'X'
{HOU (RSDIR>

~~.
~,

7 ,
~,

s'
~,

3'
~, [.2316.4179 -. 5213J
l' [.2316.4179 -. 5213J
_oml!lllm_I:IiIJI!mElll

Intercambiamos renglones

;~.

8'
7'
~: y ejecutamos e!
~,

3'
Z' .707129874917
l' [.2316.4179 -. 5213J
_oml!lllm_I:IiIJI!mElll

~~.

8'
7'
~,

S'
~,

3'
~, [.2316.4179 -. 5213J
l' .707129874917
_oml!lllm_I:IiIJI!mElll

f
7'
~,

~: y obtenemos la
3'z, [.2316.4179 -. 5213J
l' [.2316.4179 -. 5213J
R~S~

_oml!lllm_I:IiIJI!mElll

magnitud
(i)

Pero e! triángulo PRQ es también un trián­
gulo rectángulo de manera que

-- -- --
PQz = PRz + RQz (ü)

Combinando (i) y (ü) se obtiene

PQz = PSz + SR2 + RQ2 (iü)

Como las coordenadas x y z de P y S son
iguales

W' t -10
47. proy,w = -z-t = ---z (3i + 4j + k)

¡ti (5-12)
3. 4.

=--I--j - k.
5 5

49. Como los segmentos de recta PS y SR son

perpendiculares (en la figura 3.26), el trián­

gulo PSR es un triángulo rectángulo y

programa UNIVEC que en esta oca­

sión ocupa la tercera posición de! primer

PS2 = (Y2 - y¡)2 (iv)

De manera similar

RS2 =(x2 -xY (v)

y RQ2 =(Z2 -zy (vi)

Entonces, usando (iv), (v) y (vi) en (üi) se
llega a

PQ2 =(xz -X¡)2 +(Y2 - y¡)2 +(Z2 -Z¡)2

. u . v 0.Iul2

51. 1) SI v = o.u, entonces cos<p = --=--
lullvl 10.IIul2

= 2:: l. Si u y v son paralelos, entonces

u v Ivl
- = 2::- de manera que v = 2::-U = o.u
lul Ivl tul

ü) Siu· v = O,entoncescos<p = Oy<p = ±~.
. 1t

SI <p = ::t:: 2,entonces U· v = lullv[ cos<p = O.

renglón

componentes

con



I·AW

-

- , -. 737205~53328

55. magnitud = 5.227988 ,
dirección = (0.202984 ,0.919885 ... ,
0.335570)
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57. proYvu=(-18.3996... , -16.8663 ... ,
11.1712...)

59. proYvu = (57.4451..., 271.4959... ,
310.5072...)

1. -6i - 3j

3. [-12,-9,0]

5. 7i

7. 12i + 8j + 21k

9. (be - ad)j

11. - Si - j + 7k

13. [-8, 0,8]

15. Oi + Oj + Ok

17. 8i + 17j + 7k

19. -9i + 39j + 61k

21. [-36, -2, -8]

23. -4i + 20j + 4k

25. - 2bci + 2aej

27. ::t[-(9/v'18l)i-(6/v'18lH

+ (8/v'18l)k]

29. u1 = ( - h O hJ
u2 =(h O - h)

-12
31. U· v == -6 - 2 - 4 = -12; cosep =--

Jl74
sen 2 ep + cos2 ep = 5/29 + 144/174
= (30 + 144)/174 = 1

lu X vi = J81 + 100 + 169 = 5M = Área

35. u = lli - 3j - 9k; v = 9i - 3j + 3k

j k

uXv= II -3 -9 =-18i-48j-6k;

9 -3 -3

. lu X vi = J324 + 2304 + 36 = 6.fi4 = Área

37. u = bj - bk; v = -ai + aj

j k

u X v = O b -b = abi - abj + abk;

-a a O

lu X vi = Ja 2b2 + a2b2 + a2b2 = labl.J3

39. Sean u = ai + bj + ek, v = di + ej + fk y
w = li + mj + nk.

.i k

uxO= a b e =Oy

O O O

j k

O O O
por la propiedad I

OXu= -O
- 'de la sección 2.2.

a b e

j k

uXv= a b e y

d e f

k Después, por la pro­
v X u = d e f. piedad 4 de la sección

a b e 2.2, u X v = -(y X u).

33. u = -4i - j - 2k; v=-3i-4j+k

j k j k j k.

uXv= -4 -1 -2 = -9i + 10j + 13k; (au) X v = aa ab ae =a a b e

-3 -4 1 d e f d e f
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de acuerdo con la propiedad 2 de la sec­
ción 2.2.

= a(u X v)

j k

u X (v + w) = a b c

d+l e+m f+n

j k j k

abc+abc,

d e f m n

por la propiedad 3 de la sección 2.2.

= (u X v) + (u X w)

41. u' (u X v) = u' (-(v X u)) = -(u X v), u
= -u . (u X v). Por tanto u . (u Xv) = O.

v . (u X v) = (v X u) . v = -v . (u X v). Por

ende v' (u X v) = O.

j k
43. vXw= a2 b2

c2
a3 b3

c
3

=I~: c21 i _1 a2 C21j + Ia2 b21kc
3

a
3

c
3

a
3

b
3

u o (v X w) = all b2 c21_ b¡ Ia2 c21
b3

c
3

a
3

c
3

-5 O 5

45. -3 -1 3 = 30 + 30 - 25 - 30 = 5;

-5 -2 6

Volumen = 5

47. a) Volumen generado por

2 -1 O

u, v, w= 1 O 4 = 18

-1 3 2

b) Au = i + 9j + 2k: Av = 6i + 24 j + 25k;

Aw = 9i + 3j + 11k

volumen generado por

192

Au, Av, Aw = 6 24 25 = 1 224

9 3 11

231

e) det A = 4 -1 5 = -68

1 O 6

ti) 1 224 = -(-68)(18)

49.

RAD HVZ HEH 11- OH' RAD HVZ HEH 11- 'H'
{HO"E CASDIR} {HO"E CASDIR},. ¡O-
3: ~:

7: 3:,: 7:
5: ,:
~: 5:
3: ~:

~: [-15. 27. 83.J 3:
1: [-84. -77. 51.J ~:

CROSS 1: [7768. -6207. 3423. J
DmI_miIIl!llIl1I!_CI!II!m DmI_miIIl!llIl1I!_CI!II!m

RAD HVZ HEH 11_ T
{HO"E CASDIR}
¡;
7:,:
5:
~:

3:
~: [5241. -3199. :2386. J
hOSH [1742. 8:233. 9416. J

51. DmI_miIIl!llIl1I!_CI!II!m ° El resultado es

[~iL4H 1M
_

M
.

1 3
-,,, .. -"•..-

- : ~37~Ul1.- : -~~7~57~~. - : -~5D23~~.

ImII1lB:1I::1Ii'1EIE:1I!1i1ZlIililll ImII1lB:1I::1Ii'1EIE:1I!1i1ZlIililll ImII1lB:1I::1Ii'1EIE:1I!1i1ZlIililll

MATLAB 3.4

1. 2) u X v = [-7, - 1, 7]

3) u X v = [-12, -9, O]

4) u X v = [1, -1, 1]

10) u X v = [a*d, b*c, -a*c]
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1. v = -i + j - 4k; x = 2 - t, Y = I + t,
z = 3 - 4t; (x - 2)/( - 1) = y - 1

= (z - 3)/(-4)

3. v = -2j, xi + yj + zk = i + (1- 2t)j + k,

x = 1, z = 1

5. v = (2 - 2)i + (O - 3)j + (-4 + 4)k = -3j

xi + yj + zk = 2i + 3j - 4k + t(-3j);x = 2,
Y = 3 - 3t, z = -4; x = 2, Z = -4

7. v=(-1-7)i+(-2-1)j+(3-3)k

= -8i - 3j; xi + yj + zk = 7i + j + 3k

+ t(-8i - 3j); x = 7 - 8t, Y = I - 3t, z = 3;
x-7 y-l
--=-- z=3

8 -3 '

9. x = 2 + 2t, y = 2 - t, Z = 1 - t;

(x - 2)/2 = (y - 2)/( - 1)

= (z - 1)/(-1)

11. x = -1, Y = -2 - 3t, Z = 5 + 7t; x = 1 Y
7y + 3z =1

13. v = 3j, xi + yj + zk = -2i + (3 + 3t)j + 7k,

x=-2,z=7

15. xi + yj + zk = ai + bj + ck + t(dk);

x = a, y = b, z = c + dt; x = a, y = b

17. v = 3i + 6j + 2k; x = 4 + 3t, y = I + 6t,
Z = -6 + 2t; (x - 4)/3 = (y - 1)/6

= (z + 6)/2

19. El vector v¡ = a,i + b¡j + c¡k es paralelo a

L
"

mientras que el vector Vz = azi + bzj +
czk es paralelo a Lz. Así, L¡ J.. Lz si v¡ J.. v2 o
v¡ . v2 = O. Pero v¡ . v2 = a¡a2 + b

J
b

2
+ c] c

2
.

21. 3i + 6j + 9k = 3(i + 2j + 3k), por lo que

los vectores directores de las rectas son

paralelos. Observe que no son coinciden­
tes ya que, por ejemplo, el punto (l, - 3,

- 3) está sobre L, pero no sobre L
2

•

23. Si tuvieran un punto en común se tendría

2-t=l+s

l+t=-2s

-2t = 3 + 2s

La solución única de las primeras dos
ecuaciones es s = - 2, t = 3; pero este par
no satisface la tercera ecuación.

25. a) (M6/3 )(t = t)

b) j5l8 /11 =.Ji38/ll, (t = Ti)
e) J3012(t=t)

27. ~=L=-=­
13 -2 6

29. Al igual que en los problemas previos, te-

nemos (-~ _~ ~I~)~(~ ~ 1~I ~)- Si

hacemos que c = 8, entonces b = - 22 Y
a = -13. Por tanto la línea x = -2 - 13t,

Y = 3 - 22t, Z = 4 + 8t satisface las con­
diciones.

31. Sea v = (a, b, c). v . (3, 2, -1) = O Y

'V'(-4,4,1)=Oda( 3 2 -lloJ~
-4 4 1 O

(1-6 °I 0) . .. SI dejamos que c = 20, en-
O 20 -1 °

tonces b = I Ya = 6. Por tanto, v = (6,

1, 20) es perpendicular tanto a L] como a

L
2

• El punto P = (2, 5, 1) está sobre L, y

el punto Q = (4,5, -2) está sobre L 2• De

manera que la distancia entre L¡ y L 2 está

dada por

Iproy PQI=IP"Q ·V vl=~ ·vl=~.
v Ivl 2 Ivl ../457

33. I(x - O) + O(y - O) + O(z - O) = O; x = O

35. z = O

37. I(x - 1) + O(y - 2) + I(z - 3) = O;

x+z=4

39. Y + z = 5

41. - 3x -4y + z = 45

43. -4y+6z=-8

45. 20x + 13y - 3z = 58

47. -12x - 21y + 22z = 63

49. Ilx-17y+9z=9

51. Dado que las ecuaciones son equivalen­
tes, 1t¡ y 1t

2
son coincidentes.

53. Coincidentes.

55. Ninguna de las anteriores.
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57. No son ortogonales, paralelos ni coinci­
dentes.

(
3 -

1413J (1 3 -111-11J
59. -4-278 ~ 0-10 37 36

Sea z = l entonces la línea de intersección
. 1 I 18

esta dada por x = - - - - t Y = - - +
5 10' 5

37
-t Y Z = t10 ' .

61. (x, y, z) = (-11/4, - 3/2, O) + l(9, 16,2)

63. 13/J69
8

65. 3.JS 52a

67. Sea Q = (xo' Yo, zo)· Suponga que P = (XI'
~

Y
1

, z) está en el plano. PQ = (xo - xI' Yo

- Y
I

' Zo - ZI)' De acuerdo con el proble­
ma 62, tenemos

J¡;Q'nlD---
Inl

= la(Xo - XI) + b(yo - YI ) + c(Zo - ZI )1

Inl

_laxo + bxo + CXo - di
- Ja 2 + b2 + c2

69. 01 =(3, -1, 4)Y02 =(-4, -2, 7);

_1 (3, -1,4)'(-4, -2, 7)
<p = cos 1 11 1(3, -1, 4) (-4, -2, 7)

= cos-
I~~ "" 1.1319

26 29

71. Si u y v no son vectores no nulos y copla­
nares, en 1t, entonces la línea que pasa por

w y es paralela a v, se encuentra con la lí­
nea a través de Oy de u en un determinado
punto au. De manera similar, la línea que
pasa por w y es paralela a u se encuentra
con la línea que pasa a través de Oy v en

un punto ~v. Por tanto, au, ~v son lados
de un paralelogramo con diagonal w, esto

es, au + ~v = w.

73. Son coplanares en 1t: x -22y -17z = O

75. No son coplanares.

77. No coplanar; u . (v X w) = -9

1. Ivl = 3.)2, e= 1t/4

3. Ivl = Jl3, e= arctan ( %J"" 0.9828 2a

5. Ivl=~ =2; tan<p= ~ ~<p=1t/6

7. Ivl = 12.)2, e= 51t/4

9. 2i + 2j

y

(4,5)

(2,3VPQ

(2,2)

v
----4--+------~x

o

~

11. PQ = 7i + 3j

4 ---¡--------r---,----r---,

---~---_!_--~---~----~Q,~~3 I I I I I

2 ---~--------~---~- --~---~
I IVI I

___ J L L J
I ,

o1---..,..'----1¡..:::....""?"'F--...,...---.....----,'
I I I IX1

-\ ~ L J L ~

I I I I I

-2 - -,--------~---~----~---~
-3 (-3,-2) '" I

-4 -2 o 2 4 6 8

~

13. PQ=4i-4j

15. a) -3v=9i+12j b) u+v=-7i-3j

e) 3u - 6v = -12i + 3j + 18i + 24j = 6i
+ 27j

17. Ivl =.)2; u= h(-i+j)

19. (2/m)i +(5/m)j



23. __2_ i __4_ j
f20 f20

c-; 4 -7
25. Ivl = ,,65; cos <p = -; sen <p = -

165 165

27.lvl=.J2;u¡= h(i+j);u2 = h(-i-j)

29. v = 2cos~i + 2sen~ j = i +.J3j
3 3

31. j

35. O; O

26
37. u· v = -26, cos<p = ---

2J17O

39. v = -1/2 u ::::}u y v son paralelos.

41. Ninguna
y

1
~"'+-----"'x

O

(5, -4)

(4, -5)

43. Paralelos
y

------=-~-... x

(-7, -7)

45. Son ortogonales.

Respuestas a 105 problemas impares 699

47. a) u'v=8+3a=0::::}a=-8j3

h) 2u = 4i + 6j ::::} a = 6

e) lul =.Ji3; Ivl =~a2 + 16;

3a + 8 1
cos<p = =-

~13a2 + 208 .J2

::::} 18a2 + 96a + 128 = 13a2 + 208

::::} 5a2 + 96a - 80 = O

::::}(5a-4)(a+20)=O

::::} a = 4/5, -20a = -4/5::::} <p = n/4

3a +8 f3
d) =-

~13a2 + 208 2

::::} 36a2 + 192a + 256

= 39a2 + 624 ::::} 3a2 - lna + 368 = O

96 :±: 52.J3::::} a = ------'--
3

49 14. .) 7' ,. proyvu = ""2 (1 - J = 1 - 7J

53. -ti - f j

55. proy u = ~ i + ~ J'
v 5 5

59. ~(2-0)2 +(-7-5)2 +(0+8)2

=Jm =2153

61. J\3O; O, 3/J\3O, 11/J\3O

2 3 6
63. Ivl = 7 cosa = - casI{ = - cosy =--, 7' J-' 7' 7

65. Pf2 = -7i + 2j + 5k; 1Pf21 = .fi8
-7. 2. 5

u= .fi81- .fi8J+ .fi8k

67. u - v = 4i - 4j - 2k

69. proYvw= ~:(-3i+2j+5k)

_ 27 . 9. 45 k
- 38 1

- 38 J - 38
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71. ~ i + "* j + -H- k

73. 2u + 6v + 3

340. 176. 744
proy v=--I+-J+-k

w 19 19 19

884
75. cos<p .fl4J38 = .JS32 = Jl33;

<P = arccos(~Jque es aproximada­

mente 69.7°.

j k

77. uXv= 3 -1 O = -4i - 12j + 2k

2 O 4

j k

79. uXv= 4 -1 7 =-Si-41j-3k

-7 1 -2

j k

81. uXv= -1 3 =-Si-10j-k

-2 -3 4

lu X vi = vl26 = 3.fl4

u
I
=_S_i_~j __1_k" u =-u

3.fl4 3.fl4 3.fl4' 2 I

83. v = 4i - 7j + 2k
ecuación vectorial: xi + yj + zk
=3i- j+4k+t(4i-7j+2k)

ecuación paramétrica: x = 3 + 4t,
y = -1 - 7t, z = 4 + 2t

" . ,. x+3 y+1 z-4
ecuaClOn slmetnca: -- = -- = --

4 -7 2
~

85. OR = (-4i + j) + t(7i - j + 7k);

x = -4 + 7t, y = 1 - t, z = 7t;

(x + 4)/7 = (y -1)/(-1) = z/7

87. v=(b-c)i+bj+ck, 'IIb, CEl!,

Ec. vectorial = i + j + k + t[(b - c)i + bj

+ck], 'IIb, CE 12

Ec. paramétrica: x = 1+ t(b - c), y = 1+ tb,

z=a+ct, 'IIb, cEl!

. ,. x-1 y-1 z-l
Ec. slilletnca: -- = -- = --,

b-c b c
'IIb, CE l! - {O}

6-s
89. Necesitaremos 3 - 2t = - 3 + s =} t = --;

2
4 + t = 2 - 4s =} t = -2 - 4s, y

3 + 6s-2 + 7t = 1+ 6s =} t = __ o

7 '

6-s
-2- = -2 - 4s =} s = -10/7, Y

3 + 6s /-2 - 4s =-- =}s = -17 22'
7 '

por lo tanto no existe punto de intersec­
ción.

91. v
l
=4i+3j-2k;v

2
=5i+j+4k.

j k

V=VI XV
2

= 43 -2 =14i-26j-11k

S 1 4

La línea es:
x = -1 + ~4t, y = 2 - 26t, z = 4 -lIt.

93.0(x-1)+2(y+4)-3(z-6)=0

=} 2y - 3z = -26

95. P=(-2, 4, 1),Q=(3, -7, S),

R=(-1,-2,-1);
~ ~

PQ = 5i -llj + 4k; QR = -4i + 5j - 6k;

j k
~ ~

n = PQ X QR = S - 11 4

-4 S-6

=46i+14j+69k

46(x + 2) + 14(y - 4) + 69(z - 1) = O

=} 46x + 14y + 69z = 33

97. x = t - ~ t, Y = f - .lf t, z = t

3y-6
99 x=-- z=-380a. 2'

101. (3, O, O) es un punto en el plano.
Sea p = (1- 3)i + (-2 - O)j + (3 - O)k

= -2i - 2j + 3k, n = 2i - j - k

proynP = ~S (2i - j - k)

-10. S. Sk
=-I+-J+-
666

{l5Os
d = Iproynpl = f6 = 16

103. cos-II-1/.J2071 = cos- I1/.J207

"" 1.S01 "" 86.01'.
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CAPíTULO 4

Problemas 4.2 ~ina 286 .

1. Sí

11. Sí, es un espacio vectorial trivial.

3. No; iv); tampoco vi) se cumple si a < O

5. Sí

y;' + a(x)y; + b(X)Y2(X) = O

Entonces

y

aditivo -x y Ves una cerradura bajo la

adición. Entonces x + z = x +(-x + y)

= (x - x) + y = O+ y = y. Suponga que
existen z y z' tales que x + z = y y x + z'

= y. Entonces z = -x + y = z'. Por lo
que z es única.

(YI + Y2)" + a(x)(YI + Y2)'

+b(x)(YI + Y2)

= [y;'+ a(x)y; + b(x)y¡J

+ [y;' + a(x)y; + b(x)Y2J

=0+0=0

de manera que YI + Y2 es una solución. Si­
milarmente, (ay/ + a(x)(ay/) + b(x) (ay)
= a[y(' + a(x)y/ + b(x)y,J = a . O= O, con
lo que aYI también es una solución, y la
cerradura se cumple. Como -YI = (-l)y
también es una solución, se tiene el inver­

so aditivo. Es sencilla la deducción de los
otros axiomas.

1. Demostración de programa vctrsp.m

27. Sean y y Y2 soluciones a la ecuación. En­

tonces

MATlAB 4.2

21. Sí

7. No. Como se requiere que todos los poli­
nomios sean de grado 5, cualquier polino­
mio de grado menor no pertenece al con­

junto, por lo que no existe neutro aditivo
ya que Ono es un polinomio de grado 5.

9. Sí,i{~ ~)+(~ ~)=(b+~ a+~}

üi) (O O) E V; a(O a) = ( O aa) E V
O O b O ab O

el resto de los axiomas se derivan del teo­
rema 1.5.1

23. Suponga que Oy O' son identidades aditi­
vas. Entonces, por definición de identidad
aditiva, O= O+ O' y O' = O' + O= O+ O'.
Así, O = O'.

25. Para x, yen V defina z como z = -x +
y. z existe ya que toda x tiene un inverso

19. Sí

13. No; iü) O~ V; iv) si p(x) E V, entonces
-p(x) ~ V dado que no tiene un término
constante positivo; vi) no se sostiene si
a<O.

15. Sí

17. No; i), üi), iv), vi) no se cumplen

1. No; porque a(x, y) ¡t H si a < O

3. H es un subespacio.

5. H no es un subespacio. (1, O) ~ H, pero
2(1, O) = (2, O) ~ H.

7. Sí

9. H es un subespacio.

11. H es un subespacio.

13. H no es un subespacio. (~ 1+ ~) ,

(~ l+~)=(a+~ 2+a+~)~H

15. Sí

17. H es un subespacio.

19. H es un subespacio.
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21. H es un subespacio.

23. H es un subespacio.

25. H no es un subespacio. H no contiene a O.

27. a) Si Al' A2 E H I, entonces (Al + A)II =

(AI)II + (A)II = O+ O= OY(aAI)11 =

a(AI)11 = aO = O, de manera que H
I
es

un subespacio. Si Al' A 2 E H 2, enton­
ces

(-e dJ .
= l d e E H 2• Ademas,

[

-ab
aA = I

I aa
l

= r-; ~J E H 2

Ypor lo tanto H
2

también es un subes­
pacio.

b) H= H
I
nH

2
=

{ A E M 22 : A = r: ~Jpara algún

escalar a}. Si Al' A 2 E H, entonces

29. Si xI' X2 E H, entonces, A(x] + x) = AX
I

+ AX2 = O + O = O, de manera que XI +
x2 E H. Además, A(ax

l
) = aAx

l
= aO =

Ode manera que aXI E H YH es un sub­
espacio.

31. Sean u = (xI' YI' ZI' wl ) y v = (x2' Y2' Z2' W 2)

E H. Entonces u + v = (XI + x 2' Y I + Y2' ZI

+ Z2' wl + w) ya(x l + X 2) + b(yl + Y2) +
C(ZI + Z2) + d(w l + W2) = (ax l + bY I + cZ¡

+ dw) + (ax2 + bY2 + cZ2 + dw2) = O +
O = 0, de manera que u + v E H. Similar­
mente, au = (ax l , ayl' az

l
, aw

l
) ya(ax

l
)

+ b(ay l) + c(az
l
) + d(aw l) = a(axl + bYI

+ cZI + dw
l
) = aO = O, de manera que au

E H. Por lo tanto, H es un subespacio.

33. Sean x, y E H. Entonces X = u l + VI y

u2 + v2' donde u l ' u2 E H I Y VI' V2 E H 2•

Entonces x + y = (u l + VI) + (u2 + v
2
) =

(u I + u) + (VI + v
2
), Como H

I
y H 2 son

subespacios, u l + u2 E HI' YVI + V2 E H 2,

de maner.a que x + y E H. De igual ma­
nera, ax = a(u l + VI) = aUI + av

l
. Pero

au] E H I YaVI E H 2, por lo que ax E Hy
H es un subespacio.

35. Sean VI = [:J y v2 = [::J VI no es un

múltiplo de v2 ya que los vectores no son

colineales. Sea A = [XI X2). Entonces
YI Y2

det A = XI Y
2

- X
2
Y

I
. Si det A = 0, en­

tonces XI Y2 = X 2 Y I , o sea, XI /x2 = YI /Y2

(si x
2

= 00 Y
2

= 0, se puede obtener una
conclusión similar). Sea e = x] /x

2
= Y

I
/Yr

Entonces XI = cX2 y YI = cY2' de manera
que VI = cV2 lo que contradice lo estableci-

do. Asi, det A *" O. Sea V = (:) cualquier

otro vector en 1:>2. Se quiere encontrar es­
calares a y b tales que V = aVI + bv

2
, o

o sea,

(:: ::X:H:]
es decir,



Como det A ;¡. O, este sistema tiene una so­

lución única (:) = A-) (:). Entonces v E

H, lo que muestra que 1)' e H. Pero como

He 1)', se tiene que H = 1)'

Problemas 4.4:.,.Qá ¡na 303 ..... _

1. Sí 3. Sí

li -} 5 }5. 2 2

3 3

l~
O 3 y!4+x!2 ]
} -2 y/4-x/2 .

O O z-(3/2)/y

Por lo tanto, sólo podemos resolver si

z - (3/2)y = O, que es la ecuación del pla-

no que pasa por el origen. Por tanto los

vectores no generan 123

7. Sí 9. Sí

11. No; por ejemplo x rt- gen {I - x, 3 - x 2}

13. Sí

15. No generan M 22 •

17. Suponga que alx
2 + b,x + el ya2x

2 + b2x
+ c2 generan P2' Sea v¡ = (a¡, b¡, c) para

i = 1, 2. Sea ax2 + ~x + y E P2 un poli­

nomio diferente de cero tal que (a, ~, y) .
Vi = O. [Observe que podemos encontrar

un polinomio diferente de cero con estas

características, dado que (a, ~, y) . Vi = O
es un sistema homogéneo de 2 ecuaciones

y tres incógnitas.] Suponga que ax2 + ~x

+ y = d,(a)x2 + b,x + CI) + d2(a2x
2 + b2x

+ c). Por tanto, (a, ~, y) . (a, ~, y) = (a,

~, y) . (d)v, + d2v2) = O. Pero esto es una

contradicción, dado que (a, ~,Y) 7:- O. Por

lo tanto esos dos polinomios no pueden

generar Pr

19. u = c1v) + C2V2 + ... + CkVk y v = d,v) +
d2v2 + ... + dkvk. Por tanto, u + V= (c, +
d,)v , + (c

2
+ d

2
)V

2
+ ... + (ck + dk)Vky au
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MAllAB 4.3
1. Verifique que S - S' = O. Sugerencia:

use la definición para demostrar que una

matriz Wes simétrica; es decir, demuestre

que wij = wjr

= (<Xc,)v, + (<XC
2
)V

2
+ ... + (ac)v

k
están

contenidos en gen {vI' v2' ••• , vJ.

21. Utilice la inducción sobre n. Suponga que

v, E H. De acuerdo con el teorema 4.3.1,
<Xv) E H para todo escalar <x. Por tanto,

gen{vl} ~ H. Suponga que gen {vi. v2' •••

,vn } ~ H, Y V"+I E H. Sea v = <XlVI + <X2V2

+ + <X"V" + <X,,+,V,,+)' Se asume que <X)V)

. + + a"v" E H, Yel teorema 4.3.1 impli-

ca que <X,,+)V,,+) E H. Si se aplica de nuevo
el teorema 4.3.1, se tiene que v E H. Por

inducción, si {VI' V2' ••• v,) ~ H, entonces
gen{vl, v2, ••• v,) ~H.

23. Dado que v) X v
2

es perpendicular a vI,

v2, de ahí al plano generado por v,, v2' VI
X v2 • X = Oes la ecuación de un plano,

el cual contiene a)v, + a2vr Al expandir el

producto cruz se muestra que (y) Z2 - :1

Y2)X + (ZI x2 - XI Z2)y + (x, Y2 - x 2Y)): =

O, es una ecuación de un plano que pasa

por el origen, el cual contiene H = gen

{vI' v2}· Dado que vI' v2 no son paralelos VI
X v

2
;¡. O, de modo que esta ecuación es la

ecuación de un plano (y no sólo O= O).

. (1 0) (1 0) (0 1)25. ConsIdere , , y .

(

O 1) ° I O -1 l ° .
. Observe que cada matriz es in­

-1 O

vertible.

(: ~)=~[(~ ~)+(~ -~J]

-%[(~ -~)-(~ ~)]+%[(~ ~)

+(-~ ~)]-~[(-~ ~J-(~ ~r
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MAllAB 4.4
3. a) 1) El sistema de ecuaciones es

I = Ic] - IC
2

- 3c
3

-4 = Ic] + IC
2

+ OC
3

La solución es c
3

arbitrario y c]
-1.5 - 1.5c

3
y c

2
= -2.5 + 1.5c

3
•

il) La solución es c
3

arbitraria y c] =
-2 - 3.2857c

3
y c

2
= I + .857Ic

3
•

b) Para i), w = -1.5v] - 2.5v
2

5
w = -4v

l
+ - v

3
y W = -4v

2
- v

3
.

3 .

5. a) La razón es que la forma escalonada
reducida por renglones de A no tiene
renglones de ceros.

b) La forma escalonada reducida por ren­
glones de A tiene un renglón de ceros,
por lo que habrá alguna w para la que
el sistema cuya matriz aumentada es
[A w] no tenga solución y, por lo tan­
to, w no será una combinación lineal
de las columnas de A. Experimente
para encontrar una w de este tipo por
prueba y error, eligiendo valores para
w y verificando si hay una solución.

7. a) La forma escalonada reducida por
renglones no tiene renglones de ceros
(por lo que la solución existe) y hayal
menos una columna sin pivote, lo que
implica que habrá una variable arbi­
traria en la solución.

b) Para la primera w dada se tiene x] =
2 - x 4' x 2 = -1 + 2x

4
, x

3
= 2 - x

4
Y

x
5

= 1.
Así, w = 2v

I
- v

2
+ 2v

3
+ v

5
• Para la

segunda w dada se tiene XI = - 3 - x
4

'

x 2 = 6 + 2x4, x
3

= 1 - x
4

Y x
5

= 1.
Entonces, w = - 3v] + 6v

2
+ v

3
+ v

5
.

e) El cuarto vector no era necesario,
lo que corresponde al hecho de que
x 4 era la variable arbitraria natural.

el) Se tiene que v4 = VI - 2v2 + v3• De­
muestre que la forma escalonada redu­
cida por renglones de la matriz, cuyas
columnas son los vectores en el sub­
conjunto, no tiene renglones de ceros y
tiene un pivote en cada columna.

e) Los vectores no necesarios son el terce­
ro y el quinto. El primero
w = 2v] + 4v

2
- v

4
y el segundo

w = -Iv] + 7v2 - 2v4; v3 = -v] + 2v
2

y v
5

= 2v] + v
2

- 2v
4

•

9. b) El término constante de res 2 x (térmi­
no constante de p) - 3 x (término cons­
tante de q) y esto se cumple para los co­
eficientes de los términos en x, x 2 y x 3.

e) Expresados como vectores de 3 X 1 se
tiene

p es una combinación lineal conp = p]

- P2 + P3' donde Pi se refiere al i-ésimo
polinomio en el conjunto. El conjunto
de polinomios genera a todo P2'

el) P = 3p] + 2P2 + P3; el conjunto no pue­
de ser generador, por el problema 18.

e) Sí, ya que la forma escalonada redu­
cida por renglones de la matriz, cuyas
columnas son los vectores que repre­
sentan los polinomios dados, no tiene
renglones de ceros.

1. Independiente. 9. Independiente.

3. Dependientes. n. Independientes.

5. ( -~) '# a (;) de modo que es linealmente
13. Linealmente dependiente.

15. Linealmente dependiente, pues 4 vectores
independiente. en 1J3 son siempre dependientes (teorema

7. Dependiente (por el teorema 2). 2).
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17. Independiente.

19. Independiente.

21. Independiente.

23. Linealmente dependiente.

25. Linealmente dependiente.

27. Linealmente independiente.

39.
(2

1 -1 7 -1 I 0J~
3 -8 1 I O

(01 -1 7 -1 I 0J~
l 5 -22 3 I O

(0

1 01 13/5 -2/5 I O).
-22/5 3/5 I O

Así es que si se resuelve en términos de x 3'

x
4

' da por resultado

53. Observe que SI (\ S2 es un subconjunto

tanto de SI como de S2' cada uno de los
cuales es un conjunto linealmente inde­
pendiente. Entonces, en virtud del pro­
blema 43 SI (\ S2 es linealmente indepen­
diente. (Observe que el conjunto vacío de
vectores es linealmente independiente, así

que no se requiere que SI (\ S2 sea un con­
junto no vacío.)

55. Seaa1v¡ + a/v¡ + v) + ... + all(v l + v2+
... + v,) = O. Entonces, tenemos (al + a

2

+ . . . + a,)vI + (a
2

+ . . . + a,)v2 + . . . +

-1

O

O ,con CI' c2'

O

1

-1

O

1 + c3

O

O

O

1

43. x = cI O + c2

1

O
c

J
arbitrarias.

51. Suponga que Al' A2, A J, A4, As, A 6 y A 7

están en M
J2

• Considere resolver alA I +
a2A 2 + aJA 3 + a4A4 + asAs + a6A6 + aJA 7

= O para (al' a2, a3, a4, as' a6, a7). Esto
genera seis ecuaciones homogéneas con

siete incógnitas. Entonces, sin importar
las matrices dadas, habrá siempre una
solución no trivial. Así que cualquiera de
las siete matrices de M

32
son linealmente

dependientes.

29. a
21

a
22

a
2J

= O, vea la solución 104.20.

37. Suponga que vI' v2' ••• , VII son linealmen­
te independientes. Entonces a,v, + a 2v2

+ ... + all VII = Osólo tiene la solución
trivial. Así es que al resolver no hay varia­

bles arbitrarias, por lo cual cada columna

en la forma escalonada por renglones tie­
ne un pivote. Dado que hay n renglones y
n columnas, cada renglón tiene un pivote,
es decir, no hay reglones que sean cero
en la forma escalonada. En cambio, si la
forma escalonada por renglón de A no

contiene un renglón de ceros, esto implica
que la única solución a Ax = O es x =
O, dado que n renglones distintos de cero
implican n pivotes. Por tanto, vI' v2' .•. ,

VII son linealmente independientes.

31. übsem que ~2[ ~~H~n Por tanto

el conjunto de vectores es linealmente de­

pendiente para todo número real CJ..

33. Si vI' ... , VII son linealmente dependien­
tes, entonces existe una solución no trivial

(cl' ... , C,) de c
l

VI + ... + CIl VII = O. En­
tonces (c

l
, ... , CIl' O) es una solución no

trivial de c l VI + + CIl VII + CIl+IVII +¡ = O.
Por tanto, vI' , VII' v

lI
+' son linealmente

independientes.

35. Suponga que VI y v
2

son linealmente de­
pendientes. Entonces v2 = <XVI para algún
CJ. 7= O. Entonces VI . v2 = <xlv¡1 2 7= Odado
que VI es un vector diferente de cero. Esto
contradice el que VI y v

2
sean ortogonales.

Por tanto, VI y v2 son linealmente indepen­

dientes.
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allvlI = O. Como {VI' V2, ••• ,VII} es un con­
junto linealmente independiente, tenemos

al + a z + ... + a11 = O

a+"'+a=O2 n

En virtud de la sustitución regresiva, tene­
mos an = O, an _1 = O, ... , a2 = O, al = O.
Por tanto, VI' VI + V2'···, VI + V2 + ... +
VII son linealmente independientes.

57. Si todos los vectores son el vector cero,
entonces hemos terminado. Si no, enton­
ces sin perder la generalidad, asuma que
VI es un vector diferente de cero. Dado
que {vI' vJ es linealmente dependiente, v 2

= a¡v l para al menos una al' Como {VI'

v]} es linealmente dependiente, v] = a 2v I

para al menos una al" Si continuamos con
este procedimiento, vemos que cada vec­
tor es un múltiplo de VI'

1; (x) fzC x ) ~(x)

59.
1;'(x) f;(x) f;ex)

1;(n-l) (x) .1;(11-1) (x) f,;n-I)(x)

61. Necesitamos 1

1
- c I + c I = (l - C)2­

I+c I-c

(1 + C)2 = - 4c =f. O. Por lo tanto, los vecto­
res son linealmente independientes si c =f. O.

63. Suponga que {VI' v2' ••• , VII' v} es un con­
junto linealmente dependiente. Como {VI'

v2' ••• , v) es un conjunto linealmente in­
dependiente, entonces V = alv¡ + ... +
a

ll
VII para al menos una al' ... , a

ll
E IR en

virtud del problema 56. Entonces V E gen
{VI' V2' ... , V), que es una contradicción.
Por lo tanto {VI' V2' ... , VII' v} es un con­
junto linealmente independiente.

65. 1 - x 2
, 1 + x 2

, x. (Cualquier cuadrática
con un término x diferente de cero fun­
cionará.)

MAllAB 4.5
1. En cada caso, se ingresa la matriz aumen­

tada A. Si rref(A) tiene una columna en la

izquierda sin pivote en ella, entonces los
vectores son dependientes, de lo contrario
son independientes.

1) Linealmente independientes.
2) Linealmente independientes.
3) Linealmente dependientes.
4) Linealmente dependientes.
5) Linealmente independientes.
6) Linealmente independientes.
7) Linealmente dependientes.
8) Linealmente independientes.
9) Linealmente independientes.

10) Linealmente independientes.
11) Linealmente independientes.
12) Linealmente independientes.
13) Linealmente dependientes.
14) Linealmente independientes.
15) Linealmente dependientes.
16) Linealmente dependientes.

3. Las columnas siempre serán dependientes
en una matriz que tiene más columnas
que renglones. Sugerencia: ¿qué puede
decir sobre la localización de los pivotes
en la forma escalonada reducida por ren­
glones de tal matriz?

5. a) Az es una combinación lineal de las
columnas de A.

h) Primero genere un vector aleatorio
z del lado derecho y después haga w

= Az, donde A es la matriz cuyas co­
lumnas son los vectores en el conjunto
dado.

e) {VI' ... , v
k

' w} es linealmente depen­
diente.

7. a) Las columnas sin pivote en la forma
escalonada reducida por renglones
corresponden a las columnas que se
crearon como combinaciones lineales
de otras columnas.

e) Las columnas de A son dependientes.
e) Alguna o algunas columnas de A son

combinaciones de columnas anteriores
deA.

f) Sugerencia: para el inciso c) reescriba
la combinación lineal con Oen un lado
de la ecuación. Para el inciso e) supon­
ga que alv l + ... + akvk + ... + allvlI
= O, donde a

k
=f. O. Entonces utilice

esto para despejar v
k

•



9. a) La forma escalonada reducida por ren­
glones, cuyas columnas son los vecto­
res en el conjunto dado, tiene un pivote
en cada columna pero tiene un renglón
de ceros.

b) La forma escalonada reducida por
renglones de la matriz, cuyas columnas
son los vectores en el conjunto dado,
no tiene renglones de ceros pero tiene
al menos una columna sin pivote.

e) No.

11. 17) Linealmente independiente.
18) Linealmente dependiente.
19) Linealmente independiente.
20) Linealmente independiente.
21) Linealmente independiente.

Problemas 4.6 á ¡na 339

1. No; no genera.

3. Sí. 5. Sí.

7. No; no genera.

9. Sí.

n. No todos los vectores son colineales.

13. No.

19. a) Suponga que (xl' YI' zl' w¡) y (x2, Y2' Z2'

w2) están en H. Entonces, a(x¡ + x) +
b(y, + Y2) + C(ZI + z) + d(w, + w2)

= aX
1

+ bY I + CZ, + dw, + aX2 + bY2

+ cZ2 + dW2 = Oya(a.x,) + b(ay¡) +
c(az¡) + d(aw) = a(ax, + by, + cz¡ +
dw

l
) = O.

Por tanto, H es un subespacio de [R4.

b) Dado que abcd "F O, a es diferente de
cero. Entonces,

Respuestas a los problemas impares 707

Problemas 17, 19 Y20: el conjunto es in­
dependiente. Problema 18: el conjunto es
dependiente y 3x + 5x2 = -l3( - x) +
5(x2 - 2x). Problema 22: el conjunto es
dependiente y x 3 + 18x - 9 = 8.7273(2x)

+ 3.1818(x3 -3) + .5455(1 + x -4x3) (los
coeficientes exactos son 96/11, 35/11 Y
6/11).

13. Sea A una matriz aleatoria del tamaño de­
seado. Encuentre A(:) y observe que crea
la representación vectorial de A como se
describió en MATLAB 4.4, problema 10.

Pruebe la independencia o dependencia
de los vectores. Sugerencia: las matrices
en M

IIII1
están representadas por vectores

con mn componentes.

[~]{(bY+eZ+~)j~

y [ -b / ; ] + Z [ -e /!]+ w [ - d / ~] .

Por tanto, una base para Hes

jr-b/m-e/m-d/m

XI x,

~1-
X

2 x
2

21. x
3

x
3

=x¡

x
4 x

4
o

X s 2x
I

- 3x
2
+ x

3
+ 4x

4
2)

O o o
I O O

x
2

o =x
3

1 = x
4

o
o o 1

-3 I 4

Por tanto, los vectores
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27. El espacio solución es el trivial.

25 fHJl

forman una base para H.

La solución es el subespacio trivial.

37. Si H = V, entonces K = {O}. Si H = {O},

entonces K = V. Suponga que H es un
subespacio propio. Sea {VI' vZ' ... , vJ
una base para H y sea dim V = n. En
virtud de! problema 32, existen vectores

{vk +1' vk +Z' •.. , v), tal que {VI' vZ' ... ,
v } es una base para V. Sea k = gen {v

" k +1'

vk +Z' ... , vn' Resulta evidente que H + K
= V. Suponga que v E H!l K. Entonces,

k n

v=~a.v= ~ Av,locualdacomore-L..J I I L..,,¡ tJ¡ I

j=1 i=k+\
k n

sultado ¿a¡v¡ - ¿ ~¡v¡ = O. Por tanto,
i=l i=k+l

cada a¡ = °y cada ~j = 0, y de aquí se des­
prende que H!l K = {O}. Es falso que K sea

único, por ejemplo si H = {a ( ~ )} = eje x

en [Rz, K puede ser cualquier línea que pase

por el O; con pendiente diferente de cero.

o O
O O
1 Y O

O 1

I 4

1 O

° I
O O

° O
2 -3

(1 -2 I 0)~ (1 OI O)
3 1 I O O I I O .

23.

genera a D
3

= 3.

33. En virtud del problema 4.5.55, son lineal­
mente independientes. En virtud del teo­
rema 5, constituyen una base para V

35. Suponga que existe v E K tal que v f!. H.
Sea {u l' uZ' ... , u) una base para H. En­
tonces, {u l ' uZ' ••• , un' v} es un conjunto
linealmente independiente contenido en
K. Esto implica que dim K ~ n + 1 > n =

dim H, lo cual es una contradicción. Por
lo tanto H = K.

39. Suponga que vI' Vz y v3son coplanares. Si
los vectores son paralelos, dim gen {vI' vZ'
v3} = 1. Si al menos dos de los vectores no
son paralelos, entonces, dim gen {v v v}

l' 2' 3

= 2. Por tanto, en cualquier caso, dim gen

{VI' vZ' v3} ::::; 2. Por otra parte, asuma que
dim gen {VI' vZ' v) ::::; 2. Si la dimensión es
1, sea {v} una base. Entonces v = av v =

I 'Z

~v y v3= yv. Sí la dimensión es 1, entonces
a, ~ o y sea cero. Podemos asumir que a t:-

O. Entonces, V z = I v y v = I v lo cuala I 3 a l'

demuestra que los vectores son paralelos.
Si la dimensión es 2, sea {u, v} una base.

Entonces, VI = alu + ~IV, v2= a 2u + ~zv y

v3 = a 3u + ~3V. Por tanto, VI . (vz x v3) =
VI . [aZa 3(u X u) + ~Za3(v X u) + aZ~3(u X

v) + ~2~3(V X v)] = al(aZ~3 + ~P3)[U . (u
X v)] + ~1(a2~3 - ~Z(3)[v . (u X v)] = O.

41. Si H = V, entonces H tiene una base. Su­
ponga que H es un subespacio propio de
V, entonces, como V tiene dimensión fini­
ta, se desprende que H es generado por un

número finito de vectores. Sea {VI' vZ' ... ,
v

k
} un subconjunto de H que genera a H.

Con e! método que se usó en el problema
34, podemos reducir este conjunto genera­
dor hasta que tengamos un conjunto que
genere a H y que sea linealmente indepen­
diente. Por tanto, H tiene una base.

n(n + 1)

2
(n - 2) + ... + 2 + I = ¿k

k~1

31. Sean A E Snn y B E Snn' Entonces, A +
B = Al + Bl = (A + BY. Por lo tanto, A
+ BE Snn' Además, aA = aAl = (aAY.
Así que aA E Snn' En virtud del teorema
4.3.1, S es un subespacio de M . Para i
-s, j, sea'b la matriz n X n con bn::, b = 1

1) IJ JI

YOen cualquier lado. Observe que ambas
Bij son simétricas y linealmente indepen­
dientes, y cada matriz simétrica se puede
escribir como una combinación lineal de
B. Por tanto, {B: 1 -s, i -s, J' -s, n} es una

1) IJ

base para S y gen S = n + (n - 1) +
1111 1111



MATLAB 4.6

Los vectores nunca forman una base para
(23, dado que para todos los valores de a,
los vectores son dependientes.

1. La base necesita generar todo (2n y ser

independiente. ¿Qué propiedades de la
forma escalonada reducida por renglones
de la matriz, cuyas columnas son los vec­
tores de ]a base, reflejan cada una de estas
propiedades de la base?

a ] ] +a

43. ] O

O a a

a ] a

] O ] =-a(a-a)=O.

O a O
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3. a) El nuevo conjunto no generará a
todo (2n.

b) El nuevo conjunto no será indepen­
diente.

e) Sugerencia: piense en las propiedades,

de tener o no un renglón de ceros en la
forma escalonada reducida por renglo­
nes y de tener o no un pivote en cada
columna.

5. b) A es invertible si y sólo si las columnas
de A forman una base.

e) Sugerencia: A es invertible si y sólo si
la forma escalonada reducida por ren­
glones de A es la identidad. ¿Cómo se
refleja esto en las propiedades de esta
forma para concluir que las columnas
de A forman una base para (2n?

1. P = 2, v = O

3. P = 2, v = ]

] -] 2

5. 3 ] 4 = 22 ;t O~ P = 3; v = 3 - 3 = O

-] O 4

7. P = 2, v = 1

9. P = 2, v = 2

11. P = 3, v = 1

-] 2 3

O ] O 1
13. = - 1;t O~ P= 4; v = 4 --- 4 = O

] O] O

O O O ]

15. P = 2, v = 2

17. P = 3, v = 1

::: :a:2~ac:::ango A ~{(:)t:J};
(

] -] 2

3 ] O

--J 1 O
lO]

I O) ---¿ (] - ] 2 I O)
I O O 4 -6 I O

11 2 I 0J; base para
-3/2 I O

23. Observequec
2

= -2c¡,yc
3

= -c¡,enton­

re, la base paca el mogo A ~rm
[ -~ -~ -~ : ~I---¿[-~ ~ ~ : ~I
-3 6 3 I oj O O O I oj

~x, ~2x, +x,; base pam N, ~¡[m:11

25. Observe que en virtud del problema 15,
dim CA = 2, Ylas primeras dos columnas
de A son linealmente independientes. La

base paca el mngo A II~JI~~]I

[
- ~ -~ ~ ~ ~]---¿

1 -2 5 4 O

2 -] ] -] O

[ ~ -~ -~ -~ ~]---¿
O O O O O

O O O O O
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-]~]~
-12

-1~]
-31

-34

-}

1) Sea H = imagen de A y sea {vI' v2' ••• ,

v
k

} una base para H. Como Bes in­
vertible, Na = {O}, lo que significa que

{Bv
l
' Bv2, ••• , BvJ es un conjunto li­

nealmente independiente en 1/" y, por
lo tanto, es una base para la imagen
BA. Entonces p(BA) = k = peA).

peA) = 3 *- 4 = peA, b) =>. No hay solu­
ción.

p(AI) = dimensión del espacio de las co­

lumnas de Al = dimensión del espacio de
los renglones de A = dimensión del espa­
cio de las columnas de A (por el teorema
4) = peA).

iz) Como Ces invertible, imagen C = 1)'.

Sea h E H; entonces existe x E 1)' tal
que Ax = h. Como imagen C = 1)',

existe y E 1)' tal que Cy = x. Entonces
ACy = h. Así, H e imagen AC. Si v
E imagen AC, existe u en 1)' tal que
ACu = v. Pero entonces v = A(Cu) de

41.

43.

37.

39. Dado que A es una matriz cuadrada trian­
gular superior con ceros en la diagonal, el
renglón inferior está compuesto sólo por
ceros, así que hay menos de n pivotes en la
diagonal en forma escalonada. Por tanto,

peA) < n.

I O]
I O

~

I O
I O

Continuando con la reducción en la solu-

[
~ ~ =~ =~ ::] 31. {(I'O'O,~l(O,I,-I,%l(O'O'O,I)}
OO O O I O 33. No

OO O O I O 35. peA) = peA, b) por lo que se tiene solu-

ción única.

-2 1 1

O 2-2

4 -1 -1

O 3-1

Observe que las primeras tres columnas de [ 1 -2 1 1
A son ];nealmcnte independientes. La ba", ~ 6 -] - 5

pacae1cango A ~ r~]ü]H ~; -t -~
O 1-7

O 1-7

27.

29.

l.
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Dimensión = 2

Dimensión = O

Dimensión = 2

Dimensión = 1

-.0311

-.1216

-.4270

.0905

-.3365

.0431

.0904

.3574 ; peA) = 4; veA) = 1

-.4730

.3101

-0.207

-.1811

-.5847

.1604

-.4243

Pmblema " ¡[m~ )

Pmhlema la j[~]I

Pmblema 7j[=m=~])

Pmhlema 8¡[=~])

1. a) A continuación se dan las bases para
los espacios nulos y sus respectivas di­
mensiones.

.0284

-0.5110

55. Imagen A = gen - .0965

.0795

-.0110

MATLAB 4.7

53. Imagen A = gen 1[~:~],[-:~]l;
257 -148 f

peA) = 2; veA) = 3

49. 1) Si existe una x *' Otal que Ax = O, en­
tonces A(ax) = aAx = Opara todo a
E V de manera que veA) = dim NA 2':

1 YpeA) = n - veA) :::; n - I < n.

íz) Si peA) < n, entonces veA) = n - peA)
> Ode manera que existe una x *' Otal
que Ax = O.

51. Suponga que B, la forma escalonada por
renglones de A, tiene k pivotes en sus pri­
meros k renglones. Como no hay otros
pivotes, todos los elementos abajo de los
primeros k renglones son cero. Sean a l •

I1I
,'

a
2

, •.• , a
k

,los pivotes; sean fl' f J , ••• , f k

lo'~"í)[imer~'~' k renglones de B y s~ponga
que Clf

l
+ cl2 + ... + c/k = O. Por defi­

nición de pivote, la componente mi en el
vector O = Clf l + ... + Ckfk es c la l .

I1I
,' De­

bido que al, 111, *' O, se concluye que c l =

O. La componente m 7 del vector es c¡a¡

+ CP2.11I, para algún ~alor p > l. Com~
c

l
= Oy' a

2
*' O, se concluye que c2 = O.

,111)

Continuando de esta manera, se ve que
c

j
= Opara j = 1, 2, ... , k por lo que los

primeros k renglones de B son linealmen­
te independientes. Como todos los demás
renglones en la forma escalonada por
renglones de A son cero, se concluye que

peA) = k.

Ahora suponga que peA) = k. Sea B
igual a la forma escalonada por renglones
de A. Igual que antes, los primeros k renglo­
nes de B son linealmente independientes y
todos los elementos abajo de los primeros
k renglones son cero. El primer elemento
diferente de cero en cada uno de los prime­
ros k renglones de B es un pivote, ya que si
no se habría hecho cero en la reducción por
renglones de A a su forma escalonada por
renglones. Así, B tiene k pivotes.

manera que v E imagen A = H. Por lo
tanto, imagen AC e H de manera que
imagen AC = Hy peA) = p(AC).

45. Como peA) = 5, los cinco renglones de A
son linealmente independientes. Entonces
los cinco renglones de (A, b) son lineal­
mente independientes y peA, b) = 5.

47. Por el problema 35, peA) = p(AD) =

p(C(AD)) = p(B).
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Pmblema12 ¡l~j{-~j{-~j)
Dimensión = 3

Pmblema 13¡l- ~; j)
Dimensión = 1

-2 -]

-3 -]

Problema vii): ] O

O -1

O 1

Dimensión = 2

e) Al encontrar los vectores para la base,
el proceso involucra escribir la solu­

ción como una combinación lineal de
los vectores, y los coeficientes de la
combinación lineal son las variables
arbitrarias.

á) La dimensión es igual al número de va­
riables arbitrarias.

3. a) it) Esta base para el espacio nulo tiene
el mismo número de vectores que
la base encontrada a partir de la
forma escalonada reducida por ren­
glones.

iit) Por ejemplo, rref([B NI) resolverá

el o los sistemas cuya matriz de co­
eficientes es B, donde las columnas
de N son los lados derechos. Para
la primera matriz en el problema 2
deMATLAB,

-2 -]

-3 -1

B= ] O

O -]

O ]

Para la segunda matriz en el pro­
blema 2 de MATLAB, sea R =

rref(A). Entonces B = [[ - R(:,4);
1; 01l-R(:,5);O;111.

b) Sea R = rref(A) y B = [[2;I;O;O;OJ[-R

(1,5);O;-R(2,5);-R(3,5);111. Debe ob­
servar que todos los elementos en A*N
están más cerca de cero, los valores ver­
daderos.

5. a) Demuestre que Ax = b.
b) Utilice N = null(A).

e) Primero genere un vector aleatorio z
de 2 X 1 (ya que la base contendrá dos
vectores). Después haga w = Nz y de­
muestre que A(x + w) = b.

7. a) Los renglones diferentes de cero de
rref(A') proporcionan una base para
el espacio de los renglones de Al, así,

sus transpuestas dan una base para el
espacio de las columnas de A.

h) La matriz deseada será la transpuesta
de los renglones diferentes de cero de la
forma escalonada reducida por renglo­
nes de Al. Para verificar las combina­

ciones lineales, utilice la matriz descri­
ta como la matriz de coeficientes y use
A para los lados derechos. En seguida
se muestran las matrices cuyas colum­
nas forman una base para imagen A.

Pmblema 7[~ :1

Pmblema11 [ ~ _i:
Pmblema 12 h]
Pmblema 13[~ ~ ~]



9. a) Consulte la sección 4.4.

h) Para i), la base consiste en las colum­
nas 1 y 3 de A. Para ii) la base consiste
en todas las columnas de A. Para iii),

la base consiste en las columnas 1,2 Y
4 de A. Asegúrese de usar las colum­

nas de A no de la forma escalonada
reducida por renglones de A.

e) Para el problema 7, una base consiste
en las columnas 1 y 2 de A. Para el pro­
blema 11, una base está formada por

las columnas I y 2 de A. En el proble­

ma 12, una base consiste en la primera
columna de A. En el problema 13, una
base está formada por las columnas 1,

2 Y 3 de A.

11. Sea O la matriz cuyas columnas forman

una base obtenida al usar orth y sea B la

matriz cuyas columnas forman una base

a partir del problema 7 de MATLAB.
Estas matrices tendrán el mismo número
de columnas (es decir, cada base contie-

Respuestas a los problemas impares 713

ne el mismo número de vectores). Para
verificar las combinaciones lineales, vea
rref([O BI) y rref([B 01).

13. e) El rango es igual al número de pivotes.
1) A es invertible si y sólo si rango(A) = n

= tamaño de A.
g) Para la matriz de 5 X 5, genere una

matriz aleatoria de 5 X 5 y verifique
que sea invertible. Si lo es, cambie tres
columnas para que sean combinacio­
nes lineales de las otras dos.

15. Para que exista una solución, la matriz

aumentada tendrá el mismo rango que A.

Sugerencia: piense en la localización de
los pivotes en la forma escalonada redu­
cida por renglones de la matriz aumenta­
da y en la forma escalonada reducida por

renglones de A.

17. ~) El rango de AB es igual a k.
h) al d) La conclusión final debe ser

que rango (AB) ::s mín(rango(A),
rango(B».

x: y e) + x ; y ( _:) =(:) ( 1-1 0) ( 11-1]1.
11. C = o 1 1 ;el =~ -1 I -1;

-1 o 1 1 I 1

3. 2x - 3Y ( - 2) + - 3x + 2y ( - 3) =( x ) n(x+
y
-,]5 -3 5 -2 Y c-I y =~ -x + y - z

z x+y+z

5. (-1 -1) _) 1 (-2 -1)c= ;c =- ;

6x -1~+IOz [:]+ 2x+';; -7Z[-:]
-2 2 4 -2 I

( - 2 - 1)(x ) =((- 2x - y) / 4) 13.
- 2 1 Y (- 2x + y) / 4

dx - by ( a ) + -ex + ay ( b ) =( x ) +7X+l:;-9zH){]7.
ad - be e ad - be d y

x~z[_+ -x+~y-zm+ ao + a1x + a2x 2
15.

9.
=(ao + a) + a2 )1

+a
l
(x-l)+a

2
(x 2 -1)

X:Z(}(~] 17. (a - a + a
2
)(1) + (a) - 3a

2
)(x + 1)

o 2 2

+ a2 (x + l)(x + 2) = ao + a1x + a2x
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19. c
I

( 1 ~) + c2 (~ O) + c] ( O ~)-1 ] -(

+ C4(~ -~)=(~ -~J
Entonces, cI =-10/7, c

2
= 12/7, c

l
= 18/7,

c
4

= 15/14.

C~[~
] 1

-:]-1 -2
21.

O 1 3 '

O O -(

c'~[~
1 ] -;]-( -2

O 1 3 '

O O -1

e' ~[-}[-~]
Entonces,4x2 - x + 5 = 8(1) - 7(1 - x)

+ 4(1 - X)2.

23. (_~)=all(-~)+a21(-~}

G)=aI2 ( -~)+a22(-~). Entonces,

a
ll

= 11, a
21

= -8, a
l2

= -23, a
22

= 13.

(
11 -23)( 4) ( 67)

(X)B1 = -8 13 -] = -45

25. 2(I-x)+3x+3(xL x-l)=3xL 2x-1.

[

3 1 0J [ 1 - 1 lJ
C = -2 1 1; el =i 2 3 -3 ;

O O 1 O O 5

[-1] [ 4/5]
C-

I
-~ = -17 / ~ .Entonces,

3x2 - 2x - 1 = 4(3 - 2x)/5 - 17(1 + x)/5
+ 3(x + x2

)

27. Linealmente independiente.

29. Linealmente dependiente.

31. Sólo se necesitan tres elementos cuales­
quiera y se tiene una base.

33. Linealmente dependiente.

35. Linealmente independiente.

37. p~j)(O) = O implica que el coeficiente del
término xi es cero para cada polinomio.
Entonces, el renglón) + 1 de la matriz A
será un renglón de ceros. Así que A no es
invertible, lo cual implica que los polino­
mios son linealmente dependientes.

39. (x', y') = (1, O) corresponde a (x, y) =

(cos e, sen e)
(x', y') = (O, 1) corresponde a (x, y) =

(-sen e, cos e)

41. (13/ 2 . 112)(-4) = [(-4/13 + 3)/2]
-112 13/2 3 -2 - 313/2

43. (_~~~ ~~~)(:) = ( --2~;;~;~)
45. Esto se deriva del teorema 2.

MATLAB 4.8
1. a) 1) W = 1.5v, + .5v2

ü) W = .5v, + 3.5V2

3. a) Para encontrar las coordenadas de un
vector W respecto a la base {VI' ... , v4},

resuelva el sistema de ecuaciones para
escribir W como una combinación li­
neal de los vectores de la base; esto es,
resuelva el sistema

h) C=[-~; -~~ -~ ~~]
21 -11 1-5

-4 2 O 1

e) l) (w)B=(-105 22 26 -4)'.
iü) Sugerencia: (W)B = Cw = combi­

nación lineal de las columnas de
C, donde los coeficientes en la
combinación lineal son los ele­
mentos de w.



5. e) D = [=: =~~ ~:J
1 2-2

ti) (X)B = solución a [VI v2 v3 1 x] =
(-6 2 -lY. (x)c = solución
a [w¡ w2 w31 x] = (-3 -4 O)'.

e) D = W-Iv.

[

-27 -165 25 -81]

f) D = 7 40 -4 21.
6 37 -6 17

-1 -6 1 -2

7. a) Sea B la matriz cuyas columnas son
los vectores de la base en el conjunto
B y similarmente para C. Por ejemplo,
la matriz de transición T de B a e será
igual a e-lB (explique esto).

[-7
-12

19J
T= -~ -11 18 ,

2 -2

S~[~
O

-IJ-1 -9 ,

6 80

Respuestas a los problemas impares 715

K = [=30~ =~ ~J
68 -14

b) K= ST

9. a) Utilice trigonometría básica.
e) 1) Tanto B como e tendrán la forma

(
cos (e) -sen (e»)
sen (e) cos (e)

para alguna e. Se tiene que

T = ( .2588 .9659)
- .9659 .2588 Y

S = (.2588 -.9659)
.9659 .2588

it) Las coorde nadas con orientación
21t
- son (3.0272 .2935)' Y las coor-
3

denadas estándar son (-1.7678
2.4749)'. Por ejemplo, para encon­
trar las coordenadas estándar a
partir de las coordenadas respecto
a B, encuentre Bx, donde x contie­
ne las coordenadas respecto a B.

iit) Las coordenadas con orientación
1t
- son (1.8699 1.5695)' Y las co-

~rdenadas estándar son (.2124

2.4321)t.

3. [~]

(
-b(Od - be) / (0

2 + b
2») I '1 = od - be

2 ?' V2 -J 2 b'o(od - be) / (o + b-) o + -

" = (-b/J0

2

+b2

J.
Y 2 b/J 0

2 + b2

7. El ronjunto dmtoresrnnJ)
forma una base para 1t. Por tanto, "1 =

[-2/~], v~ = [2/ ~J)- ~ [-2/~], =

l/¡S O 3[5 1/[5

[

2/15J [2¡S/35]
1 y"2 = 3¡S/7 .

4/15 4¡S/35
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17. {(-7/[66, -1/[66, 4/[66)}

19. Q'~[: t -}eQ~I~QQ'

-8/J 465

12/J 465

-4/J 465

15/J465

4/J 465

O

O
8

O - ¡s
1

4

6/j70

5/f70

O

O

-3/f70

-8/15

4/5

-4/15 ,y entonces u
4

=

1

4/15

12+-
f70

6/f70 O 1/¡S

5/f70 O O
2

u = O ,v; = 1 -¡s O +
2

O O O

-3/f70 1 2/¡S

6/f70 -1/7

5/f70 3/14
3

O I
J70

O O

-3/j70 1/14

-2/filO

3/filO

YU3 = 14/filO .Paraencontraru
4

, calcu-

O

1/filO

lamos v¡ = v
4

- (v
4

• u
1
) u

1
- (v

4
' u

2
) u

2
-

1/¡S

O

O

O

O

2/¡S

-2/j2lO

3/j2lO

- ~ 14/j2lO
" 210 O

l/j2lO

[

-aeJ (a
2 + b

2
)(a

2 + b
2 + e

2
):

u = -bc/J (a 2 + b2 )(a2 + b2 + e2
)

2 (a 2 + b2 )/J (a 2 + b2 )(a2 + b2 + e2
)

9. {(2/fi9, 3/129, 4/129)}

5
3

135-¡¡o

J%11. O

1
3¡¡o

135

1 O O O

O 1 O O

15. Los vectores O O 1 Y O forman

O O O 1

2 -3 1 4

1/¡S

O

una base para H. Entonces u
1

= O ,

O

2/¡S

O 1/¡S 6/¡S

1 O 1

Vi = O
6

O O+-2 ¡s
O O O

-3 2/¡S -3/¡S



1 (1 - f8 -1- f8J21. PQ=-x
3fi 1+f8 1-f8

1 (1 - f8 1+f8J(PQ)t= -x
3fi -1 - f8 1- f8

1(18 0)(PQ)(PQ)t = - = 118 ° 18
23. 1 = Q-'Q = Q'Q. Pero det (Q'Q) = det Q'

det Q = det Qdet Q = (det Q?
Como 1 = det 1 = det Q'Q = (det Q?
se tiene det Q = ± 1

25. Si Vi = 0, entonces OV¡ + OV2 + ... + OVH

+ Vi + OVi+¡ + ... + OVil = 0, lo que impli­
ca que los vectores Vi son linealmente de­

pendientes. Así, Vi "*°para i = 1,2, ... ,n.

29. a) Podemos asumir que a "* O. Con base

es una base ortonormal para H. Así que

proyHv = O+ °= O.

b) Después de resolver el sistema u
I

. x
= O, u2 • X = O, hallamos que {(a, b,
e)} es una base para HJ. y por lo tanto,

{(a/~ a2 + b2 + e2
, b/~ a2 + b2 + e2

,

c/~ a2 + b2 + e2
)}

es una base ortonormal.

e) V = °+ v.

Respuestas a los problemas impares 717

1 1
- ..133

31. a)
1

b)
1

- -

..13'3
2 1-

..133

1 4
-- -3 3

e) 1 4
y= - + --3 3

2 4
- -3 3

he H pE H.1

33. ~) El oonjunto de v~to<es¡[!m]1
forma una base para H, y por ende

[
0] [lIJIT]~ ,1I~ es una base ortonor-

O 3/JIT
mal. De manera que proyH

[~] [:~::] [:~: :]
v= ~ + 12/1~ = 12/1~'

b) Al resolver el sistema u
i

' x = Oda como

'~ulmdo¡[~l}[~~]1paca una b=

d H A · [-:~~] [=~~]e . SI que ,
O O

O 2/f22

es una base ortonormal para H.

[

4/11] [-3/2] [3/22]4/11 3/2 3/22
e) + +

3 O °
12/11 ° -1111
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[

4/11] [-15/11]4/11 18/11
= + .

3 O
12/11 -1/11

35. Use la inducción en n. Si n = 1, entonces

Iullz = 1. Suponga que IU I + Uz + +
u

n
_ 1 lz = n - 1. Entonces Iu] + Uz+ +

uJ = (ul + Uz+ ... + un> . (ul + Uz+ .
+ un> = u" . (ul + Uz+ ... + un> + (u, +

Uz + ... + U"_I) . (u l + Uz + ... + u) =

2u" . (u l + Uz + ... + Un-J) + u" . u" + (UI
+ Uz + ... + U

II
_ I) . (U1 + Uz + ... + U"_I)

= O+ 1 + n - 1 = n. Por inducción, esto
demuestra el resultado.

37. Suponga que {(:). (:)}, es una base

ortonormal para I2z. Entonces, aZ + bZ

= CZ + d2 = 1 Y ac + bd = O. Podemos
asumir que a::j:. O. Así que e = -bd/a. Al
sustituir esto en C

Z + d Z = 1 Y resolver
para d, se obtiene d = ±a. Por lo tanto,

(:)=(_~)o(:)=( -~}
39. Iu + vlz = Iulz+ 2(u . v) + Ivlz::s Iulz+ 21ullvl

+ Ivlz = (lul + Ivl)z. Al obtener las raíces
cuadradas, se tiene Iu + vi ::s lul + Ivl.

MATLAB 4.9
1. El programa para el inciso b) es:

zl =wlInorm(wl),
t2 = w2 - (w2'*zl)*zl;

z2 =t2/norm(2),

t3 =w3 - (w3'*z1)*z1
- (w3'*z2)*z2;

z3 = t3/norm(t3)
Verifique la ortogonalidad encontrando

Zl . zZ' z, . Z3 Y Zz • Z3' Verifique las com­
binaciones lineales encontrando la forma

escalonada reducida por renglones de la

matriz [ZI Zz Z3 1 wl W z w3J.

3. a) al e)
PI = (1 2)' YPz = (-42)'. Recuerde que
una proyección sobre un vector baja

una perpendicular a la recta determi­

nada por el vector de manera que, en

la gráfica de la combinación lineal, el
paralelogramo dibujado será un rec­
tángulo.

d) PI = (1.63.2)' y Pz = (2.4 -1.2)'.
f) La proyección sobre Vzes la proyección

sobre H"-.

41. En virtud del teorema 4, tenemos

v = (v . UI)UI + (v . uz)uz + ... + (v . u)u
n

'

Por tanto, Ivlz = v . v = [(v' u,)ul + ... +
(v . u)uj . [(v' u)ul + ... + (v . u)uj =

(v . uY(u
l

. u) + (v . uz)2(uz . "z) + ... +
(v . uy (Un' u), ya que u

i
• u

j
= O, i::j:. j

= Iv' ullz+ Iv' ul + ... + (v· uy, ya que
U· u = l., ,

b) Porque la dimensión de H"- es l y n es
perpendicular a H.

e) Compare

P =(zl'*w)*zl + (z2' *w)*z2
con
q = w - (n'*w)*n.

ti)

p

W 1", ,
,1 ,

, , , ,
,

~~_-::~
I

I

I

I

I ,

h n '

, , , , , ,
,

43. Sea v E H
I

• En virtud del teorema 7, exis­
te h E Hz y P E Hz"- tales que v = h + p.
Como H

I
"- = Hz"-, entonces para toda k E

H¡ tenemos v . k = O. En particular, v . P
= O = h . P + P . P = P . P y por lo tanto

P = O. Así que v E Hz, lo cual demuestra

queH] = Hz.

45. Como u ..1 v, entonces u . v = O. Por lo

tanto, lu + vlz = (u + v) . (u + v) = lulz +
2(u' v) + Ivlz = lulz+ Ivlz.
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11. Sugerencia: demuestre que (AB)'(AB) = 1
usando las propiedades de A, B Yla trans­
puesta.

13. a) det (Q) = ± 1.
b) Sugerencia: encuentre el determinante

de ambos lados de QQI = 1.
e) Idet (Q)I = 1.

15. b) La base canónica es ortonormal y la
rotación preserva la longitud y los án­
gulos.

e) Los productos de matrices ortogonales

son ortogonales.

ti) [VI v2 v3 ] no es una matriz ortogonal.

[

.9186 -.2500 .30621
e) A = YRP = -.1768 .4330 .8839

- .3536 - .8660 .3536

La matriz B siguiente contiene los nue­
ve ángulos. La primera columna de B
contiene los ángulos entre el eje x es­
tándar y los ejes x, y y z del satélite,
respectivamente. De manera similar, la
segunda columna contiene los ángulos

entre el eje estándar y y las coordena­
das del satélite, y la tercera columna
contiene los ángulos entre el eje están­
dar z y las coordenadas del satélite:

7. a) Primero calcule
q =ul'*w*ul + u2'*w*u2

+ u3'*w*u3 + u4'*w*u4
y compare con p = B*B'*w.

b) Seleccione x, un vector de 4 X 1. Ob­
servará que Iw - pi es más pequeño

que Iw - hl ya que p es el vector en H
que está más cerca de w.

e) p = BHw = DD'W .

ti) Sugerencia: consulte el inciso a). Pien­
se que w . u

i
es u; * w y observe que

ese renglón i de B' es u;. Recuerde que
una combinación lineal de vectores se
puede interpretar como una multipli­
cación por la matriz cuyas columnas
son los vectores.

9. a) Sugerencia: interprete v . u
i
como u; *

v y utilice el hecho de que el renglón i

de B' es u;.
b) Utilice los hechos de que u

i
y w tienen

normas iguales a l.

e) 1) Cada ángulo es de 45°. Asegúrese
de encontrar w introduciendo el

vector dado y después dividiendo
por su norma.

il) El ángulo con VI es de 135° y el án­
gulo con v

2
es de 45°.

ti) Todos los ángulos son los mismos e
iguales a 54.74°.

Pl'Oblemas 4.10 á ¡na 419

[

23.28°

B = 104.48°

72.17°

100.18° 110.70°1
64.34° 150.00°

27.88° 69.30°

408 57
1. Y = - - -x "" 3.24 - 0.45x

126 126

162 10
3. Y = - - - X"" 1.93 - 0.12x

84 84

13536 10800 1584 2

5. Y = 5 184 + 5 184 x + 5 184 x

"" 2.61 + 2.08x + 0.31x2

Ésta es la ecuación de la parábola que

pasa por los tres puntos.

7. El argumento aquí es casi paralelo a los ar­
gumentos dados para las aproximaciones
lineales y cuadráticas.

9. Ésta es una generalización del problema 7.

11. y"" 108.71 + 4.906x - 0.00973x2

13. Escogemos la función a realizar

tAO KY2 HEK IlH 'K'
{HO"E CASOIR}
F 1.S:i.l'tille-l,Ia(..

f L{tiw:,híie~..
f ~. S""".r~ 01.to.. Una vez en la
~: U~~~~hi.~:~~:·i..
2'
l'____1!I:IlIS]1I!IlII

pantalla de interfase con la calculadora

introducimos

Ert1;,zr ~1;oJ1;:i.$1;i(lJ ~ ojl]1;(J

1mI1lIlI!liIl_1nH1!I:IlIS]1I!IlII

los datos a los que se hará el ajuste,
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En't.zr ,:1;Gt:i.:rt:i.CQ ~ doJ1:G
mBrmlI!I!iI_DmlI!lOOElII

nen los datos se presiona "OK" y se ob­

tiene el mejor modelo lineal junto con in­

formación relevante sobre la calidad del

y < -217.42127707 - 3.39135881734x +
0.0135739160172x2

Fn DATA
tDAT' ••• ._••
X-Col' 1 V-Col' 2
K040l' Linear Fi t

Ya que se tie- los parámetros

[
217.42127707 ]

-3.39135881734
1.35739160172E-2__lmIm:Ilmm:l1ImiI

RAD XVZ KEX 1\- 'K'
{HOKE (ASDIR}
:;
7'
6'

ajuste ~:
3' 116.717661141+-. 879:~
2' Corre 1at ion: (-. 8793S~
l' Covariance: (-1126. 4)
ImIm:Ilmm:lIImiI~Dm1

El mejor modelo lineal es el siguiente
RAD XVZ HEX 1\_ 'x' ALG PRG
{HOKE CASDIR}

19. Construimos la matriz de Vandermonde

con los datos de las abscisas
RAD xvz HEX 1\- 'x'
{HDHE CASDIR>

1. 51 t. 261121.1
1. 846. 715716. escribimos la1. 599. 358801. ,
1. 806. 649636.
1. 1508. 2274064.
1. 2409. 5803281.__lmIm:Ilmm:l1ImiI

matriz de datos de las ordenadas
RAD XVZ HEX I\N 'x'
{HDHE CASDIR>
L· ...l' .".]429.

1722. . Encontramos
2415.
3295.
5002.__lmIm:Ilmm:l1ImiI

RAD xvz HEX 1\- 'x'
{HDKE CASDIR>
6'
s'
~,

los parámetros 3'
2'
l' [ -53.8851803867 ]

2.01798202762
4. 05643704608E-5__lmIm:Ilmm:l1ImiI

y <: -53.8851803867 + 2.0l798202762x

+ 0.0000405643704608x2

MAllAB 4.10

mode-

RAD XVZ HEX 1\- 'x'
{HDKE CASDIR}
3·
8'
7'
6'
S' , el mejor~,

3' -111. 930576071 +2. 13:~
2' Correlat ion: •912181:~
l' Covariance: 1063909. ~

ImIm:Ilmm:lIImiI~Dm1

RAD XVZ HEX 1\- 'x' ALG PRG
{HDKE CASDIR}

lo lineal es

~-111. 930S76071+2 .1H26S27066xX'
lmD!ilIm:lCnllm:lIlnm!1DlI!iI:l

15. Repitiendo el procedimiento del ejercicio

13 con los datos del ejercicio 15 se obtiene

17. Construimos la matriz de Vandermonde

con los datos de las abscisas
RAD XVZ HEX I\N 'X'
{HDKE CASDIR}

f; 1. 57. 3249.
1. 43. 1849.
1. 71. 5041. Escribimos la
1. 83. 6889.
1. 108. 11664.
1. 141. 19881.

_lmIm:Ilmm:llImiI~

matriz de datos de las ordenadas
RAD xvz HEX 1\- 'x'
{HDKE CASDIR>

1. b) u = (2.9535 -1.1813)'; por lo tanto,
la recta es y = 2.9535 - 1.1813x.

e) Utilice el comando norm de MATLAB.

Iy - Aul = 4.066 YIy - Awl = 2.9712.
La suma de los cuadrados de las dife­
rencias en las coordenadas y entre la
recta de mínimos cuadrados y los pun­
tos es menor que si se usa cualquier
otra recta.

84.
91.
36.
24.
15.
8.__lmIm:Ilmm:l1ImiI

y encontramos
ti) Recuerde que proyH y = BB/y.
e) y = - .4722.

3. g'" - 30.6364, va '" 60.9470 Yla altura so­
bre el suelo es '" 10.8977.



5. a) El ajuste de recta es y = - .1942 +
1.1921x con la norma del error de
mínimos cuadrados igual a .4419. El
ajuste cuadrático es y = - .0423 ­
.7078x -5.775Ix2, con la norma del
error de mínimos cuadrados igual a
.1171. El ajuste cuadrático es un poco
mejor: la norma es más pequeña y los
puntos * parecen más cercanos al ajus­
te cuadrático.

b) El ajuste de recta es y = 35.9357

-83.4269x, con la norma del error de
mínimos cuadrados igual a 25.3326.
El ajuste cuadrático es y = 41.5798 ­
5I.2577x 59.5481x2 con la norma del
error de mínimos cuadrados igual a
15.2469. En apariencia el ajuste cuadrá­
tico es mejor: la norma es más pequeña

y los puntos * se ven mucho más cerca­
nos al ajuste. Sin embargo, observe que
un punto se puede considerar disperso.

lemas 4.11 á ¡na 439

1. 1) (A, A) = a~1 + ai2 + ... + a~" 2: O.

il) (A, A) = Oimplica que a~ = Opara i =

1,2, ... , n de manera que A = O. Si A

= O, entonces (A, A) = O.

iil) (A, B + C) = a,,(b¡1 + ell ) + +
a"/b",, + c,,) = a11b¡¡ + a¡lcII + +
a""bllll + a""c"n = (al,b ll + ... + an"b,,)
+ (allc" + ... + a""c,m) = (A, B) +
(A, C).

iv) Similarmente (A + B, C) = (A, C) +
(B, C).

v) (A, B) = (B, A) = (B, A), ya que to­
dos los elementos son reales y ai,h¡¡ =

b.a ...
/1 11

VI) (aA, B) = (aa¡¡)b l ¡ + ... + (aa")b",,
= a[al,b,¡ + ... + al/I/b",,] = a(A, B).

vil) (A, aB) = (aB, A) = (aB, A)

a(B, A) = a(A, B) = a(A, B)

3. Sea E¡ la matriz de n X n con un 1 en la
posición i, i YOen otra parte. Es sencillo
ver que {El' E2, ••• , E) es una base orto­
normal para D".
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7. El ajuste de recta es y = 40.8537 + .0066x
y el ajuste cuadrático es y = -78 + .32x
- .0002x2. El ajuste cuadrático parece
mejor, y con esto se puede concluir que el
producto será más fuerte si la temperatu­
ra es de 8000.

9. La recta de mínimos cuadrados es

y = -0.34184x + 0.16454

Con x la fracción molecular de Ca y )' el
coeficiente de distribución Fe-Mg

0.18 "'--x-'--'---'-~--~--

;0 16f-----<d--~~-

.t

.§ o 14 f---t--+--'~:---+-
"G ,
..E )( I j

fol~tb=-~~ ~ -:x-
u . I I ,

0.08 I -1.

o 0.05 0.1 0.15 0.2
Fracción molecular de Ca

5. {(~'~ )'(~' ~))
7. {fi,jIX,jI(3X 2 -1)}
9. Primero observe que si A = (a), y Bl =

(b), entonces
JI

n

(ABI>u = L,GikGjk
k=1

de manera que

tr(ABI
) = i,i,aijbij

i=1 j~1

1) (A, A) = tr(AAI)

= ~[~G~ )2:0
il) (A, A) = O implica que a~ = O para

todo i y j con lo que A = O. Inversa­
mente, si A = O, entonces Al = O Y
AAI = Opor lo que tr(AAI) = O.

iil) (A, B + C) = tr[A(B + C)l] + tr[A(B:
+ C')] = tr(ABI + AC') = tr(ABI) ­
tr(ACI) = (A, B) + (A, C).
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iv) De manera similar, (A + B, C)

(A, C) + (B, C).

n n

v) (A, B) = ~~ a.b.. = tr(BAt) + (B, A).L..J L..J lJ U
i=\ j=l

vI) (aA, B) = tr(aABt) = a tr(ASt) =

a(A, B).

vil) (A, aB) = (aB, A) = a(B, A) = a(A, B).

11. (~ ~J, (~ ~J, (~ ~J, (~ ~J
13. a) 1) (p, p) = p(a)2 + p(b}2 + p(c}2 ;:::: O.

il) (p, p) = Oimplica que pea) = p(b)
= p(c) = O. Pero una cuadrática
puede tener a lo más dos raíces.
Entonces p(x) = Opara toda x. In­

versamente, si p == O, entonces pea)

= p(b) = p(c) = O, de manera que

(P,p) = O.

iil) (p, q + r) = p(a)(q(a) + r(a»
+ p(b)(q(b) + r(b»
+ p(c)(q(c) + r(c»

= [p(a)q(a) + p(b)q(b)
+ p(c)(q(c)]
+ [p(a)r(a) + p(b)r(b)
+ p(c)r(c)]

= (p, q) + (p, r).

iv) De manera similar, (p + q, r) =

(p, r) + (q, r).

v) (p, q) = p(a)q(a) + p(b)q(b)
+ p(c)(q(c)

= q(a)p(a) + q(b)p(b)
+ q(c)p(c)

= (q,p).

VI) (ap, q) = [ap(a)]q(a)
+ [ap(b)]q(b)
+ [ap(c)]q(c)

= a[p(a)q(a)
+ p(b)q(b)
+ p(c)q(c)]

= a(p, q).

vil) (p, aq) = (ap, q) = a (q, p) =

a(p, q)

b) No, ya que ü) se viola. Por ejemplo, sea
a = 1, b = -1 Yp(x) = (x - 1)(x + 1)

= x2 - 1 * O. Entonces pea) = p(b) =

Ode manera que (p, p) = Oaun cuando
p of= O. De hecho, para cualquier polino­

mio q, se tiene que (p, q) = O.

15. f31

= (u, u) _ (u, u) (v, u)

I U 1
2

1u 11 vii u 11 v 1

+ (v, v)

1 V 1

2

= L!!i _l(U' v) + (~)]
1 u 1

2
I u 11 v 1

1 V 1

2

+-
1 v 1

2

Ahora si z = a + bi, entonces z + Z = (a +
bi) + (a - bi) = 2a = 2 Re z(y z - z = 2bi
= 2ilmz). Asi, (u, v) + (u, v) = 2 Re (u, v), y

2 Re(u, v) Re(u, v) I
se tl'ene 2 - >0 sea <:

1u11 vi ' 1ull vi .

Sea Aun número real. Entonces O:::; ((AU +
(u, v)v), (AU + (u, v)v» = A21ul2 + I(u, vWlvl2

+ A(u,-f)(U, v) + A(U, v)(v, u) = (ya que A
es real) A21ul2 + 2AI(u, v)12 + I(u, vWlvl2

• La
última línea es una ecuación cuadrática en
A. Si se tiene aA2 + bA + c ;:::: O, entonces

la ecuación aA2 + bA + c = Opuede tener
a lo más una raíz real y, por lo tanto, b2 ­

4ac:::; O. Así, 4(I(u, vW}2 - 4IuI21(u, v)121v12
:::;

Oo I(u, v)12
:::; lul 21vl2 Y I(u, v)1 :::; lullvl·

19. H'c = gen {(-15x2 + 16x - 3),

(20x3 - 30x2+ 12x - l)}

21. 1 + 2x + 3x2 _ x3 30x
2
+ 52x + 19

20

(-20x3+ 30x2 -12x + 1)
+-"------------'-

20

23. ~ + f3(~ --;-Jf3(2X -1)
1t 1t 1t

+J5(~+ 24 - 96J
1t 1t

2
1t

3

X J5(6x2 - 6x + 1)

"" -0.8346x2 - 0.2091x

+ 1.0194



25. A*=[ h h]
1 i 1 i---- -+-
2 2 2 2

Verifique que A*A = 1.

27. Se verifican las siete condiciones en la pá­
gina 432.

l) (f, j) = fb j f = fb 1..2 + ¡;2 :::?: O
a (1

ya que ¡;z :::?: OY¡;2 :::?: O

il) Se deduce del inciso i)

iil) (f,g+h)= fj(g+h)

= J:jg+ jh=(f,g)+(f,h)

iv) Similar al inciso iii)

~~~mas 4.12, Rª-91llil 44,~_.",," ...__.__.,_, ...

l. Sea L un conjunto linealmente inde­

pendiente en V Sea S la colección de

todos los subconjuntos linealmente inde­

pendientes de V, parcialmente ordenados
por inclusión tales que cada conjunto

en S contiene a L. La demostración sale

igual que la del teorema 2.

3. El resultado es cierto para n = 2. Supon­

ga que es cierto para n = k. Considere

los k + 1 conjuntos Al' A 2, ••• , A k , A k +1
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v) (f,g)=fjg=fgjy

(g,j)= fgf= f:gj

VI) (aj,g)=J:ajg=aJ:jg

vil) (f, ag) = J: j(ag) = J: jag

= aJ: j g= a(f, g)

29. Ji

MAllAD 4.11
1. Consulte el problema 1 de MATLAB 4.9.

Necesitará calcular un t4 y un z4.

3. El inciso a) funciona porque (w, u) es

. igual a u;*w por definición. Consulte el

problema 7 de MATLAB 4.9.

en una cadena. Los primeros k conjun­

tos forman una cadena y, por la hipótesis

de inducción, uno de ellos contiene a los

otros k - 1 conjuntos. Llame a este con­

junto A r Entonces A¡ ~ A k+1 o bien A k+1

~ A¡- En cualquier caso se encontró un

conjunto que contiene a los otros k sub­

conjuntos y el resultado es cierto para

n = k + l. Esto completa la demostra­

ción por inducción.

1. Sí; dimensión 2; base {el, 0,1), (0,1, 2)}

3. No, ya que si (x, y, z) satisface x + y +
z s O, entonces -(x, y, z) satisface x +
y + z :::?: Oy este punto no pertenece a la
primera desigualdad.

5. No, no lo es; (1, -4,3) satisface la ecua­
ción, pero (- 1, 4, - 3) no.

7. Sí; dimensión [n(n + 1)]/2; base {(E:j:::?:
lj

i)}, donde E es la matriz con un 1 en la
lj

posición i,j y Oen otra parte.

9. Sí; la base es {l, x, x2
, x3

, x\ x5
}; dimen­

sión = 6

11. Sí; la base es:

{(~ ~], (I ~], (~ I]

(~ n(~ mdimensión ~ 5

13. Sí; dimensional infinito.

15. Linealmente dependiente.

17. Linealmente dependiente.

19. El conjunto de vectores no es linealmente

independiente.
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21. Linealmente dependiente.

23. Linealmente independiente.

) 3 -5

25. a) = 5 O 5 = -180~ linealmente in-

2 4 6 dependiente.

2 3-)

- h) = 1 -2 -4 = O~ linealmente de-
4 6 -2 pendiente.

27. y = 2x/3 base: {( ~ ) }; dimensión = 1

29. Dimensión 3; base {(l, O, 3, O), (O, 1,
-1, O), (O, O, 1, In

31. Dimensión 4; base {DI' D 2, Dv D4}, don­
de Di es la matriz con un número en la
posición i, i YOen otra parte.

33. (~ ~ ~). (~ ~

(~ ~ ~} (~ ~
la dimensión es 6.

p(A) =2.

37. Imagen A = f23, NA = {O}; p(A) = 3,
v(A) = O.

p(A) = 2.

[
1I
f3j49. 1113

1113

-H

[
.1.] [-1If3j [.1.] [_1.]

51. a) -¡ b) :;j, e) -¡ + ¡
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[
1] [1/.[2] O]1 o 1/.[2

51. a) b) ¡,:; ,
1 -1/,,2 O

1 O -1/.[2

55.

.1 .1
2 2

.1 -.1
e) 2 + 2

.1 -.1
2 2

.1 .1
2 2

LO 5

5
57. Y = -x-l

2

";I¡ tremas 5.1, página 464

1. Lineal. 3. Lineal. 5. Lineal. 21. Lineal.

7. No lineal, ya que

+[;lJ~T[;;H~)
mientras que

aT[;l~aCH:)
9. No lineal ya que

23. No lineal a menos que a = 1 ya que
T(aD) = 1 + aD =1= a(I - D) = aT(D).

25. Lineal.

27. Lineal.

29. No lineal ya que

T(ap(x» = ap(x) + [ap(X)]2 =1= aT(p(x»

31. No lineal a menos que a = 1 ya que
T(af) = af(x) + 1=1= a(f(x) + 1)

=aT(f(x»

11. Lineal 13. Lineal 15. Lineal
33. Lineal.

17. No lineal, ya que

THm~a'T[}{]
si a te 100

19. No lineal, ya que

T(A + B) = (A + B)I(A + B)
= (Al + Bt)(A + B)
= AlA + AtB

+ BIA +BtB

Pero
T(A) + T(B) = AtA + BIB

te T(A + B)
a menos que AtB + BtA = O.

35. Lineal.

37. Lineal.

39. La transformación T hace una rotación
de vectores en el plano xy de 180°.

(-3) (- 4+3..[3]
b) ~ 4 = 3+;..[3

43. La transformación T rota a los vectores
en sentido contrario a las manecillas del
reloj un ángulo een torno al eje y en un
plano paralelo al plano xz.
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47. T(O) = T(x - x) = T(x) - T(x) = 0, si V y

W son diferentes los dos ceros pueden ser
diferentes.

49. T(av) = (uo' ay) = a(uo' v) * a(uo' v) =
aT(v) a menos que a E L

··51. Sea r; EL(V, W) y T
2

EL(V, W). Como

(r; +T2 )(x+y)=r;(x+y)+T
2
(x+y)

= r; (x) +r; (y) +T2 (x) +T/y)

=(r; +T2 )(x)+(r; +T2 )(y),

y además (r; + TJ(ax) = r; (ax) + T
2
(ax)

= a(r;(x) + r;(y)) = a(r; + T
2
)(x), se tiene

cerradura en la adición. Como (aT)
(x + y) = aT(x +y) = a(Tx + Ty) = aTx +
aTy = (aT)x + (aT)yy(aT)(~x) = a~T(x)

= ~aT(x) = ~(aT)x entonces se tiene ce­
rradura con el producto escalar. Observe
que la transformación neutra es la trans­
formación cero, y para cada elemento
TE L(V, W), entonces (-T) E L(V, W) y

T + (- T) = O. El resto de los axiomas se
satisface a partir de las reglas de la suma
y la multiplicación por escalar de funcio­
nes.

MATLAB 5.1
1. La figura es un perro sin cola. Los puntos

son asteriscos (*) rojos y se tiene - 20 :s
x,y:S 20.

3. a) Las dos escalas, de x y y del perro es­
tán duplicadas. Por ejemplo, el ancho
de una pata se duplica y la altura se
duplica.

b) La primera matriz duplica la escala de
x y deja la escala de y igual. Entonces,
por ejemplo, el ancho de una pata se
duplic~ pero la altura es la misma. La
segunda matriz duplica la escala de y y
deja la de x como está. Así, por ejem­
plo, el ancho de la pata es la misma
pero la altura es el doble.

e) La matriz multiplica la escala de x por
r y la escala de y por s.

1. Núcleo = {(O, y); Y E l!}, es decir, el eje y;
imagen = {(x, O): x E l!}, es decir, el eje
x; p(]) = v(]) = l.

3. Núcleo = {xl x = O}, v(T) = 0, 1m T =

{(X,Y)E l!2 j Y =-%X}' p(T)=l.

5. Nu(T) = {(x, y, z, w) Ix = -z y y = -w} ,

v(T) = 2, ImT = l!2, p(T) = 2.

7. Nu(T) = {O}, v(T) = 0,

1m T = {a + ax + ax2 + ax3
: a El!} ,

p(T) = 1.

9. Núcleo = {A: Al = -A} = {A: A es anti­
simétrica}; imagen = {A: A es simétrica};
p(]) = (n2 + n)/2; v(]) = (n2 - n)/2.

11. Nu(T) = {J(t) I f(t) = ao + a/, ao, a¡ El!},
v(T) = 2, 1m T = {f E c[0, I]}; p(T) = oo,

13. Nu(T) = {(O, O)}, v(T) = O, ImT =[;>2,

p(T) = 2.

15. Para todo v E V, V = a¡v¡ + a v + ... + a v
2 2 IJ 11

para algún (al' a2 , ••• , aJo Entonces

Tv=T(a¡v¡ +a
2
v

2
+ +anv,,)

= a Tv + a Tv + + a Tv
I 1 2 2 n n

=av +av +"'+av¡ ¡ 2 2 n n

Por lo tanto T es el operador identidad.

17. Nu(]) es un subespacio de l!3 que con­
tiene al origen. Por lo tanto del ejemplo
4.6.9, ImT o es a) {O}, o b) una recta que
pasa por el origen, o e) un plano que pasa
por el origen, o d) l!3.

19. Tx=Ax donde A=[C I:C] e dEl!.
b-d ' ,

d --
a



21. T = [ ~ ~ ~J
-2 1 °

23. Nu T = {f E el [0,1]: xf'(X) = 0, Vx E [0, IJ}

= f(x) constante E [0, 1]

lmT = {xf(x): f(x) E C[O, IJ}.

25. a) Suponga que ~,T2 EU. Entonces pa­

racadahEH, (~+T2)h=~h+T2h=

0+0=0, y (a~)h=a(~h)=a·O=O.

1. ( 1 -2); Nu(T) = {O}; imagen T = [22
l-I I
v(T) = 0, p(T) = 2

3. A, ~[-:l Nu(T) ~ {x EI)I F O},

v(T)~O, TmT~g'n{[-m, p(T)~l

(
a b) .5. AT = e d' SI a = b = e = d = O, T es la

transformación cero de modo que Nu(T)

= [22, v(T) = 2, 1m T = {O}, p(T) = O. Si

ad - eb = °y suponga que al menos uno
de los coeficientes a, b, e, d es diferente de

cero. Sin pérdida de generalidad, sea a =1= O.
Entonces p(T) = 1, v(T) = 1,

Nu(T) = gen {( -~)} 1m T = gen {( : ) } .

7, [; ~: :}iflllig,n T~g'n mw&
Nu(T) ~ gffi {[-m p(T) ~ 2,

v(T) = 1
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Por lo que U es un subespacio de L(V,

V).

h) dimU = n(n - k). De hecho extendien­

do una base de H,{u
l

, ••• , uk }, a una

base de V, {u
I

' , u,), por lo tanto

T E U~ T(u¡) = = T(u) = O. En

particular T(uk+¡)' , T(uJ sonn - k

vectores arbitrarios en el espacio V de

dimensión n. Por lo que si T(u) = u;
!J I J

T/u,) =0, l#-i, k<iSn, ISjSn,

entonces T son una base de U.
u

[
1-1 2 3]

9. ° I 4 3 ; imagen T =

I ° 6 6

gffi {[~JrJNn(T)~

gen rm=m
p(T) = 2, v(T) = 2.

11. A =(a b ° :}
T ° ° e

b °a °Nu(T) = gen 1 d

° e

O

v(T) = 2, 1m T =I.P, p(T) = 2.

13. A
T

= [ 1
7
1 3i ), p(T) = 2, v(T) = 0,

_Q 11
7 7

Nu T = {O}, ImT =[22.

15, A, ~li -il p(7) ~ 2, v(7) ~ O,



728 CAPÍTULO 5

= _ {[~] [-~]) Nu(T) = {O}, Im(T) = gen {x, x
2

, x
3

}

Nu(T) {O},(ImT)B -gen 5' 10

2 .1 1. 01000
5 5

O O 2 O O .
1 27.;imagen D =~;

O O O 3 O

O O O O

Nu(T) = {O}, lmT = gen{1 + x + x 2 + x 3
}.

(
O O -1 O)19. ~ , p(1) = 2, v(1) = 2,
O 1 O 1

29.

O

O

O

1

O

O

O

2

O

O

O

3

O

O

O

n

Nu(T) = gen{1, x 3 -1}, lmT = ~

(
1-1 23)

21. O 1 4 3 ; imagen T =

1 O 6 5

gen {I + x 2
, -1 + x, 3 + 3x + 5x2

} =

~; Nu(T) = gen {x2
- 4x - 6};

p(T) = 3, v(T) = l.

[O O
O O

~],23. ~ = O 1 O O

O O O O

O O O 1

1 O O

O O O

Nu(T) = gen O , 1 , O ,v(1) = 3,

O O O

O O 1

w(T)~ g~¡[~], [;]1' pln ~ 2

imagen D = P.-I; nu D = 12;

p(D) = n, v(D) = 1.

31. ~ ~ [~ ~ 1Nu(T) ~ ( ~lvln ~ o,

Im(1) = l?3,p(1) = 3.

33. Sea m E 12, se define a Im)k = m(m -1)

(m- 2)··· (m - k + 1), 1~ k~ m.

Av = (a¡j) E 12(n-HI)X(n+'),

1~ i ~ n-k + 1, a¡j = Oen otro caso.

p(D) = n-k + 1, v(D)=(n+ 1) -P(D)= k,

Nu(D) = gen{l, x, x 2
, ••• ,X

k
-

I
},

Im(D) = gen{I, x, x 2
, .•• ,xn

-
k

} = P.-k

35. A
J

=(1, .!., .!., ... , _1_), p(J)=I,
2 3 n+1

v(J)=O, Nu(J) = {O}, lm(J)=12.

-1]
3 ,p(1) = 3, v(1) = O,

-1

1

(
1 O0)

37. O 1 O; imagen T=~;

O O 1

nu = T = {O}; p(T) = 3, v(T) = O.
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1 O O O O O O O O O O O

O O O O 1 O O O O O O O

O O O O O O O O 1 O O O

O 1 O O O O O O O O O O

O O O O O 1 O O O O O O

39. Por ejemplo, en M w ~ =
O O O O O O O O O 1 O O

O O 1 O O O O O O O O O

O O O O O O 1 O O O O O

O O O O O O O O O O 1 O

O O O 1 O O O O O O O O

O O O O O O O 1 O O O O

O O O O O O O O O O O 1

1,

En general, AT = (a;), donde aij =

O,

[

O O O)
41. O O -1 ; imagen D =

O 1 O

gen {sen x, cos x}; nu D = 12;
p(D) = 2, veD) = l.

43. [~ -~2: 2]
i/2

45. Sean B
I
y B

2
dos bases para Vy W, respec­

tivamente. Se tiene (TV)B = ArCV)B para
todo v E V. Entonces v E' Nu(]) si ysólo
si Tv = Osi y sólo si ArCV)B = (O)B si y sólo
si (V)B E nu Ar Así, el nú~leo de' T = NA
de m~nera que v(]) = v(A

T
). Si W E ima~

gen T, entonces Tv = W para algún v E V,
con lo que ArCV)B, = (TV)B, = (W)B,' Esto
significa que (W)B, E R

AT
• De este modo R

AT

= imagen T de manera que p(]) = p(Ar ).

Como v(A r) + p(A r) = n, del teorema
4.7.5, se ve que también v(]) + p(]) = n.

47. Comprensión a lo largo del eje y con e = ¡

49. Corte a lo largo del eje x con e = 2

51. Corte a lo largo del eje y con e = t

si i = km + 1

y j = (/- l)n + k + 1
para k = 1, 2, ... , n - I

Y1= 1,.2, ... , m
de otra manera

53. Reflexión con respecto a la recta y = x.

55. (~ ~}

y

(-.¡,4) (0,4)
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(-1 0J(l 0J(1 0J(1 -10J
71. O 1 6 1 O 62 O O

y

pts = [O 3 3 0;0 O 2 2]

Ins = [1 2 3 4;2 3 4 1]

A = [.5 0;0 31
grafics(pts,Ins,'b' ,'*' ,10)

hold on

grafics(A*pts,Ins,'g','o' ,10)

hold off

b) Utilice A =[1 2;0 1] para corte en la
figura S.8a) y use A = [1 -2;0 1] para
el corte en la figura S.8b). Al llamar a
grafics será suficiente con usar M = 7.

e) Utilice A = [1 0;-2 1]. Será suficiente
con usar M = 6.

1. a) El siguiente es un posible programa:

MATLAB 5.3(~, 3)

(~, -2)

---+--+-+----+----.x

y

(-S,3) (-2,3)

63. (~ ~}

69. (O 1J(S 0J(l 0J(l 0J(l fJ1 O O 1 O -1 O 2 O 1

65.

67.

---+------1f--+-H~ x
O

(-S, -2) (-2, -2)

y

(--"";:"S-,---;";1):-----:O:+-+-----. x
(1, -1)

(_ S..,---4)---+-.... (1, -4)

(3 0J( 1 0J(1 0J(l ~J
O 1 -1 1lO ~ O i

3. a) Al demostrar que T es lineal, use las
propiedades del producto punto: (v .
<xx) = <x(v . x) y v . (x + y) = v . x +
v . y. Para encontrar la representación
matricial use el hecho de que T(e) =
(v· e)v = Vivo

b) P = [10;0 O]. Una base para la imagen
es v y una base para el núcleo es w =

(O lY, un vector que es perpendicular
a v. Para proyectar un vector sobre
v, se baja una perpendicular desde el
punto terminal del vector a la recta de­
terminada por v. Así, por ejemplo, si
un vector es perpendicular a v, la pro­
yección es el vector cero. Toda proyec­
ción sobre v es paralela a v, por lo que
es evidente que v es una base para la
imagen.

e) y d) Similar a b). Una base para la
imagen será v y una base para el nú­
cleo será un vector perpendicular a v.

(
2.S -.SJ7. a) A =
-.S 2.S

Multiplique las representaciones indi­
viduales de las matrices en el orden co-



rrecto: (rotación positiva) (expansión)
(rotación negativa).

h)A=(~ ~J
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e) T expande por un factor de 2 en la di­
rección del primer vector de la base en
B y expande por un factor de 3 en la
dirección del segundo vector de la base
en B.

~~blemas 5.4 .§.9ina 508

1. Como (aA)' = aAI y (A + B)' = Al + H, T

es lineal. Al = Osi y sólo si A = Ode manera
que Nu(I) = {O} YTes 1-1. Para cualquier
matriz A, (Al)' = A, por lo que T es sobre.

3. t) Si T es un isomorfismo, entonces Tx =

A?, = O si y sólo si x = O. Así, por el
teorema de resumen, det A r *" O.

it) Si det A r *" O, entonces A?, = O tie­
ne una solución trivial. Así Tes 1-1, Y
como Vy W son de dimensión infinita,
T también es sobre.

5. m = [n(n + 1)]/2 dim {A: A es n X n y
simétrica} .

7. Defina T: P4 ---7 W como T = xp. T = O
p p

implica p(x) = O; es decir, p es el polino-
mio cero. Así Tes 1-1, y como dim W =

5, T es también sobre.

9. mn = pq.

11. La demostración del teorema 6 prueba la
afirmación bajo el entendimiento de que
los escalares cl' c2' ••• , CII son números
complejos.

13. T(A I + A 2) = (Al + A 2)B = AIB + A 2B =

TAl + TA
2

; T(aA) = (aA)B = a(AB) =

aTA. Así T es lineal. Suponga que TA =

O. Entonces AB = O. Como Bes invertible,
se puede multiplicar por la izquierda por
B- ' para obtener A = ABB- I = OB- ' = O,
o sea, A = O. Por lo tanto, Tes 1-1 y como
dim M

lln
= n2 < 00, T es un isomorfismo.

15. Elija h E H. Después proyH h = h de ma­
nera que T es sobre. Si H = V, entonces T
también es 1-1.

17. Como T es un isomorfismo, Nu(I) = nu
A = {O} de manera que, por el teorema
de resumen, A es invertible. Si x = T-' y,
entonces Tx = Ax = y con lo que x =
A-1y porque A- ' existe. Por lo tanto, T-1y
= A-Iy para todo y E [¿".

19. Para z = a + ib E (; defina Tz = (a, b) E

[¿2. Entonces T(zl + Z2) = T((a , + a) +
i(b l + b2)) = (al + a2, bl + b) = (al' b l )

+ (a
2

, b) = Tz , + Tz
2

. Si a E [¿, entonces
T(az) = T(a(a + ib)) = T(aa + iab) =
(aa, ab) = a(a, b) = aTz. Por lo tanto,
T es lineal. Por último, si T(z) = (O, O),
entonces es claro que z = a + ib = O+ iO
= O. Por lo tanto Tes 1-1 y como dim (;
(sobre los reales) = dim [¿2 = 2, T es un
isomorfismo.

MAlLAB 5.4
1. h) Explique por qué T es uno a uno y so­

bre P.

e) A = WV-I, donde la columna i de W

es w¡ y la columna i de Ves Vi (para
ver por qué, utilice lo siguiente: T(e) =

a1w 1 + ... + a 4w 4, donde las a¡ son las
coordenadas de e respecto a la base en
V; cómo se encuentran las coordena­
das, y que una combinación lineal de
vectores se puede representar como
multiplicación por la matriz cuyas co­
lumnas son los vectores).

A{
O .5 -4]1 1 -9

1 O O

2 O -1

[-2
1 1-1]

A' ~ 3:
-1 O 1

-18 -2 10

-2 O 1

El núcleo será O, la imagen será [?4 y A

es invertible ya que la forma escalona­
da reducida por renglones de A es la
identidad.

tI) La matriz para S será VW- I
, que es

A-l.



732 CAPÍTULO 5

Problemas 5.5 á ¡na 516

1. Tx o Ty

[

XI sen e+ X 2 cos e] [YI sen e+Y2 cos e]
= XI cos e- X

2
sen e o Y

I
cos e-Y

2
sen e

X3 Y3

= XIYI (sen2e+cos 2e)
+ x

2
y2(sen 2e+cos2e)

+X3Y]

= XIYI + X2Y2 + X3Y3

=x 0y

(todos los demás términos en el producto
escalar se eliminan).

3. Usando el teorema 1, Tx· Ty =

(ABx) o (ABy) = x o (AB)t(ABy) =

x o (BIAI)(AB)y = x o (B-IA-IAB)y =

xoy

5. La misma demostración que para el teore­
ma 2 excepto que se sustituye (x, y) en lu­
gar de x . y y (Tx, Ty) en lugar de Tx . Ty.

7. Tx o ax donde a es un escalar ya*- Oo l.

9. Tx· Ty = x o y = Ax o Ay y Al = A- I de
manera que A = (A-')t. Entonces x . y =
x o (Iy) = x . (A-I)tA-' y = A-IX· A-I y =

Sx o Sy de manera que Sx = A-Iy es una
isometría.

11. T(ao+ alx + a
2
x 2 + a

3
x3

) =

(a/ti - J512J2)a2 ,

J(3/2)a
l
-(3.fi12J2)a

3
,

(3J512J2)a2 , (s.fi 12J2)aJ

13. T(: :)=(a/J2 -(J512J2)e,

J (3/2)b - (3.fi12J2)d,

(3J512J2)e, (s.fi12J2)d)

17. Si A es hermitiana, entonces A* = A. En
particular, las componentes diagonales de
A no se mueven cuando se toma la trans­
puesta, por lo que a¡¡ = a¡¡, que quiere de­
cir que a¡¡ es real.

19. Sea A* = B = (bY) y sea c¡ la columna i de
A. Entonces AB = 1 = (o) donde

lj

o={l, sii=j
lj O, si i * j

Pero Oy = 'f,a¡kbkj = 'f,a¡kakj =
k-I k-I

c oc. =0 ...
I } fj

21. Como la i-ésima componente de Ax es

'fax, se tiene (Ax, y) =L lJ )
j~1

n n

'" '" axy. Similarmente, si A * =~~ 1) } I

j=1 j=1

B=(by),(x,A*y)=

t'f,xjbijY¡ = 'f,'f,xjbijY; =
;~I j~1 j~1 ;=1

11 11 n n

'" '" xa y = '" '" ax .y =L.J~ ) IJ I L.J~ lJ ) 1

j=1 ;=1 ;=1 j=1

(Ax, y).

MAllAB 5.5
1. a) La rotación y la reflexión preservan la

longitud.

e) Escriba una representación general
para cada matriz y demuestre que la
matriz multiplicada por su transpuesta
es igual a la matriz identidad. Para la
reflexión use F = 2P - l, donde pri-

merosedemuestraquep=( v~ VI~2].
V

I
V

2
v;

Utilice el hecho de que v~ + v~ = l.

d) Algunos puntos clave en el programa
son

th = atan(v(2)/v(I))
R = [cos(th) -sen(th);
sen (th) cos (th));
F = 2*lv(I)*v
v(2)*v)-eye(2)

X = [1 0;0 -1)

e) Para la reflexión, sea F = 2P - l, don­
de P es la misma que en el inciso e) an­
terior, con VI = cosCa) y v2 = sen(a) y
simplifique.
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1. Lineal.

3. No es lineal ya que

T(ax(x, y, z)) =t- aT(x, y, z).

5. Lineal.

7. No lineal ya que T(p¡ + p) =

1 + p¡ + P2' pero

Tp¡ + TP2 = (l + PI) + (l + P2)
= 2 + p¡ + Pr

9. Nu(T) = {(~J}; imagen T = [22;

p(T) = 2, v(T) = O.

11. Nu(D ~ gen i[m; Unagen T ~~;
p(T) = 2, v(T) = 1.

15. Nu(T) = {f E C[O, 1]: J(1) = O}, Im(T) = [2,

p(T) = 1, v(T) = oo.

v(T) = 1, Im(T) = [22, p(T) = 2.

(1 o -2 0J19. . imagen T = [22.
O 2 O 3 ' ,

peA) = veA) = 2.

23. A = ~(20 SJ Nu(T) = {O} v(T) = O
T 13 33 S ' , ,

Um(T)" ~ gen{(U [:]}, p(7) ~ 2

25. Compresión a lo largo del eje y, con fac­

tor de un tercio.

27. Corte a lo largo del eje x con factor -S.

29. [~ ~}

31. (~ -n.

-6
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33. l-~ ~J =

CAPíTULO 6

E, =gen{[iJ}. E, =gen{[~)j

17. 1,1,2; E, =gen{[H [m
E, ~ gen{[~)j, la multiplicidad geomé-

trica para el valor característico 1 es 2.

19. 1, 2, 2; E, =gen {[-lE, =genfl-m
la multiplicidad geométrica de 2 es 1

21. 1, O E, =gen¡[l E. ~ gen¡[tla
multiplicidad geométrica para el valor ca­
racterístico Oes l.

23. a, a, a, a; E. =genj[t], m[m
la multiplicidad geométrica de 1es 2

5. -3, -3; E_
3

= ]R.2, la multiplicidad geomé­
trica para el valor característico - 3 es 2.

1. - 4, 3; E., =gen {(:]}; 13. 1, l. 1; E, =gen{[&la multiplicidad

E3 = gen {(_~)} geométrica es 1 (multipl. alg., 3)

3. -2, -2; E_2 = gen {e)}, la multiplici- 15. -7, 3, 1,E_
7

= gen{[- ;]1,
dad geométrica para el valor característico . O J
-2 es 1.

{(
l + 3i)}7. 2 +3i, 2 - 3i; E2+3i = gen -5 '

{(
l- 3i)}

E2+3i = gen -5 .

9 0, 1, 3; E, =ge, {[ :J}

E,=genrm

E, =gen{H])
11. 1, 1, 10;

E, =gen{u]-r-m
E" =gen{[m
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29. Observe que Xl existe si y sólo si Ax = °
únicamente cuando x = 0, esto es, si y sólo
si °no es un valor característico de A.

27. Observe que det (A' - Al) = det (A - A/)'
= det (A - A/). Entonces los polinomios ca­

racterísticos de A y A' son iguales, por tanto
sus valores característicos son iguales.

31. Para cada Al' 1::; i ::; k, existe un vec­

tor x¡ o/- ° tal que Ax¡ = AIX,. Ahora,
(A - al)x¡ = Ax¡ - ax¡ = (A¡ - a)x¡. Por
lo tanto \ + a, i::; i ::; k son valores ca­
racterísticos de (A - al). En cambio, si
(A - al)x = Ax, entonces Ax = (A + a)x,
por lo que A+ a = A¡, esto es, A= \ - a.

33. Sea x. el vector característico asociado al
I

valor característico A¡de la matriz A. En-
tonces An(x.) = An-I(Ax) = An-I(AX) =

1 I I I

AAn
- IX. Al repetir el argumento anterior

I I

n-l veces sellegaaque Anx¡ =A~X¡,porlo

tanto cada A~ es un valor característico de
An . En cambio, suponga que v es un valor
característico complejo de An con vector
característico asociado x. Sea A=~ una

:: ~:;~ñ(;~~~~::rs:a ::t:nx";
Y

m
= D[A - /:ij AlJx,m = 1,oo.,n. Como

y n = (A n
- vI)x = 0, existe una constante

::d:':::i:u~e:.e:,tc,p:::r;:nc;;,~]
Zn¡k

Y
k

- I =Yk =0. Esto dice que e n A es un

:~~:'~~~::::':I:::;:e;od~; :(:~~:J

RftD XVZ HEX fI" 'x' ftLG
{HO"E CftSDIR)
5'
~,

3'
2'
l' r132. -11. 56. ) ,

38. -49. 75.
83. 123. -67.

'ft~__umm:llllmJmlml!l

RftD XV2 HEX fI- 'x'
{HO"E CftSDIR)
5'
~,

3:
2'
l' [1132. -11. 56.],

38. -49. 75.
83. 123. -67.

EGV~__umm:llllmJmlml!l

RftD X\'2 HEX fI- 'x'
{HOn CftSDIR)
(:
5'
~,

3'
2' [ 1. -.2387 ;

.4912913256477 -. 594~

.71361372714146
l' [136.135879171 -159. ~__umm:llllmJmlml!l

43.

41. Revise que (: ~J( ~) = d( ~J

de las columnas de A es l. Por lo tanto 1
es un valor característico de A' con vector

caracteri"ico ¡], De modo que I " un

valor característico de A ya que det (A - l)

= det(A
T

- 1) = °

=An =v, esto es v = A;. Esto muestra
que cada valor característico de A" es la
n-ésima potencia de algún valor caracte­
rístico de A.

37. Utilizando los resultados de los problemas
22,23,24 Y25, se tiene que A= 2 es un valor
característico con multiplicidad algebraica
4. Para Al la multiplicidad geométrica es
4. Para Az la multiplicidad geométrica es
3. Para A

3
la multiplicidad geométrica es 2.

Para A
4

la multiplicidad geométrica es l.

35. Se tiene que p(A)x¡ = peA) x¡ para 1 ::; i
::; k. Entonces p(\), 1::; i ::; k, son valores
característicos de peA).

, 39" Oh"rve que A' [i] = [i] ya que la mma

a, a, a, a; E, =gen [[~ ¡, la multIplici-

dad geométrica para el valor característi­
co a es l.

la multiplicidad geométrica para el valor
característico a es 3.

25.
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45.

los valores característicos son

mB1milj1:ImEmlll1!l!lZl1lll!Zll

con vectores característicos

m:mJ _

R~D ~yz HE~ I\N '~' ~LG
{HOHE C~SDIR}

2'
l' ro' 16. 12. 14, 18,]26. 21. 19. 27. 16.

31. 29. 37. 41. 56.
51. 38. 29. 46. 33.
61. 41. 29. 38. 5a ..~~__ommmllmJ¡lllmll

R~D ~yz HE~ I\N .~.

{HOHE C~SDIR}

2'
l' ro' 16. 12. 14, 18,]26. 21. 19. 27. 16.

31. 29. 37. 41. 56. '
51. 38. 29. 46. 33.
61. 41. 29. 38. 5a.

EGY~__ommmllmJ¡lllmll

r 1(.355477975436, a.) (.
(. 5a8924413742, a.) (- .
(. 99961452aa9, a.) ~,

(.90480383a267,a.) (.
u·la.) (-

l' [(155. 921 ..24a98, a.) (-~__ommmllmJ¡lllmll

los valores característicos son

[

151-2.. ni. nf ni"

- (155.~21~2~0)8,O)

mB1milj1:ImEmlll1!l!lZl1lll!Zll

- , (~.G7225G551~5,O.)

mB1milj1:ImEmlll1!l!lZl1lll!Zll

con vectores característicos

(.355477975436, O.) (.656603950803, O.) (1.37121250621 E-2, -458555951253E-2) (1.37121250621 E-2, 4.58555951253E-2) (8.46815933238E-2, O.)

(.508924413742, O.) (-.567724652955, O.) (-9.83665213641 E-2, -.300432679563) (-9.83665213641 E-2, .300432679563) (-.303086039306, O.)

(.99961452009, O.) (1., O.) (1., O.) (1., O.) (1., O.)

(.904803830267, O.) (-.4695934249, O.) (-.458255573315,7.03515044225E-2) (-.458255573315, -7.03515044225E-2) (-.766844189822. O.)

(1., O.) (-.497033946918, O.) (-.213974046817, .240504338382) (-.213974046817, -.240504338382) (.183522037169, O.)

47. 5.

MATLAB 6.1

49. 2.

1. a) al e) Por ejemplo, para demostrar que ay + bz es un vector propio con valor propio 3:
y = [3;4;5);



z =14;9131; a =3*rand(1);
b = 4*(2*rand(1) - (1);
w = a*y + b*z;
ans = (A - 3*eye(3))*w;.

Verifique que ans = O.

ti) Los vectores propios para un valor
propio dado forman un subespacio.

3. a) al e) 1) Polinomio característico = ),.,2

+ le - 12, los valores propios son le =­

4 con vector propio (1 1)' YA= 3 con
vector propio (-.4 1)1. 6) Polinomio
característico = A2 - 4A + 13, los va­
lores propios son A= 2 + 3i con vector
propio (-.2 -.6i 1)' YA= 2 - 3i con
vector propio (-.2 + 6i 1)'. 8) Polino­
mio característico = - A + 2A2 + A­
2, los valores propios son A= 2 con
vector propio (1 3 1)', A = 1 con vec­
tor propio (3 2 1)' YA= - I con vector
propio (1 O 1)1. 13) Polinomio caracte­
rístico = - A3 - A2 - A- 1, los valores
propios son A= - 1 con vector propio
(O -1 1)', A= i con vector propio (1 +
i I 1)' YA= - i con vector propio (1 ­

i I 1)'. Observe que (-1)" se necesita
porque poly encuentra det(AJ - A) en
lugar de det(A - AJ).

e) D(k,k) es un valor propio para A con
vector propio V(:,k). Para normalizar
un vector x para que tenga norma 1,
encuentre x/norm(x).
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5. a) Los polinomios característicos de A y
Al son los mismos. Por lo tanto, los va­
lores propios serán los mismos.

b) Sugerencia: Debe considerar det(A' ­
AJ). ¿De qué manera se relaciona Al ­
'Al con (A - AJ)I? ¿De qué manera se
relaciona det(O) con det( C)?

7. Conclusión final: si x es un vector propio
de A con valor propio A, entonces x es un
vector propio de A2 con valor propio A2.

En el inciso c), compare la forma escalo­
nada por renglones de A - 'Al y A2 - A2J
para ver que los vectores propios serán los
mismos. Sugerencia: Suponga que Ax =

'Ax, reescriba y simplifique A2x = A(Ax).

9. Las matrices simétricas tendrán valores
propios reales. Las matrices simétricas de
la forma AAI tendrán valores propios rea­
les no negativos.

11. a) 4::::; X::::; 4, por lo que se necesitan cua­
tro colores.

b) 3.13::::; X::::; 4.44, por lo que se necesi­
tan cuatro colores.

e) 3.2::::; X::::; 4.6, por lo que se necesitan
cuatro colores.

ti) 2.23 ::::; X::::; 3, por lo que se necesitan
tres colores.

e) 2.5 ::::; X ::::; 4, por lo que se necesi­
tan cuatro colores. Tendrá que expe­
rimentar para ver si se puede o no ha­
cer con tres.

1.
n P¡.n Pa.n T p¡,/Pa.n T/Tn_1n

O O 12 12 O -

1 36 7 43 5.14 3.58

2 21 19 40 1.11 0.930

5 104 45 149 2.31 -

10 600 291 891 2.06 -

19 16090 7737 23827 2.08 -

20 23170 11 140 34310 2.08 1.44

Observe que los valores propios son 1.44 y -0.836. Los vectores propios correspondientes son

( 2.~9 ) Y ( - 3¡57].
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3.
n p¡,n Pa,n T P¡./Pa,n T/Tn_1n

O O 20 20 O -

1 80 16 96 5 4.8

2 64 69 133 0,928 1.39

5 1092 498 1590 2.19 -

10 42412 22807 65219 1.86 -

19 3.69 x 107 1.95 X 107 5.64 X 107 1.89 -

20 7.82 X 107 4.14 X 107 11.96 X 107 1.89 2.12

Los valores propios son 2.12 y - 1.32 con
vectores propios correspondientes

C.~9) y ( -~.03}

5. De la ecuación (9), P" '" aIA.;'v¡ para n
grande.

Si VI = (:} entonces

Pj " aIA.;'x x (-A. k)-"'--=-'pero
PII ." aIA.;'y y' a ~-A.¡

(:) = (~) de manera que -AIX + ky = OY

x k
- = -. Entonces

y '"
Pj ,,, x k
- '" - '" Y: para n grande.
PII./I y 1

MATLAB 6.2
1. a) Después de dos años (redondeando),

hay 21 jóvenes y 18 adultos; después
de 5 años, 103 jóvenes y 44 adultos;
después de 10 años, 587 jóvenes y 282

adultos, y después de 20 años, 21 965

jóvenes y 10 513 adultos,

b) p. /p es 2,0895 o 2.0894 para n = 21 a
),11 fUI

25 YT/7',,_¡ es 1.4358 para 11 = 21 a 25.
Estos resultados son los límites corres­
pondientes con que se puede concluir.

e) Los valores propios son 1.4358 y
- .8358. El valor propio más grande
es igual al límite proyectado de 7',/
T,,_r La población crece ya que T

n
'"

1.43587','_1 Y 1.4358 es mayor que 1.

Las razones w/w2' el límite de Pi/P
iI
."

y k/A son todas 2.0895. La razón de

pájaros jóvenes a adultos a la larga
se puede encontrar mediante la razón
de las componentes del vector propio
asociado al valor propio más grande o
se puede encontrar dividiendo la tasa
de nacimiento entre el valor propio
más grande,

3. a) El valor propio más grande de la ma­
triz es 1.2718, el otro valor propio es
estrictamente menor en magnitud y
existe un vector propio para el valor
propio más grande con todas las com­
ponentes positivas. Bajo estas condi­
ciones se ha visto que T/T,,_¡ se acerca
al valor propio más grande.

b) Sugerencia: la población de adultos en
el año siguiente consistirá en los nue­
vos adultos de la población de jóvenes
+ los adultos que normalmente so­
breviven - los adultos muertos por la
caza. Los adultos muertos por la caza
son h X (población de adultos).

e) Las componentes de los vectores A"po
serán cada vez más pequeñas, decre­
ciendo hasta cero. El valor propio más
grande es menor que l.

d) El valordeh que mantiene la población
estable a la larga es h = 4. Para esta h,
el valor propio más grande es l.

5. a) La componente i de P"X representa el
número de casas que compran el pro­
ducto i después de n meses. Cuando 11

crece, P"x parece acercarse a un vector
fijo, (900500 1600Y, lo que implica que
el porcentaje de mercado de cada pro­
ducto se estabiliza a través del tiempo.

b) El valor propio más grande es 1 y los
otros valores propios son estrictamente
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menores en magnitud. Cualquier vec­
tor inicial no será perpendicular al
vector propio correspondiente al valor
propio de 1(debe explicar por qué), de
manera que la extensión de la teoría
dice que F"X se acercaría a algún múl­
tiplo fijo del vector propio. Se ve que
el vector límite y es igual a 3000 X (el
vector propio normalizado de manera
que las componentes sumen 1).

e) El valor propio más grande es 1. Se
encuentra 1000w/sum(w), donde w es
el vector propio asociado con el valor
propio 1; esto da un vector en la direc­
ción del vector propio cuyas compo­
nentes suman 1000. Esta distribución
a la larga tiene aproximadamente 333
automóviles en la oficina 1, 238 en la
oficina 2 y 429 en la 3.

d) pt tiene un valor propio de 1 y por lo
tanto también P

, (1 1J (2 0J3. SI' C= C1AC=
, 1 4 ' O -1

5. Sí; C= (5 5 J,
2-i 2+i

C1AC=(I+i O J.
O 1- i

7. S¡;C~[~ :nC-'AC~[~ ~ ~].
-1

[

-0.4140

9. Sí; C = -0.5484

-0.7265

[

1.3247

C1AC= O

O

0.6558

-0.4344 + iO.3687

0.8038 - 0.4885i

O

-0.6623 + iO.5622

O

0.6558 J
-0.4344 - iO.3687 ,

0.8038 + 0.4885i

O :O .
-0.6623 - iO.5622

-0.8944]
O ,

0.4472

~ ~]. A = [~ ~ ~]
O O O O O

H]
-~ nC'AC~[~ ~ ~J

[

-0.8760 -0.8760

17. Sí; C = -0.0531- iO.1430 -0.0531 + iO.1430

0.1593 + i0.4289 0.1593 - iO.4289
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[2+ '5.3852 a

~]C'AC= a 2 - i5.3852

a a

[-2
l a

2D
19. Si; c~ :

1 a
CIAC=

a 2 +i

a 5

[~
a a

j]-4 a

o
a a

21. Como A es semejante a B, B = D-' AD
para alguna matriz D invertible. B es
semejante a C, C = E- 'BE para alguna
matriz E invertible. Entonces C = E-' D-'

ADE = (DEr l A(DE). Por lo tanto A es
semejante a C.

Ax = Oya que Nu(C) = O. De modo que
x E Nu(A) si y sólo si x E Nu(CA). Por lo
tanto v(CA) = v (A). Ahora suponga que
x E Im(A). Entonces existe y tal que Ay
= x. Como Ces invertible, Im(C)=lR".
Entonces existe z tal que Cz = y, y A Cz =
x. Por lo tanto Im(A) (;;; Im(AC). Suponga
x E Im(AC). Entonces existe z tal que ACz
= x. Sea y = Cz, entonces Ay = x. Por lo
tanto Im(AC) (;;; Im(A) e Im(A) = Im(AC)
y por lo tanto p(AC) = peA). Entonces
peA) +veA) =p(CA) +v(CA) ~ peA) =p(CA).
Por lo que peA) = p(AC) = p(CA). Como
C-I es invertible, p(C'AC) = p((AC)C')

= peA). Esto es, p(B) = peA) Y por lo tan­
to veA) = v(B).

25. Como A es semejante a B, B = D-'AD

para alguna matriz D invertible. Entonces
. 1

det B = det(D-IAD) = -d-detA detD =

d A
etD

et .
23. Suponga que Ces invertible. Si x E Nu(A)

entonces CAx = ca = O. Por lo tanto 27. A20 = (01 ~J.
x E Nu(CA). Si x E Nu(CA) entonces

r
-4X810-5 -2X81O+2 -2X8 IO +4]

29. A1o=-i -2X81O +2 -8 10 -8 -2x810+2 .

-4x8IO+4 -2x810+2 -2x8 1O -5

31. Como A es diagonalizable, A es similar a la matriz diagonal D = diag(\, A. 2 ' ••• , A.,J En­
tonces det A = det D = \ A.2 ••• A.".

33. Se introduce la matriz de interés

ALG

. A continuación se guarda la ma-

5'
~,

triz en la variable A ~:
[

102. -11. 56. ) ,se encuentra la matriz devectores caracterís­
38. -49. 75.
83. 123. -67 .

• A'__limm:IlllElJj]lnm

ticos y los valores característicos de la matriz que se encuentra en la primera posición

[

102. -11. 56. ). Se obtiene como resultado
38. -49. 75.
83. 123. -67.

EGYi__limm:IlllElJj]lnm

g:
5'
~,

J'
~, [ 1. -.2387

.491290256477 -. 594~

.706072714146
l' [136.135879171 -159. ~__limm:IlllElJj]lnm



Respuestas a los problemas impares 741

[

1 -0.238764... -0.493123 ]

0.491290... -0.594350... 0.957040 .

0.706072... 1 1

35. Si se repite el procedimiento del problema 33 se obtiene como resultado

0.355 .

0.508 .

0.999 .

0.904 .

1

0.656 .

-0.567 .

1

-0.469 .

-0.497 .

-0.001 - iO.004 .

-0.009 - iO.300 .

1

0.458 - iO.007 .

-0.213 + iO.240 .

0.001... + iO.004 .

-0.009... + iO.300 .

1

0.458 - iO.007 .

-0.213 + iO.240 .

0.008 .

-0.303 .

1

-0.766 .

0.183 .

MAllAB 6.3
1. Este problema ilustra que CAC- ' y A tie­

nen los mismos valores propios.

3. a) D=[-~ ~ ~]; C=[~ ~
O O 3 1 5

[2+; O

b) D~ ~
2 +i

O

O

C~[ 1
O

2

-1 1+ i

Pl'Oblemas 6.4, página 573

5. Ax = AX dice que A expande o comprime
a x. Si A es diagonalizab1e, entonces A
expande o comprime cada vector propio
por un factor dado por el valor propio
asociado.
e) Expande la dirección dada por (1 - 1Y

en un factor de 2 y expande la direc­
ción dada por (l IY en un factor de 3.
Para bosquejar la imagen del rectán­
gulo, tome la diagonal que va de (- 1,
-1) a (1, 1) Yexpanda por un factor de
3 en cada dirección; tome la otra dia­
gonal y expanda por un factor de 2 en
cada dirección.

á) 1) Ni expande ni comprime en la direc­
ción de (l 1 1Y, expande en un fac­
tor de 2 en la dirección de (3 4 5)', Y
comprime en un factor de .5 en la
dirección de (4 9 13)'.

1. Q~(2I,/5 1/,/5] D=(~ -~) [-3 O

I-~~]v.J5 - 2/.J5 ' D= ~ 1+ 2Ji.
O

Q{~ 5] D=(~ ~) .3. I '
fi fi [- ,

.L

"J [O
O

~]Q~ ¡ 3

f ,D~ ~[ ,

I

'] D~[:
9. 1. 3

fi .J6 ..fj O

~J
3

5. Q= - ~
I

~'
2

_1. O
.J6

3

_....L O -1
11. Sea u un vector propio correspondiente a.J6 ..fj

[ l/~

-!~l
Acon lul = 1. Entonces Qu = AU y 1 = lul

.1 = IQ-IQuI = IAQ-Iul = IAQ'ul = IAQul =2

7. Q= -1~Ji. .1 (ya que Qes simétrica) IA2ul = A2 lul = A2
•

2

l/Ji. Entonces A2 = 1 YA=::t: l.
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13. 1 = det 1 = det(Q-IQ) = det(Q'Q) =
(detQ')(detQ) = (detQ)Z - ya que det A'
= det A para cualquier matriz A. Así,

det Q = ± 1 y (: ~) = Q' =

Q-I = [_ d~º -d:ºJ
detQ det Q

Si det Q = 1, entonces c = -b. Si det Q =

-1, entonces c = b.

15. Si la matriz A de 2 X 2 tiene vectores pro­
pios ortogonales, entonces A es ortogo­
nalmente diagonalizable, lo que significa
que, de acuerdo con el teorema 4, A es
simétrica.

17. Sea A un valor propio de A con vector
propio v y suponga que A * = A . Enton­
ces A(v, v) = (AV, v) = (Av, v) = (v, A*v)

= (v, Av) = (v, AV) = X (v, v). Como v"*

O, esto quiere decir que A= Ade manera
que Aes real.

19. Use el problema 14 después de demostrar
que a cada valor propio de multiplicidad
algebraica k le corresponden k vectores
propios ortonormales. Sea Q obtenida
exactamente igual que en la demostración
del teorema 3. Recuer~e que (u, v) = uI . VI
+ ... + u . V . Q' = Q -1 Y A es similar a_ n_n _

Q' AQ o Q'AQ·IQ'A Q - 11 = lA -JI;
- -
Q'AQ = (Q'A)Q

o;A
o;A

(ul'u2,· .. ,u n )

Ahora b~n, (o;, A*utl = (o;, Au
l
) = (o;,

\u l ) = A1(o;, u) = Al = \ (por el pro­
blema 15) y como (o;, u) = o; . DI = 1 =
o~ . DI; entonces QIAQ =

A¡ 0~AU2 o~Aun

O 0~AU2 ü' Au2 n

O o' Au ü~Aun 2 n

ü~Au = Aü; . ti = Au~' U. = Osi} #- 1.
J J I

Ahora (Q'AQ)' = Q'A'(Q')' = Q'A' Q =
- - -
Q' A 'Q = _Q'AQ, ya que A' = A* = A.
Entonces, Q'AQ es hermitiana, que quie­
re d~ir que los ceros en el primer renglón
de Q'AQ deben ser los mismos que los
ceros en la primera columna. El resto de
la demostración sigue como en la prueba
del teorema 3, donde Q' sustituye a Q'.

21. u= ~(-\+i l~i}

U*AU~(-~ ~J

MATLAB 6.4
1. a) Ingredientes: debido a la elección

aleatoria, se esperan valores propios
distintos. Cualquier múltiplo de un
vector propio es un vector propio. Los
vectores propios para valores propios
distintos de una matriz simétrica son
ortogonales.

b) El comando eig produce un conjunto
de vectores propios ortonormales.
Utilice este conjunto para Q. Como Q
será entonces ortogonal, Q' será igual
a Q-I.

3. a) Hechos básicos a usar: si se multiplica
una columna o renglón de una matriz
por c se multiplica el determinante por
c. Un múltiplo de un vector propio es
todavía un vector propio para el mis­
mo valor propio.

b) Hechos básicos a usar: una matriz or­
togonal tiene columnas ortonormales;
un vector perpendicular a (a b)' es ya
sea (b -a)' o (-b a)' (o un múltiplo de
éstos). Use el hecho de que el determi­
nante es igual a 1.

e) Como Q' = Q-I, primero se hace una
rotación negativa de un ángulo, luego
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se expande o comprime a lo largo de
los ejes x y y como lo indica la diago­
nal de la matriz, y después se rota de
regreso, es decir, se hace una rotación
positiva del mismo ángulo.

d) 1) Se hace una rotación negativa de 8
-45°, se expande por 3 a lo lar-

go del eje x y se expande por 4 a
lo largo del eje y, después se hace
una rotación positiva de 8. Vea las
siguientes figuras. Esto tiene el mis­
mo efecto que expandir por 3 en la
dirección (l - 1Y y expandir por 4
en la dirección de (l 1)'.

I

I

d)

r
I

- x
3

rotación positiva

~
de -45"

,
e)b)a)

rotación negativa expansión de x por 3
y ~ y ~ r

l' de -4Y 1: expansión 4,

~CG¡xED:':~'4
, I

, I

Íl) Rotación negativa de 8 = 150°, ex­
pansión por 3 a lo largo del eje x y
expansión por 2 a lo largo del eje
y, y después rotación positiva de 8.
La imagen del círculo unitario se
bosqueja en la figura.

y

blel)1as 6.5 á ¡na 583

1. (-: - ~)(: ]- (: ) = 5;
X'2 y,2

es una elipse con centro-+-=1
5 5 '
- -

2 2 4 2

~26-6J13 ~26+6J13
en el origen.

Q=
3-J13 3+J13 2

~26-6J13 ~26+6J13

= ( 0.9571 0.2898).
- 0.2898 0.9571 '

X,2 12

Y = l' 2

[ ~O+3J [~O_3J '

hipérbola; 8 = 5.989 = 3430
"-',,-2

3. U ~)(:)- (:) = 5,
(~ +)(x) (x) 1 (1 -1)5. O y' y = 1, Q = Ji 1 1 '

Q~[ ~, -*] D=(~ ~} 8=~ D=(~
O) 1t X,2 y'2

1 '
8=- ---=1 es

"Ji J2
4' _1-' 4' 2 2 '

2
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una hipérbola con centro en el origen. 2

.~"
ID

/
/'

/
"

5

2
I I I I I :::t:::!

ID 5 5 10

5

2

10

7. (~ ~)(:}(:)=a>o;

(
lJi 1Ji]Q= -l.fi l.fi;

,2 ,2

~ - L =l' hipérbola' 8=71t/4 =315°.2a 2a' ,

9. Lo mismo que en el problema 5, excepto
que ahora se tiene una hipérbola con los
papeles de x' y y' cambiados; como a <
O, se tiene

y'2 X'2_
------1(- 2a) (- 2a)

2

15. (_~ -1)(:}(:J=1,

Q=(¡1:2~ J~::~],
-1 1

J4 - 2J2 J4+ 2J2

D=(5+~·J2 OeJ, 8",,5.515 rad,
O ~

2

5 + 3.fi 12 5 - 3Ji 12 1
----'-- x + y = , es una

2 2
elipse con centro en el origen.

2

\
\

2 2

Q=(IJi -lJi];
1Ji 1Ji 2 \,

y'2 = O, que es la ecuación de una recta
que pasa por el origen; 8 = 1t/4 = 45°.

D=(2 + .fi O], 8= 71t,
O 2-.fi 4

12 12

(1~/l3) - (1:/13) = 1; hipérbola;

8"" 0.197 "" l 1.3 ¡o
12

_x__ +
1

2+.fi
centro en el origen.

1, es una elipse con



[V~ l/Ji V~]
Q = l/fi -l/Ji l/16 .

l/fi o - 2/16 '

- X '2 + 2y '2 + 2Z/2

[i
-'-

~B[;}
2

21. 1

O

I I

,:fi. 2..fs 2..fsº{: 3

~'JIO
-L

fi. 2..fs 2..fs

2 + JlO 12 12 2 - JlO 12
X + y + Z

2 2

h
-1

-;)(;Jt}23. 2

-1

c+: 1 1]
O I , /2 + 3Z/2

-2 I

[i
O -'-

-~]
2

25. I O

O O

-'- O2

27. Observe que det A < Oya que por hipóte­
sis tenemos una hipérbola. Por lo tanto
det A < O para cualquier valor de d y la
ecuación representa una hipérbola para
cualquier valor de d diferente de cero.

29 S
· n

• 1 a = e entonces cot2e=0~28=±-
2

~=8=±~
4'

31. F(x)=Ax·x=Dxl·X' . D=diag("'I, ...,"'J.
Pero si Dx' . x' > O, para todo x' E pI, en­
tonces \ 2: O, 1:::; i :::; n . Si Dx' . x' > Opara

todo x' *- O, entonces Del' el = "'1> O,

De2 ·e2 ="'2 >O, ... ,De" ·e" ="'" >0. Si
Al > O, I :::; i :::; n, entonces Dx' . X' = Al (X;)2

+"'+"'2«)2 =F(x)2:0, para todo X'E

l2" y F(x)=O si y sólo si x=o. Por lo
tanto F(x) es positiva definida si y sólo si

Respuestas a los problemas impares 745

todos los valores característicos de A son
positivos.

33. A = (~ ~} '" = 2, 3; la forma cuadrá­

tica es positiva definida.

35. Definida negativa.

37. Es indefinida.

39. Es positiva definida.

41. Es indefinida.

43. Negativa definida.

45. 1) Si det A *- 0, entonces ni \ ni "'2 son
cero. Así, con d = O, la ecuación (22)
se convierte en AIX

'2 + A
2

X '2 = O. Si
ahora tanto \ como 1.,2 son positivos o
negativos, la ecuación se satisface sólo

cuando x' = °y y' = O, lo que corres­
ponde al punto (O, O). Si Al Y"'2 tienen
signos opuestos, entonces las ecuacio-

nes se convierten en x' = ±~ "'2 y',
-Al

que son las ecuaciones de dos rectas.
Si det A = O, entonces una de las dos,
\ o 1.,2 es cero, y la ecuación se con­
vierte en x' = Oo y' = 0, cada una de
las cuales es la ecuación de una recta.

MAllAB 6.5

(2 .S)1. Para el problema 12, A = . El án-
.S I

gula de rotación es 8 = 202.S y la ecua­
ción es 2.207Ix'2 + .7929y'2 = 4. Se trata
de una elipse y det(A) > O. Se muestra el
bosquejo.
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y

x'

I

I
I

I

.2.­
I

, I"" +~'1 /
, I /

- - - - - -1- - - 1(~~~~ ~,- -1- - - t - - - - x

4.. I '" '"

3. Para el problema 4, A = (0 ,SJ. El ángu-
.S °

lo de rotación es e = 3 ISO Yla ecuación
es -.SX'2 + .SX'2 = 1. Es una hipérbo­
la y det(A) < O. Se muestra el bosquejo.

Problemas 6.6 ágina 592

19. C=(II tJ, J=(-S IJ.
10-S

1. No.

7. Sí

13. Sí.

3. No.

9. No.

15. Sí.

5. Sí.

11. Sí

17. Sí.

(A + 2l)v, =v, =>v, =HJ
(A +2/)v, ~ v, =>v, {!} Por tanto

21. e = e~). J = ( ~ ~ )-

23. ).~-I, (A + l)v, "O=>v, "lH

(A + l)v, "V, =>v, "l:l
(A + l)v, ~v, =>v,{J

c=r=~ =~ ~j'J=[-~ -~ ~j.l 7 3 -2 ° 0-2

27. Utilizando inducción se mostrara que N;

(

O(k-r+l)x(r-l) Nk - r + l ]

= 0Cr-I)Xcr-l) 0cr-I)X(k-r)'

Si r = 1, el resultado es verdadero. Su­
ponga que el resultado es verdadero para
r = l. Sea Nk = (n) y N: = (a). Entonces

k

N: +1 = (b) donde bij = ¿Asas}" Si) =5 I
5=1

+ 1 o i ~ k - 1, entonces b = O. Si) > I
lj

+ lei<k-l,entoncesb=n··+1a·+ I ·
(J 1,1 1,)

Por lo tanto

c=í; ~ ;], J=í-~ -: ~].
lo I -1 loo -1

_ _JI' si~,))=(u, ~+~+l),
-a¡+I,j- u-I,2,,,.,k r 1

0, de otro modo

lo que significa que

25. ).~-2, (A+2l)v, =o=>v, =[=n
/+1 =(O(k-/)X(I) Nk _/]N
k

•

O/XI 0IX(k-l)

Por tanto N
k

tiene índice de nilpotencia k.
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n
O O

~}n
O

~]f¡
O O

!]f¡
1 O

!]
29. -1 O -1 O -1 O -1 O

O 2 O 2 O 2 O 2

O O O O O O O O

[~
O O

JW
O

J] [~
O

JI
3 O 3 O 3 1

31.
O 3 O 3 O 3

O O O O O O

Los bloques de lardan se pueden permutar en la diagonal.

4 O O O O 4 1 O O O 4 1 O O O

O 4 O O O O 4 O O O O 4 1 O O

33. O O 4 O O O O 4 O O O O 4 O O

O O O -3 O O O O -3 O O O O -3 O

O O O O -3 O O O O -3 O O O O -3

4 l O O O 4 l O O O 4. O O O O

O 4 l O O O 4 O O O O 4 O O O

O O 4 O O O O 4 O O O O 4 O O

O O O -3 1 O O O -3 1 O O O -3 1

O O O O -3 O O O O -3 O O O O -3

Los bloques de lardan se pueden permutar en la diagonal.

2 O O O O O 2 O O O O O

O -2 O O O O O -2 1 O O O

35. O O -2 O O O O O -2 O O O

O O O -2 O O O O O -2 O O

O O O O -2 O O O O O -2 O

O O O O O -2 O O O O O -2

2 O O O O O 2 O O O O O

O -2 1 O O O O -2 1 O O O

O O -2 1 O O O O -2 1 O O

O O O -2 O O O O O -2 l O

O O O O -2 O O O O O -2 O

O O O O O -2 O O O O O -2

2 O O O O O

O -2 1 O O O

O O -2 1 O O

O O O -2 l O

O O O O -2 1

O O O O O -2

37. Como C-1AC = J, entonces detC-1detA det C = detA = detJ = 11)'2 ."'A,,.
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MATLAB 6.6

1. a) Demuestre que
(A - 2l)(col 1) = O,
(A - 2l)(coI2) = OY
(A - 3l)(col 3) = O. Para el inciso iv)
utilice las propiedades de semejanza
para concluir que A y J tienen los mis­
mos valores propios con las correspon­
dientes multiplicidades algebraica y

geométrica. Es sencillo determinar las

Problemas 6.7, tlligina 604

multiplicidades algebraica y geométri­
ca para los valores propios de J

e) Para A = 2, la columna 1 es un vec­
tor propio y la columna 2 es un vec­
tor propio generalizado; tiene multi­

plicidad algebraica 2 y multiplicidad
geométrica l. Para A = 3, la columna
3 es un vector propio y la columna 4
un vector propio generalizado; tiene
multiplicidad algebraica 2 y multiplici­
dad geométrica l.

l [ -!.. (J3t]J"3 el +2e 2 cos 2

!(5e-41 + 2e31 2e- 41 - 2e31 ) el (2sent + cast -5sent )1. 5.
7 5e- 41 - 5e31 2e- 41 + 5e31 sent -2sent + cast .

3. ( e' cas(2t) e' Sen(2t») 7. e- 31e-7t -7t)
-el sen(2t) e' cas(2t) 7t· 1+ 7t

9. e- S/ (1-7t 7t)
-7t 1+7t

~(e' -e'[cos(~']-~~( ~I]]) ~(e' -e~H~}~~(~ ]])
11. ~(e' -e~[oo{~]+~=( ~' ]]) ~[e' +2e~oo{ ~]J ~(e' -e~H~']-~~(~ ]])

~(e' -e-'[m{~]-~~( ~' ]]) ~(e' -e'H~}~~(~]]) ~[e' +2e~oo{ ~I]J

13. x(t) = el ( ; ). ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e'.

17. a)
[

O -axl (O) O)
xl(t) = ~ aX1(~) - J3 ~ x(t),

XI (O) +[ x2(0)(-ax1(O)e(aXI(O)-~~ + aXI(O»)J/[aXI(O) - J3]

x(t) = x
2
(O)e(ax,(O)-~)1

X3(O) + [x2(O)(J3e(axl(O)-~)1 - J3)J/[ax) (O) - J3]



b) Si a.x
l
(O) <~, entonces x; < O lo que

implica que la enfermedad no produ­
cirá una epidemia.

e) Si a.xl (O) > ~, entonces x; > O lo que
implica que la enfermedad producirá
una epidemia.

19. x = 3e-21 - 2e-31 .

1
21. x = -sen2t.2
23. N~ = N3N3 =

[~ ~ ~J[~ ~ ~J = [~ ~ °oIJ,
00000000

Problemas 6.8, ¡lligina 613

1. a) p(')..,) = ')..,2 + ').., -12 = O;

b) p(A) = A2 + A -121

=(14 2)+(-2
5 11 -5

+(-12 O) =(0
O -12 O

e) A- 1 =~(-I -2)
12 -5 2

3. a) p(')..,) =_')..,3 +4')..,2 -3')..,

b) p(A)=-A3+4A2 -3A

=-[-~ -1: -;]
4 -9 5

+[-I~ -~~ -1;J
4 -12 8
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25. Jt = Alt + N/. Entonces

e J1 = e(IJI + NI) = e lJteN,I. Por lo tanto

27. e AI = e-21

[1-+'- 51'
-18t+.1t2 -71-'1' ]2 2

t - 3t2 I-IIt+.J.t2 -4t - .J.t22
1+ IOt ~tt2 .-t + 7t2 25t -tt2

["
te 21 O :,]~,,~ e~29.
e21 O

O e31

O O e3'

-H ~~ -:J ~ [~ ~ ~J
e) A- I no existe.

5. a) p(')..,) = 3')..,2 -3')..,+1=0
b) p(A)=-A3+3A2 -3A+I

= -[~ =~ :J + [~ - ~ ~J
6 - 15 10 9 - 24 18

-[~ -~ ~H~ ! ~J
~[~ ~ ~]

e) A ' ~ [ ~ -; ~J



[

- 27

e) A- I =t -6

19
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7. a) peA) = - A3 + 6A2 + 18A + 9 = o

b) peA) = - A3 + 6A 2 + 18A + 91

=-[1;~ 1~: ~~:]
168 204 315

+ [1~: 1:~ 2~:I
150 114 252)

+[~~ =:: l~;]
18 90 54

+ [~ ~ ~] = [~ ~ ~]
009 000

1~ - 069]

-11

9. a) peA) = (a - A)4

b) peA) = (al - A)4

~[~
-b O

-~]'O -e

O O

O O

{
O O

~]
O O
O O
O O

IV'
- b/a2 eb/a3 - bed/a4

e) [' ~ :
l/a - c!a2 cd/a3

O l/a -d/a2

O O l/a

13. a) IAI:s: 10.5 y -1O.5:s: Re A:S: 5.75

y =Imz

y =1m z (x - 6)2 +/ =1

(x-4)~/= 1 I
O x = Rez

2 t
(X-3)2+/=~

(x - 5)2+ / = I

O-8

t
-6 -4 -2

(x +7/+ / ="*

(x - 4)2+ / = 1

\
x= Rez

15. Como A es simétrica, los valores propios
de A son reales. Entonces, por el teorema
de Gershgorin,
A= Re A~ 4- (2 +1+1-) =i.

17. a) F(A) = BoCo+ BoCIA + B,CoA + B¡CIA
2

b) P(A)Q(A) = (Bo + B¡A) X (Co + C¡A) =

BoCo+ BoCIA + B¡ACO+ B¡ACIA

F(A) = BoCo+ BoCIA + B¡COA + BIC¡A2

F(A) = P(A)Q(A) si y sólo si CoA = ACo
(en el tercer término) y AC,A = C¡A2 en
el cuarto término.

19. det A = Al' A2, •.. , A". Si det A = O, en­
tonces A¡ = Opara alguna i. Pero lA, - a)

::s r¡ de manera que 10 - I O - a¡;! = la)
::s r p lo que es imposible ya que A es un
determinante con diagonal estrictamente
dominante. Por lo tanto, \ *Opara i = 1,
2, ... , n y det A *O.

MATLAB 6.8
l. Para el problema 1, A- 1 = 1/12(/ + A).

Para el problema 13, A-' = -/ - A ­
A2.

3. Debe observarse que los asteriscos (*)

blancos están dentro de la unión de los
círculos.



1. 4,-2; E4 = gen {C)}; E_ 2 = gen {U)}

3. 2, E2 = gen {( ~) }

5. Los valores propios son 1, - 1, 5,

11. 1.,1,2 = 7::±:~J15, EA, =gen[15~M]'
4J3Q

[ h ]E = gen .
A, 15 - iJ15

4J3Q
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13. La matriz es simétrica,

[

_-.L -.L O].Ji. .Ji.
- 1 1 OQ- .Ji..Ji. '

O O 1

[
2 O O]

QT AQ= O 6 O,

O O -3

15. La matriz es simétrica,

[
k O - k]

Q= O 1 o,
....LO -L
f13 f13

17. La matriz es diagonalizable.

c=[-i ~ -! ~],
O 1 1 1

C'AC~[~ ~ ~ ~]

19. c=[-~ ~ ~ -~].
O 1 O O'

-1 -1 -1 2

C'AC{~ -; ~ ~]
12 12

X Y .
21. + = 1; ehpse

8/(3 + fi) 8/(3-fi)



27. C=(2 -1). C1AC=(-2 1)
1 O' O -2

752 ApÉNDICES

ApÉNDICES

23. r.:::
10/(",13 + 3)

25. 4X'2 - 3y'2.

10/(.J1j - 3)
1: hipérbola

(
-el +2e-1 2e' -2e- ' )

29.
- e' + e- I 2e' - e- I

31. e- I (cos 2t - sen 2t - 2 sen 2t )
sen 2t cos 2t + sen 2t

Problemas A1, página 627

1. Primero, ¿es cierto para n = 1? 2 = 1 (1 + 1);
sí lo es. Ahora suponga que es cierto para
n = k. Entonces 2 + 4 + 6 + ... + 2k =
k(k + 1). Ahora se debe demostrar que es
cierto para n = k + 1; es decir, se debe
demostrar que 2 + 4 + 6 + ... + 2k +
2(k+ l)=(k+ l)[(k+ 1)+ 1]. Se sabe que
2 + 4 + 6 + ... + 2k + 2(k + 1) = k(k + 1)
+ 2(k + 1) (hipótesis de inducción)
(k + 2)(k + 1) = (k + 1)[(k + 1) + 1].

3. Primero, ¿es cierto para n = 1?

5. ¿Es cierto para n = 1? Sí,

(~)' =~<f=1.
Ahora suponga que es cierto para n = k;

es decir, (~J <];' Entonces (~J+I

!(!)* <!(!)=_1 <_1_ ya que 2k
2 2 2 k 2k k + l'

> k + 1 si k > l.

que es cierto para n = k. Entonces 2 + 5

2 + 5 + 8 + ... + (3k -1) + (3k + 2)

k(3k + 1) + (3k + 2)
2

3e +k 6k+4
---+--

2 2
3e +7k+4

2

k(3k + 1)
+8+···+(3k-l) = .

2
Debe demostrarse que es cierto para n =

k + 1; es decir, debe demostrarse que

2 + 5 + 8 + ... + (3k -1) + (3k + 2)

_ (k + 1)[3(k + 1) + 1]
2

=(k+1X3k + 4)
2

3e +7k+4

2
Se suma 3k + 2 a ambos lados de la ecua­
ción en la hipótesis de inducción y se ob­
tiene

2
1(3'1 + 1) .
--'---------'-; SI lo es. Ahora suponga

2

7. ¿Es cierto para n = I? Sí, ya que 1 + 2 =

22 - 1. Ahora suponga que es cierto para
n = k; esto es, 1 + 2 + 4 + ... + 2* = 2*+1
- l. Debe demostrarse que es cierto para
n = k + 1, o que 1 + 2 + 4 + . . . + 2*
+ 2k+1 = 2*+2 -1. Se suma 2k+' a ambos

lados de la hipótesis de inducción y se ob­
tiene

1 + 2 + 4 + ... + 2* + 2*+1
= 2*+ 1 - 1 + 2*+ 1

= 2 . 2k+1 - 1
= 2*+2 - 1

9. ¿Es cierto para n = I? Sí, ya que 1+! =
2

1
2 - -. Ahora suponga que es cierto

21

para n = k; es decir,

1 1 1 1
1+-+-+···+-=2--

2 4 2* 2*

Se debe probar para n = k + 1; esto es,

1 l l 1 1
1+-+-+···+-+--=2--

2 4 2* 2k+1 2*+

Sume _1_ a ambos lados de la hipótesis
2*+1

de inducción para obtener



1 1 1 1
1+-+-+···+-+--

2 4 2* 2*+1
1 1

=2--+-­
2* 2*+1

2 1
=2---+-­

2*+1 2*+1

1
=2-­

2*+1

12(1 + 1)2
11. ¿Es cierto para n = I? Sí, 13

4
Ahora suponga que es cierto para n = k;

es decir,

e + 23 + 33 + ... + e= e(k + 1)2
4

Se tiene que demostrar para n = k + 1;
esto es,

(k + If[(k + 1) + 1]2

4
k4 +6e +13e +12k+4

4

Sume (k + 1)3 a ambos lados de la hipóte­

sis de inducción.

e + 23 + ... + e + (k + 1)3

e(k + 1)2
= +(k+I)3

4
k4 +2e +e
-----+e +3e +3k+1

4

e +2e +e 4e +12e +12k+4-----+-------
4 4

e +6k3 +13e +12k+4

4

13. ¿Es cierto para n = 1? Sí, 1 . 2 =

1· (1 + 1)· (4 -1) Suponga que es cierto
3

para n = k; es decir,

1. 2 + 3 . 4 + ... + (2k - 1X2k)

_k(k+IX4k-l)

3
Ahora se prueba para n = k + 1; esto es,

l· 2 + 3·4 + (2k -IX2k) +

(2k + lX2k + 2)

(k+1Xk+2X4k+3)

3
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4e + ISe + 17k + 6

3

Se suma [2(k + 1) - 1][2(k + 1)] = (2k +
1)(2k + 2) a ambos lados de la hipótesis
de inducción. Se obtiene

1· 2 + 3·4 + ... + (2k -IX2k) +

(2k + lX2k + 2)

k(k + lX4k -1) + (2k + IX2k + 2)
3

4e + 3e - k + 4e + 6k + 2
3

4e + 3e - k 12e + 18k + 6-----+-----
3 3

4e +ISe +17k+6

3

Algunos de los ejercicios utilizan el hecho

pe que si un entero m es divisor de un en­
tero a y es divisor de otro entero b, enton­
ces a + b es divisible entre m.

15. ¿Es cierto para n = I? Sí, ya que 12 + 1
= 2 es par. Suponga que k2 + k es par.
Ahora pruebe para k + 1; es decir, se tie­

ne que demostrar que (k + 1)2 + (k + 1) es
par. Pero

(k + 1)2 + (k + 1) = e + 2k + 1+ k + 1

= (e + k) + (2k + 2)

Ahora 2 es divisor de P + k por hipótesis
de inducción. Es evidente que 2k es divisi­
ble entre 2 y que 2 es divisible entre 2. Por
lo tanto, 2 es divisor de P + k + 2k + 2,
lo que quiere decir que es par.

17. ¿Es cierto para n = I? Sí, porque 1(P + S)
= 6 es divisible entre 6. Ahora suponga que
es cierto para k, esto es, que k(P + S) es
divisible entre 6. Ahora se debe probar que
(k + 1) [(k + IY + 5] es divisible entre 6.

(k + I)[(k + 1)2 + S]

= (k + I)(e+ 2k + 6)

= (k + 1)(e+ S + 2k + 1)

=k(e + S) + (e + S)

+ k(2k + 1)+ (2k + 1)

=k(e +S)+3(e +k)+6
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Ahora k(P + 5) es divisible entre 6 por la
hipótesis de inducción; es claro que 3(k2

+ k) es divisible entre 3 y es par, por el
problema 15, entonces es divisible entre
6, y por supuesto 6 es divisible entre 6, de
manera que 6 es divisor de la expresión
dada.

19. El problema es cierto si n = l pues Xl - 1
es divisible entre x - l. Ahora suponga
que x k - l es divisible entre x-l. Se tie­
ne que demostrar que x k

+) - l es divisible

entre x - l. Ahora bien,

xk
+ I - l = xk

X - 1 = xk
X - X + x - l

= x(xk
- 1) + (x -l).

El primer término es divisible entre x - l
por la hipótesis de inducción, y el segun­
do término en la suma es divisible por
x - 1; entonces x - 1 es divisor de la ex­
presión dada.

21. Si n = 1, (ab)1 = alb l = ab, de manera que
es cierto. Ahora supóngalo para n = k;
es decir, (ab)k = akbk Debe demostrarse
para k + 1; es decir, (ab)k + I = aH IbH

I

Ahora bien,

(ab)HI = (ab)k(ab) = akbkab

= akabkb (ya que la multiplica­
ción es conmutativa)

=ak+1bk+1

Problemas A2 á ¡na 638

23. Del teorema 2.2.1, det A
I
A

2
= detA) det

A
2

, así que el resultado se cumple para
n = 2. Suponga que se cumple para n = k.
Entonces,

detA)A 2 • •• AkAk+ 1

= detA)A 2 • .. Ak detAk+)

(usando el resultado para n = 2)
= (detA I detA 2 ••• detAJ detAk+ I

(usando el resultado para n = k)

= detA I detA 2 ••• detA k detAk+ l'

que es el resultado para n = k + l.

25. n = 1; hay exactamente dos subconjuntos
de un conjunto con un elemento: el con­
junto mismo y el conjunto vaCÍo. Ahora
suponga que hay exactamente 2k subcon­
juntos de un conjunto con k elementos.
Considere un conjunto A con k + 1 ele­
mentos. Elimine uno y llámelo aH!" El
resto de los elementos forma un conjunto
con k elementos. Este conjunto tiene 2k

subconjuntos. Agregue aHI a cada uno
de estos 2k subconjuntos para obtener
otros 2k subconjuntos. En otras palabras,
A tiene 2k subconjuntos que contienen al
elemento ak+1 y 2k subconjuntos que no lo
contienen; esto hace un total de 2k + 2k =

2HI subconjuntos.

27. No es cierto para n = 2. En este caso, SI y
S2 son ajenos y, por lo tanto, no se puede
decir que h l = h2•

1. 9 - 7i. 3. 9 + 2i. 5. 29 + 2i. 39. -4 - 2i = -4 + 2i

7. -27 + 5i.
41. 16

"
43. 2e-'7

15. 6el·/6)i

51ti

19. 12e 6

23. e2
"i = 1

27. 3.[3 + 3i

35. 3 + 4i

2.

17. - 1+ i.[3 = 2/3

21. 2ei(4'/3) = 2e-i(2"/3)

25. - fi +i fi
4 4

29. -2.[3 + 2i

37. 4 - 6i.

3.

45. 7e-'5 = 7e l "i/5

47. e-0012i

49. Buscamos los números z = a + iP tal que
z = -Z , por lo tanto z = -Z ~ a + ip =

-(a + iP) ~ a + iP = -(a - iP) ~ a = 0,

esto significa que los únicos números que
tienen la propiedad z = -z son aquellos
que su parte real es cero, es decir, z es un
imaginario puro.



51. La ecuación de una circunferencia centra­
da en el origen de radio unitario se puede
escribir como x 2 + y2 = 1. Sea z = x + iy

entonces I z 1
2

= zz = (x + iy)(x + iy) =

x 2 + y; por lo tanto un círculo unitario se

puede representar por I z I = I .

53. Es el conjunto de puntos que incluyen al
círculo de radio a centrado en Zo y a todo
su interior.

55. Suponga que pez) = Z" + a Z"-1 + ... +
/1-\

al z + ao = O. Entonces

Z" + a Z" - 1 + ... + a z + a = O= O=
11-1 1 o

z" + a z" - I + ... + a z + a =
,,-1 1 o

z" + a" _ 1 z" - 1 + ... + al; + ao (ya que las

a son reales) = z" + a IZ"-I + oo. + alz
1 1/-

+ ao = pez) = O

blemas A3 á ¡na 647

1. 0.33333333 x 100

3. -0.35 X 10-4

5. 0.77777777 X lOo

7. 0.77272727 X 101

9. -0.18833333 X 102

11. 0.23705963 X 109

13. 0.83742 X 10-20

15. Ea = 0.1, E, = 0.0002

17. Ea = 0.005, E, = 0.04

19. Ea = 0.00333 ... , Er~ 0.57143 X 10-3

21. Ea = 1, Er~0.1419144 X 10-4

23. Existen tres operaciones diferentes: 1) di­
vidir el renglón i entre a

ii
; 2) multiplicar el

renglón i por a
ii

, j > i y restarlo del ren­
glón j; 3) hacer una sustitución regresiva.

L . '1) . 'f n(n + 1)a operaClOn reqUIere L k = ----'---"-
k =1 2

multiplicaciones. La operación 2) requiere

/1-1 n-l ,,-1

Ik(k+I)= Ie + ~>
k~1 k=1 k~1

Respuestas a los problemas impares 755

Aquí, se ha usado el hecho de que para
cualquier entero k. Zk = Zk. Esto se dedu­
ce fácilmente si se escribe z en la forma
polar. Si z = re- ifJ

, entonces

z" = r" ei"s, Z" = r"e-i"e, Z = re -iS y

Zll = r ne -;,,9 = Z" .

57. Como (cos8 + isenS)1 = cosl· 8 + isen
I . S, la fórmula de DeMoivre se cumple
para n = 1. Suponga que se cumple para
n = k; es decir, (cos S + i sen 8)k = cos k8
+ isenk8. Entonces (cose + sene)k+ 1 =

(cose + isen8)k(COSe + isene) = (coskS

+ isenk8) x (cose + isene) = [coske
cosS - senkS sen S] + i[senkS cosS +
cos kS sen S] = cos (kS + S) + isen (kS +
e) = cos(k+ I)S + isen(k+ I)S, que es la

(órmula de DeMoivre para n = k + l.

= (n -1)n(2n -1) + (n -I)n

6 2

(n
3

- n) I . r . L3 mu tJp lcaClOnes y sumas. a

operación 3) requiere

11-1 (n-I)n n2 -n ...
~ k = 2 =-2- multIphcaClOnes

y sumas. Si se suman estas fracciones se

obtienen los resultados deseados.

25. Existen tres operaciones: 1) dividir el ren­
glón i entre a

ii
; 2) multiplicar el renglón

i por aii' j > i y restarlo del renglón j; 3)
guardar los n elementos en la diagonal y
multiplicarlos al final. La operación 1) re-

• 11 - 1 n(n - 1) ...
qUIere ~ k = 2 multIphcaclOnes.

La operación 2) requiere

~I 2 n(n-1X2n-l) .. ,
L k = multIphcaclOnes.
k~1 6

La operación 3) requiere n - 1 multipli­

caciones. La suma es

n -1 1
-[3n+n(2n-l)+6]=-(n-1X2n2 +

6 6

1 3 n3 2
2n + 6) = -(2n + 4n - 6) = - + -n-1

6 3 3
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multiplicaciones. Un cálculo similar lle­
va al número de sumas dadas en la tabla
A.1.

Problemas A4 á ¡na 655

1. Xl = 1.6, x
2

= -0.800002 (el valor real es
-0.8), x

3
= - 3.7

3. Xl = -0.000001, x 2 = -2.61001, Xl = 4.3.
La solución exacta es (O, - 2.61,4.3)

5. a) con pivoteo: XI = 5.99, Xl = -2, x 3 =

3.99
b) sin pivoteo: Xl = 6, Xl = - 2 YX

3
= 4 (Sí,

algunas veces es mejor seguir la trayec-

27. 7545 microsegundos = 7.545 X 10-3 se­
gundos.

29. mqn multiplicaciones y mq(n - 1) sumas.

toria más sencilla. En el problema 6 el
pivoteo da respuestas mucho más exac­
tas.) Los errores relativos con pivoteo
son óbo = 0.0017, O, Y 4~O = 0.0025.

7. Una solución redondeada con tres cifras

significativas es XI = 1050 Yx 2 = -1000.
La solución exacta es XI = 151~50 "" 1204 Y
Xl = 151~ "" -1154. Los errores relativos
son 0.1279 ~ 13% Y0.1334 ~ 13%.
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imagen de una, 344
inversa de una, 88, 95, 207
invertible, 95
kernel de una, 343
mal condicionada, 654
menor de una, 171
nilpotente, 83
no singular, 95
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440
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Proyección de un vector
en D, 237

en~, 251

ortogonal, 394, 437

Punto
flotante

aritmética de, 640

número de, 640
inicial, 221

terminal, 221

Puntos dispersos, 425

l?, 44, 296

D,44,281

~,44,244,281

subespacios, 337

l?", 44, 283
Rango

de una matriz, 345
de una transformación lineal, 476

. Recta, I
ecuación paramétrica de una, 265

ecuaciones simétricas de una, 265

ecuación vectorial de una, 264

en el espacio, 264
pendiente de una, I

Rectas
paralelas, 3
perpendiculares, 3

Redondeo, 641

error de, 641

Reducción por renglones, 10
notación para la, 10

Reflexiones, 489
elementales, 410

Regla
de Cramer, 212
de la mano derecha, 256

Relación simbiótica, 600, 603
Renglón de una matriz, 45

Representación matricial de una
transformación lineal, 479



Representación paramétrica de un
plano, 274

Rotación
matriz de, 409
transformación de, 462

Schmidt, Erhardt (1876-1959), 389
Secciones cónicas, 578

degeneradas, 580
Segmento(s) de recta dirigido(s), 220,

246
equivalen tes, 221, 246

Segundo orden

ecuación diferencial de, 91
menor de, 200

Seki Küwa (1642-1708), 203
Semejanza

transformación de, 555
Series de Fourier, 436
L (sigma), 67

Sigma, notación con, 67
Signo de sumatoria, 67
Simétrica

matriz, 119
Singular, matriz, 91
Sistema de coordenadas rectangulares

en 1)3,246

Sistema de ecuaciones
consistente, 12
diferenciales de primer orden, 596
equivalente, 3
homogéneo, 36

asociado, 89
espacio de soluciones de un, 337
solución cero a un, 37
solución trivial a un, 37
soluciones no triviales a un, 37

inconsistente, 3, 12, 13
Sistema

derecho, 244
homogéneo asociado, 89
izquierdo, 244

Sistema(s) de ecuaciones lineales, 2, 7
consistente, 12
en forma matricial, 88
equivalentes, 3
espacio de soluciones para, 337
homogéneo, 36
inconsistente, 3, 12, 13

número infinito de soluciones, 3, 11
solución a, 2
solución única, 2, 9

Sobre, transformación, 504
Solución

a un sistema de ecuaciones, 2

no trivial, 37
Subespacio,288

propio, 294
reglas para verificar, 294
trivial, 294

Submatriz, 66

Suma
de matrices, 48
de vectores, 282

Superficies cuadráticas, 582
Suprayección, 503
Sustitución

hacia adelante, 138

regresiva, 15, 138, 651
Sylvester, James Joseph (1814-1897),

45,203

Tamaño de una matriz, 45
Tasa relativa de crecimiento, 595
Teorema de aproximación de la norma,

398,438
Teorema

de Cayley-H~milton, 609
de Pitágoras generalizado, 403
de proyección, 403, 437
de resumen, 4, 106, 128,209,320,

353,506,535
del círculo de Gershgorin, 611
fundamental del álgebra, 526

Teoría de gráficas, 152, 544, 555
Tema ordenada, 244
Transformación

cero, 461
de proyección ortogonal, 463
de reflexión, 458, 461, 489
de rotación, 462
de semejanza, 555
identidad, 461
inversa, 509
matriz de, 480

Transformación lineal, 460
cero, 461
identidad, 461
imagen de una, 475
inversa, 509
núcleo de una, 475
nulidad de una, 476
propiedades de una, 472
rango de una, 476
representación matricial de una,

479
sobre, 504
uno a uno, 504

Transpuesta
conjugada de una matriz, 441,517,571

fndice 761

de una matriz, 118
operador, 464

Trayectoria, 155
redundante, 155, 156

Traza de una matriz, 440
Triangular inferior

matriz, 110, 128, 173

Triangular superior
matriz, 83, 110, 113, 128, 172

Triple producto
cruz, 262
escalar, 256

interpretación geométrica de 1, 258

Trivial
espacio vectorial, 283
solución, 37
subespacio, 294

Truncado, 641

Unidad imaginaria, 633

Unitario(a)
matriz, 441,517,571
vector, 226, 247

Uno a uno, transformación, 503

Valor inicial, 595
Valor propio, 525

multiplicidad algebraica del, 528
multiplicidad geométrica del, 534

Vandermonde, A. T. (1735-1796), 197
Vector, 42, 43, 220

característico, 525
cero, 43, 222
columna,43,
componentes de un, 43, 222, 238, 251
de materias primas, 440, 460
de precios, 58
de producción, 459
definición algebraica de, 222, 246
definición geométrica de, 221,246
demanda, 58
dirección de un, 222, 223, 247
elementos de un, 222
longitud de un, 222, 388
magnitud de un, 222, 246
multiplicación por un escalar, 282
n-vector, 42, 43
norma de, 388, 434
normal, 256, 266

propio, 525
generalizado, 590, 594

proyección de un, 238, 251
punto inicial de un, 221
punto terminal de un, 221
renglón, 42, 43



 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


	INICIO [OCR y Marcadores por F4M5]
	PORTADA
	CONTENIDO (pdf=contenido+22)
	1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES
	2. DETERMINANTES
	3. VECTORES EN R2 Y R3
	4. ESPACIOS VECTORIALES
	5. TRANSFORMACIONES LINEALES
	6. VALORES CARACTERÍSTICOS, VECTORES CARACTERÍSTICOS Y FORMAS CANÓNICAS
	Apéndices
	Respuestas a los problemas impares
	Índice

	CONTENIDO DE LOS PROBLEMAS CON MATLAB
	1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES
	2. DETERMINANTES
	3. VECTORES EN R2 Y R3
	4. ESPACIOS VECTORIALES
	5. TRANSFORMACIONES LINEALES
	6. VALORES CARACTERÍSTICOS, VECTORES CARACTERÍSTICOS Y FORMAS CANÓNICAS

	PREFACIO

	1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES
	2. DETERMINANTES
	3. VECTORES EN R2 Y R3
	4. ESPACIOS VECTORIALES
	5. TRANSFORMACIONES LINEALES
	6. VALORES CARACTERÍSTICOS, VECTORES CARACTERÍSTICOS Y FORMAS CANÓNICAS
	APÉNDICES
	1. Inducción matemática
	2. Números complejos
	3. El error numérico en los cálculos y la complejidad computacional
	4. Eliminación gaussiana con pivoteo
	5. Uso de MATLAB

	RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Capítulo 6
	Apéndices

	ÍNDICE

